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La  geometria  ilumina  el  intelecto  y  templa  la 
mente.  Todas  sus  pruebas  son  claras  y  ordenadas. 
Apenas  caben  errores  en  el  razonamiento  geométrico, 
pues  está  bien  dispuesto  y  ordenado.  Así,  no  es  pro- 
bable  que  la  mente  que  se  aplica  a  la  geometria  con 
regularidad  cometa  errores.  De  este  modo,  quien 
sabe  geometria  adquiere  inteligência. 
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Preâmbulo 


Este  libro  es  una  versión  extendida  de  mi  libro  original  dei  misnro  título. 
Adenrás  de  haber  anadido  bastante  material  nuevo,  otra  diferencia  sustancial 
respecto  de  la  versión  anterior  es  que  alrora  las  nuevas  versiones  de  los  libros 
Álgebra  [Al],  Geometria  [G]  y  Análisis  matemático  [An]  están  concebidas  para 
ser  leídas  simultáneamente,  mientras  que  las  anteriores  podían  leerse  sucesiva- 
mente  en  el  orden  indicado.  Esto  ha  hecho  que  parte  dei  material  original  haya 
pasado  de  un  libro  a  otro  en  las  versiones  nuevas. 

Más  concretamente,  si  los  capítulos  de  los  tres  libros  se  leen  de  arriba  liaria 
abajo  y  de  izquierda  a  derecha  según  la  disposición  de  la  tabla  de  la  página 
siguiente,  cada  uno  sólo  requiere  el  conocimiento  de  los  capítulos  precedentes, 
salvo  por  unas  pocas  excepciones  indicadas  después  de  la  tabla.  Consideramos 
que  este  orden  es  nrucho  más  natural  en  la  medida  en  que  imita  lo  que  seria  el 
estúdio  simultâneo  de  tres  asignaturas  y  se  aprovecha  dicha  simultaneidad  para 
enfatizar  las  relaciones  entre  ellas. 

El  libro  [An]  es  el  único  que  no  cubre  todos  los  contenidos  de  la  versión 
anterior,  sino  que  los  últimos  capítulos  de  dicha  versión  serán  tratados  en  nuevas 
versiones  de  mi  serie  de  libros,  empezando  por  el  de  Geometria  diferencial. 

El  prirner  capítulo  de  [Al]  es  una  introducción  a  la  teoria  de  conjuntos,  cuyos 
aspectos  más  técnicos  (los  relacionados  con  el  axioma  de  elección  y  la  teoria  de 
cardinales  infinitos)  se  han  relegado  a  dos  apêndices.  La  teoria  descrita  es  la 
teoria  de  Zermelo,  que  resulta  más  que  suficiente  para  formalizar  los  contenidos 
de  los  tres  libros.  El  único  inconveniente  es  que  “se  queda  corta”  para  desarro- 
llar  plenamente  la  teoria  de  cardinales  infinitos,  pero  hemos  preferido  reducirla 
a  lo  imprescindible,  aun  al  precio  de  no  poder  enunciar  con  total  precisión  al- 
gunos  resultados  sobre  rango  y  dimensión  de  módulos  y  espacios  vectoriales 
de  dimensión  infinita  que,  aunque  resulta  natural  presentarlos  al  tratar  estos 
conceptos,  no  son  realmente  necesarios  en  ningún  momento. 

Los  contenidos  de  [Al  I]  (y  sus  apêndices)  sirven  de  base  a  los  tres  libros. 
A  su  vez,  los  capítulos  [G  II]  y  [An  I]  se  apoyan  en  las  estructuras  algebraicas 
introducidas  en  [Al  II].  En  estos  dos  capítulos  se  presentan  dos  construcciones 
alternativas  de  los  números  reales,  mediante  secciones  de  Dedekind  en  [G  II]  y 
mediante  sucesiones  de  Cauclry  en  [An  I],  Por  otra  parte,  el  capítulo  [An  II]  se 
apoya  en  la  geometria  analítica  expuesta  en  [G  IV] . 
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Dinâmica  clásica 

Las  únicas  dependencias  que  no  respetan  el  orden  indicado  en  la  tabla  pre- 
cecente  son  las  siguientes: 

•  La  sección  [G  7.7]  usa  la  medida  de  Jordan  definida  en  [An  9.1],  pero  dicha 
sección  puede  leerse  antes  de  [G  7.7],  pues  no  requiere  nada  intermédio. 

•  El  capítulo  [An  VII]  usa  en  un  ejemplo  las  cónicas  definidas  en  la  sección 
[G  10.1],  pero  esta  sección  (no  ya  el  resto  dei  capítulo)  puede  leerse  tras 
[G  IV]  y  resulta  incluso  recomendable  hacerlo,  como  ilustración  de  las 
posibilidades  de  la  geometria  analítica. 

Las  líneas  horizontales  en  la  tabla  separan  bloques  temáticos.  El  segundo 
bloque  de  [Al],  después  dei  capítulo  de  preliminares  conjuntistas  al  que  ya  hemos 
hecho  referencia,  contiene  una  presentación  de  la  aritmética  básica  desde  el 
punto  de  vista  dei  álgebra  abstracta,  junto  con  aplicaciones  que  conectan  este 


XI 


enfoque  abstracto  con  resultados  clásicos.  En  el  tercer  bloque  se  introducen 
nuevas  estructuras  abstractas  con  resultados  que  se  aplican  principalmente  a 
la  geometria  (en  [G])  y  a  la  aritmética  en  el  cuarto  bloque,  que  contiene  una 
introducción  a  la  teoria  algebraica  de  números.  El  libro  termina  con  un  capítulo 
en  el  que  se  recopilan  algunos  resultados  que  no  han  sido  necesarios  en  los 
capítulos  precedentes  pero  que  son  relevantes  de  cara  a  estúdios  más  avanzados. 

El  prirner  bloque  de  [G]  contiene  un  tratamiento  axiomático  de  la  geometria 
euclídea,  el  segundo  desarrolla  los  elementos  básicos  de  la  geometria  analítica, 
el  tercero  está  dedicado  a  la  geometria  proyectiva  y  el  cuarto  a  las  geometrias 
no  euclídeas. 

Por  último,  [An]  está  dividido  en  tres  bloques,  dedicados  respectivamente 
a  la  topologia,  al  cálculo  diferencial  y  al  cálculo  integral.  El  libro  termina 
con  tres  apêndices,  el  primero  de  los  cuales  es  una  prolongación  técnica  dei 
capítulo  [An  I]  con  material  que  no  es  necesario  para  los  capítulos  posteriores, 
el  segundo  expone  la  teoria  de  las  fracciones  continuas,  en  la  que  se  combinan 
aspectos  aritméticos  con  aspectos  topológicos  y,  por  último,  liemos  considerado 
oportuno  incluir  un  resumen  de  la  dinâmica  clásica  que  puede  servir  al  lector 
para  asimilar  nrejor  las  numerosas  aplicaciones  a  la  física  presentadas  en  el  libro. 
En  realidad,  todos  los  conceptos  físicos  involucrados  se  van  explicando  en  los 
propios  ejemplos  a  medida  que  van  siendo  necesarios,  pero  tal  vez  el  lector  no 
familiarizado  con  la  física  prefiera  una  exposición  concentrada  en  unas  pocas 
páginas  que  le  sirva  de  referencia. 


Introducción 


La  geometria  es,  junto  a  la  teoria  de  números,  una  de  las  ramas  más  antiguas 
de  la  matemática.  Si  por  un  momento  restringimos  el  término  para  referimos 
a  lo  que  los  antiguos  griegos  entendían  como  tal,  podemos  decir  que  su  objeto 
de  estúdio  está  íntimamente  arraigado  en  nuestra  forma  de  concebir  la  realidad. 
Toda  la  información  que  recibimos  dei  mundo  que  nos  rodea,  todo  lo  que  vemos, 
oímos  y  tocamos,  lo  procesamos  en  primera  instancia  en  términos  geométricos. 
Sin  embargo,  no  podemos  considerar  a  las  leyes  formules  que  rigen  el  espado 
tridimensional  que  percibimos  como  una  parte  de  la  física.  Al  contrario  que 
las  leyes  físicas,  las  leyes  de  la  geometria  nos  son  dadas  a  priori,  en  cuanto  que 
ninguna  experiencia  puede  confirmar  o  refutar  ninguna  de  ellas.  Por  ejemplo, 
podemos  asegurar  a  priori  que  es  imposible  percibir  una  recta  que  posea  dos 
paralelas  por  un  mismo  punto.1  Nuestra  intuición  geométrica  nos  permite  de¬ 
cidir  inmediatamente  la  verdad  o  falsedad  de  un  gran  número  de  afirmaciones. 
A  su  vez,  de  todas  ellas  se  sigue  mediante  razonamientos  lógicos  un  cuerpo 
de  teoremas  no  menos  numeroso  que,  si  nuestra  intuición  no  alcanza  a  validar 
directamente,  al  menos  los  corrobora  en  instancias  particulares. 

Los  antiguos  griegos  exploraron  en  profundidad  este  cuerpo  de  teoremas  y 
llegaron  a  comprender  en  gran  medida  su  estructura  lógica.  Tanto  es  así  que 
en  sus  exposiciones  más  elaboradas,  el  modelo  de  las  cuales  son,  sin  duda,  los 
Elementos  de  Euclides,  no  sólo  se  demuestran  con  un  gran  sentido  dei  rigor  todos 
los  hechos  no  evidentes,  sino  que  incluso  los  que  cualquiera  daria  tranquilamente 
por  obvios  son  demostrados  a  partir  dei  mínimo  número  de  principios  a  los  que 
el  autor  pudo  reducirlos  (y  a  algunos  más  que  se  usan  implicitamente). 

Fermat  y  Descartes  descubrieron  que  la  geometria  como  teoria  lógica  es  equi¬ 
valente  a  una  estructura  algebraica,  esencialmente  al  espacio  vectorial  R  ,  en  el 
sentido  de  que  los  puntos,  rectas,  planos,  circunferências,  etc.  pueden  ser  iden¬ 
tificados  con  ciertos  subconjuntos  de  R3  de  modo  que  los  teoremas  geométricos 
sobre  estos  conceptos  se  corresponden  con  los  teoremas  algebraicos  sobre  sus 
conjuntos  asociados.  Así  surgió  la  llamada  geometria  analítica  y  con  ella  la 
clave  para  una  comprensión  mucho  más  profunda  de  la  geometria  en  general. 

El  álgebra  es  especialmente  dada  a  encontrar  principios  profundos,  poco  evi¬ 
dentes  por  sí  misrnos  pero  enormemente  iluminadores.  El  que  una  determinada 
afirmación  se  nos  aparezea  o  no  como  evidente  es  una  cuestión  psicológica  sin 

1Por  supuesto,  salvo  que  pervirtamos  el  significado  de  la  palabra  “recta”  y  lo  confundamos, 
por  ejemplo,  con  un  concepto  físico  como  pueda  ser  el  de  “trayectoria  de  un  rayo  de  luz” . 
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ningún  significado  matemático,  por  lo  que  la  geometria  axiomática  al  estilo  de 
Euclides  se  considera  hoy,  con  razón,  como  algo  superado.  El  tratamiento  al- 
gebraico  de  la  geometria,  aparte  de  ser  lógicamente  más  simple,  nos  abre  las 
puertas  de  “otras  geometrias” ,  es  decir,  de  otras  teorias  algebraicas  lo  suficien¬ 
temente  cercanas  a  las  de  la  geometria  tradicional  euclídea  como  para  que  sea 
justo  englobarias  bajo  cl  misnro  nonrbre.  El  caso  más  elemental  es  la  sustitución 
dei  exponente  en  R3  por  cualquier  otro  número  natural.  No  tenemos  ninguna 
intuición  que  pueda  aplicarse  a  R4,  pero  el  cambio  de  un  3  por  un  4  apenas 
modifica  la  teoria  algebraica,  que  de  hecho  se  desarrolla  sin  dificultad  y  por 
el  misnro  precio  en  el  espado  general  R".  Otros  casos  menos  triviales  son  las 
geometrias  no  euclídeas  o  las  geometrias  basadas  en  los  números  complejos. 

La  algebrización  de  la  geometria  no  supone  únicamente  un  cambio  de  len- 
guaje.  En  el  siglo  XIX  la  geometria,  al  igual  que  las  demás  ramas  de  la  ma¬ 
temática,  experimento  un  desarrollo  gigantesco  en  varias  direcciones.  Por  un 
lado,  Poncelet  sentó  las  bases  de  la  geometria  proyectiva,  que  viene  a  demostrar 
que  nuestra  intuición  nos  proporciona  una  imagen  sesgada  de  una  estructura 
algebraica  más  regular  de  lo  que  los  ojos  nos  muestran.  Esta  regularidad  se 
pone  de  manifiesto  postulando  la  existência  de  puntos  infinitos.  Gracias  a  cllos, 
una  hipérbola  y  una  elipse  pueden  considerarse  como  una  rnisina  figura  vista 
desde  posiciones  distintas  (la  primera  con  dos  puntos  en  el  infinito  y  la  segunda 
con  todos  sus  puntos  finitos) .  Si  postulamos  la  existência  de  puntos  imaginários 
(en  el  sentido  de  los  números  complejos)  la  regularidad  de  la  geometria  se  mul¬ 
tiplica  una  vez  más.  Por  otra  parte,  Gauss  mostro  las  posibilidades  dei  cálculo 
diferencial  aplicado  al  estúdio  de  las  superfícies.  La  geometria  diferencial  es  hoy 
la  aproximación  más  potente  a  la  mayoría  de  las  ramas  de  la  geometria. 

El  objeto  de  este  libro  es  presentar  una  panorâmica  de  la  geometria  previa  a 
la  geometria  diferencial2  o,  más  precisamente,  de  la  geometria  sin  topologia.  Hay 
varias  razones  por  las  que  consideramos  útil  conocer  las  técnicas  no  topológicas 
en  geometria.  Por  una  parte  entre  ellas  se  encuentran  las  técnicas  genuinamente 
algebraicas,  que  son  de  gran  valor  en  si  misrnas  y  por  sus  posibilidades  de 
aplicación.  En  rnuchos  casos  el  álgebra  suple  con  razonamientos  conceptuales 
exquisitamente  limpios  lo  que  en  un  enfoque  más  directo  se  convertiría  en  una 
ristra  de  cálculos,  concluyentes,  pero  ciegos. 

En  segundo  lugar,  y  a  pesar  de  que  más  arriba  la  hayamos  calificado  de 
anticuada,  es  interesante  conocer  la  geometria  sintética,  es  decir,  la  geometria 
tradicional  que  parte  de  axiomas  evidentes  intuitivamente.  Esta  aproximación 
es  la  única  que  justifica  que  ciertas  ramas  dei  álgebra  describen  realmente  las 
leyes  de  nuestra  intuición.  Formalmente  es  posible  evitaria,  pero  con  ello  se 
incurre  en  una  especie  de  “estafa  legal” .  Pensemos  por  ejemplo  en  un  resultado 
tan  clásico  como  el  teorema  de  Pitágoras.  Podemos  definir  la  norma  de  un  vector 
de  R2  como  ||(a;,  j/)||  =  x2  +  y2  y  la  perpendicularidad  como  (x,y)  _L  (x',y') 
si  y  sólo  si  xx'  +  yy'  =  0,  y  a  partir  de  aqui  demostrar  el  teorema  de  Pitágoras, 
pero  esa  demostración,  lógicamente  irrefutable,  no  puede  convencer  a  nadie 

2No  obstante,  los  dos  últimos  capítulos,  dedicados  a  las  geometrias  no  euclídeas,  contienen 
sendas  secciones  en  las  que  mostramos  su  relación  con  la  geometria  diferencial. 
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de  la  validez  dei  teorema  si  antes  no  se  nos  “demuestran”  las  definiciones,  si 
antes  no  se  nos  convence  de  que  si  tomamos  un  papel  cuadriculado  y  ciavamos 
las  dos  puntas  dei  compás  en  los  ângulos  opuestos  de  un  rectángulo  de  lados 
3  y  4,  nos  encontraremos  con  que  podemos  girarlo  hasta  situarlo  sobre  dos 
puntos  que  disten  5  unidades,  o  que  si  dibujamos  los  vectores  (2,1)  y  (—1,2) 
obtendremos  realmente  segmentos  perpendiculares.  Al  igual  que  este  ejemplo 
podemos  encontrar  muchísimos  más,  en  torno  a  la  definición  de  la  medida  de 
ângulos,  de  las  razones  trigonométricas,  de  la  ortogonalidad  de  vectores,  dei 
cálculo  diferencial  básico,  etc.  Cubrir  estas  lagunas  apenas  cuesta  tres  de  los 
trece  capítulos  que  tiene  este  libro,  por  lo  que  creemos  que  merece  la  pena. 


Capítulo  I 


La  geometria  absoluta 


En  este  capítulo  y  los  siguientes  nos  ocuparemos  de  formalizar  en  el  seno 
de  la  teoria  de  conjuntos  la  geometria  intuitiva,  es  decir,  la  geometria  con  la 
que  interpretamos  nuestras  percepciones  que,  como  se  sabe,  no  coincide  con  la 
geometria  que  los  físicos  usan  para  describir  el  espado  físico.  Podemos  decir  que 
lo  que  vamos  a  estudiar  es  el  espado.  No  podemos  definir  este  concepto,  pero 
todos  tenemos  una  imagen  intuitiva  dei  misrno.  Nuestra  intención  es  introducir 
unos  axiomas  sobre  el  espacio  que  puedan  considerarse  intuitivamente  evidentes 
y  explorar  sus  consecuencias  lógicas. 

La  primera  aproximación  a  la  caracterización  matemática  dei  espacio  será 
considerar  al  espacio  como  un  conjunto  E  a  cuyos  elementos  llamaremos  puntos. 
Un  punto  es  una  posición  en  el  espacio,  carente  de  toda  extensión.  Un  punto 
ortográfico  es  una  buena  imagen  de  un  punto  geométrico,  si  bien  hemos  de  tener 
presente  que  la  pequena  mancha  de  tinta  tiene  una  cierta  extensión,  de  la  que 
debemos  hacer  abstracción. 

Hay  dos  conceptos  más  que  se  encuentran  al  mismo  nivel  elemental  que  el 
concepto  de  punto.  Se  trata  de  los  conceptos  de  recta  y  plano.  De  nuevo  es 
imposible  definir  la  característica  que  diferencia  a  una  línea  recta  de  una  línea 
curva  o  a  una  superfície  plana  de  una  superfície  curva,  pero  intuitivamente  todos 
sabemos  distinguir  las  rectas  y  los  planos  de  las  restantes  curvas  y  superfícies. 


Una  recta  r  y  un  plano  II  que  se  cortan  en  un  punto  P. 

Hemos  de  hacer  una  aclaración  sobre  la  interpretación  que  vamos  a  dar  a 
estas  palabras:  una  lroja  de  papel  proporciona  una  buena  imagen  de  un  plano, 
salvo  por  el  hecho  de  que  la  hoja  termina  en  unos  bordes,  mientras  que  para 
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nosotros  un  plano  será  una  superfície  ilimitada.  Si  apoyamos  la  hoja  en  una 
mesa,  la  superfície  de  la  mesa  representa  una  porción  más  amplia  dei  mismo 
plano  que  representa  la  hoja.  Similarmente,  por  una  recta  entenderemos  una 
línea  recta  sin  extremos,  de  modo  que  si  trazamos  una  porción  de  recta  con 
la  ayuda  de  una  regia,  cualquier  extensión  de  la  misma  por  cualquiera  de  sus 
extremos  será  una  porción  mayor  de  la  misma  recta.  Del  mismo  modo  que  hemos 
hecho  con  el  espado,  podemos  concebir  las  rectas  y  los  planos  como  conjuntos 
de  puntos,  es  decir,  como  ciertos  subconjuntos1  de  E  que  no  podemos  definir. 

1.1  Axiomas  de  incidência 

Definición  1.1  Una  geometria  de  Hilbejd  está  formada  por  un  conjunto  E  al 
que  llamaremos  espacio,  y  a  cuyos  elementos  llamaremos  puntos,  junto  con  dos 
famílias  no  vacías  de  subconjuntos  no  vacíos  de  E  a  cuyos  elementos  llamaremos 
respectivamente  rectas  y  planos,  de  modo  que  se  cumplan  los  cinco  axiomas 
indicados  a  continuación. 

Diremos  que  una  recta  o  plano  X  pasa  por  un  punto  P,  o  que  X  incide  en 
el  punto  P,  si  P  €  X. 

Axioma  Al  Por  cada  par  de  puntos  distintos  P  y  Q  pasa  una  única  recta, 
que  representaremos  por  PQ. 

Axioma  A2  Toda  recta  pasa  al  menos  por  dos  puntos. 

Diremos  que  tres  o  más  puntos  son  colineales  si  hay  una  recta  que  pasa  por 
todos  ellos. 

Axioma  A3  Por  cada  tres  puntos  no  colineales  P,  Q,  R  pasa  un  único  plano, 
al  que  representaremos  por  PQR. 

Axioma  A4  Si  una  recta  tiene  dos  puntos  en  común  con  un  plano  II,  entonces 
está  contenida  en  II. 

Axioma  A5  Todo  plano  pasa  al  menos  por  tres  puntos  no  colineales. 

Estos  no  son  los  únicos  axiomas  de  incidência  que  vamos  a  considerar,  sino 
que  más  adelante  consideraremos  algunos  axiomas  alternativos  o  adicionales, 
pero  conviene  distinguir  los  resultados  que  pueden  probarse  únicamente  a  partir 
de  estos  axiomas. 

Veamos  algunas  consecuencias  elementales  de  estos  axiomas: 

Si  una  recta  o  un  plano  X  no  pasa  por  un  punto  P,  diremos  que  P  es  un 
punto  exterior  a  X. 

1  Se  puede  cuestionar  que  intuitivamente  el  espacio  sea  un  conjunto  de  puntos,  ya  que 
no  podemos  imaginamos  el  espacio  como  formado  por  puntos,  sino  que  más  bien  podemos 
imaginar  algunos  puntos  en  el  espacio.  En  este  sentido,  el  considerar  el  espacio  como  un 
conjunto  de  puntos  es  simplemente  un  convénio  habitual  en  la  teoria  de  conjuntos,  en  la  cual 
todo  es  un  conjunto.  Pero  es  un  convénio  intrascendente,  pues  en  la  práctica,  decir  que  E  es  un 
conjunto  de  puntos  sólo  significa  que  expresaremos  mediante  la  expresión  P  €  E  la  propiedad 
“P  es  un  punto” .  Lo  mismo  se  aplica  a  las  rectas  y  los  planos. 
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Teorema  1.2  Toda  recta  tiene  un  punto  exterior  que  esté  en  un  plano  dado 
que  la  contenga  (Por  A5) 

Teorema  1.3  Si  P  y  Q  son  puntos  de  una  recta  r  y  R  es  exterior  a  r,  entonces 
P,  Q  y  R  no  son  colineales.  (Por  Al) 

Teorema  1.4  Dos  rectas  distintas  tienen  como  máximo  un  punto  en  común. 
(Por  Al) 

Defmición  1.5  Diremos  que  dos  rectas  son  paralelas  (gr.  ‘una  al  lado  de  la 
otra’)  si  son  iguales  (en  cuyo  caso  se  dice  también  que  son  coincidentes)  o  bien 
ambas  están  contenidas  en  un  rnisino  plano  y  no  tienen  puntos  en  común. 

Si  dos  rectas  no  tienen  puntos  en  común,  pero  no  están  contenidas  en  el 
misrno  plano,  se  dice  que  se  cruzan. 

La  única  alternativa  a  estos  casos  es  que  las  rectas  tengan  un  único  punto 
en  común,  en  cuyo  caso  se  dice  que  son  secantes  (lat.  ‘que  se  cortan’). 

Teorema  1.6  Dados  un  plano  y  una  recta,  o  bien  no  tienen  puntos  comunes, 
o  bien  tienen  un  único  punto  en  común,  o  bien  la  recta  está  contenida  en  el 
plano.  (Por  A4) 

Diremos  que  una  recta  y  un  plano  son  secantes  si  se  cortan  en  un  punto  y 
paralelos  si  no  tienen  puntos  comunes. 

Teorema  1.7  Una  recta  y  un  punto  exterior  a  ella  están  contenidos  en  un  único 
plano.  (Por  A2,  A3  y  A4) 

Teorema  1.8  Dos  rectas  secantes  están  contenidas  en  un  único  plano. 

El  axioma  de  las  paralelas  El  axioma  de  las  paralelas  es  el  siguiente  axioma 
de  incidência: 

Axioma  A2b  Por  cada  punto  pasa  una  única  paralela  a  una  recta  dada. 

Observemos  que  esto  equivale  a  exigir  que  por  cada  punto  exterior  a  una  recta 
dada  pasa  una  única  paralela,  pues  si  el  punto  P  está  en  la  recta  r  entonces  r 
es  claramente  la  única  recta  paralela  a  r  por  P,  y  esto  no  requiere  el  axioma  de 
las  paralelas. 

Hemos  llamado  A2b  a  este  axioma  porque  podemos  incorporarlo  al  grupo  de 
axiomas  de  incidência  en  sustitución  dei  que  hemos  tomado  como  A2,  ya  que  el 
axioma  A2  original  se  puede  demostrar  a  partir  dei  axioma  de  las  paralelas  (y 
de  los  demás  axiomas  de  incidência).  En  efecto: 

Dada  una  recta  r,  por  defmición  es  un  conjunto  no  vacío,  luego  contiene 
un  punto  P.  Tenemos  que  probar  que  contiene  al  menos  otro  punto.  En  caso 
contrario,  sean  Q  y  R  dos  puntos  no  colineales  con  P  (por  A5)  y  sea  s  la  paralela 
a  PQ  por  R.  Entonces  r  =  {P}  está  contenida  en  el  plano  PQR ,  al  igual  que  s, 
y  de  hecho  r  y  s  son  paralelas,  pues  P  no  está  en  s.  Pero  entonces  r  y  PQ  son 
dos  paralelas  a  s  por  el  punto  P,  lo  cual  contradice  al  axioma  de  las  paralelas. 
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La  geometria  que  puede  desarrollarse  sin  suponer  el  axioma  de  las  paralelas 
se  llama  geometria  absoluta  o  geometria  neutra,  y  es  la  que  vamos  a  estudiar  en 
este  primer  capítulo. 


1.2  Axiomas  de  ordenación 

Definición  1.9  Una  geometria  de  Hilbert  está  ordenada  si  hay  definida  una 
relación  triádica  entre  los  puntos  dei  espado  que  representaremos  con  la  notación 
A—B  —  C  y  leeremos  UB  está  entre  4yC”,  de  modo  que  se  cumplen  los  axiomas 
siguientes: 

Axioma  BI  Si  se  cumple  A  —  B  —  C ,  entonces  A,  B  y  C  son  tres  puntos 
colineales  distintos  dos  a  dos,  y  además  se  cumple  C  —  B  —  A. 

Axioma  B2  Si  A  y  B  son  puntos  distintos,  existe  otro  C  tal  que  A  —  B  —  C . 

Axioma  B3  Dados  tres  puntos  distintos  en  una  misma  recta,  uno  y  sólo  uno 
de  ellos  está  entre  los  otros  dos. 

Axioma  B4  (Axioma  de  Pasch)2  Sean  A,  B,  C  tres  puntos  no  colineales  y 
sea  r  una  recta  contenida  en  el  plano  ABC ,  pero  que  no  pase  por  ninguno  de 
ellos.  Si  r  pasa  por  un  punto  situado  entre  A  y  B,  entonces  r  pasa  por  un  punto 
entre  A  y  C  o  bien  por  un  punto  entre  B  y  C. 


El  axioma  B4  admite  una  precisión: 

Teorema  1.10  (Teorema  de  Pasch)  En  las  condiciones  dei  axioma  B4,  no 
puede  suceder  que  r  pase  a  la  vez  por  un  punto  entre  A  y  C  y  también  por  un 
punto  entre  B  y  C . 

DemostraciÓN:  Supongamos  que  r 
pasa  por  un  punto  A\  entre  Ay  B,  por  un 
punto  B\  entre  A  y  C  y  por  un  punto  C\ 
entre  B  y  C.  Los  tres  puntos  A\,B\,C\ 
tienen  que  ser  distintos  entre  si,  pues  si, 
por  ejemplo,  A\  =  B\,  entonces  tendrí- 
amos  AB  =  AC,  con  lo  que  A,B,C  serían  colineales.  Puesto  que  A\,B\,C\ 
están  sobre  la  recta  r,  el  axioma  B3  afirma  que  uno  de  ellos  tiene  que  estar  entre 
los  otros  dos.  Por  simetria  podemos  suponer  que  A\  —  B\  —  C\. 

2Moritz  Pasch  advirtió  que  Euclides  usaba  implicitamente  este  hecho,  a  pesar  de  que  no 
se  podia  deducir  de  sus  postulados. 
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Como  r  no  pasa  por  B ,  los  puntos  B,  A\,C\  no  son  colineales,  y  la  recta  AC 
pasa  por  B i,  que  está  entre  A\  y  C\ .  Por  el  axioma  B4,  tiene  que  pasar  por  un 
punto  entre  B  y  A\  o  bien  por  un  punto  entre  B  y  C\,  pero  dicho  punto  tiene 
que  ser  la  intersección  de  AC  con  la  recta  A\B  =  AB  o  bien  con  BC\  =  BC, 
luego  tiene  que  ser  Ao  C,  pero,  por  B3,  ni  A  está  entre  A\  y  B,  ni  C  está  entre 
B  y  Ci,  con  lo  que  tenemos  una  contradicción.  ■ 

Deflnición  1.11  Dados  dos  puntos  distintos  Ay  B,  llamaremos  segmento  (lat. 
‘corte’)  de  extremos  A  y  B  al  conjunto  formado  por  A,  B  y  todos  los  puntos 
situados  entre  Ay  B.  Lo  representaremos  por  AB.  Notemos  que  el  axioma  BI 
implica  que  AB  =  BA,  así  como  que  AC  C  AC.  La  recta  AC  (que  es  la  única 
recta  que  contiene  al  segmento,  se  llama  su  prolongación. 

Ahora  probamos  una  variante  dei  axioma  B2: 

Teorema  1.12  Entre  dos  puntos  distintos  siempre  hay  un  tercero. 

DemostraciÓn:  Sean  A  y  B  dos  puntos  distintos.  Sea  X  un  punto  no 
colineal  con  ellos,  sea  C  tal  que  A  —  X  —  C.  Entonces  C  no  es  colineal  con  A  y 
B,  pues  la  recta  AC  es  distinta  de  AB  (porque  contiene  a  X)  y  por  consiguiente 
sólo  corta  a  AB  en  A.  En  particular  C  ^  B,  luego  podemos  tomar  Y  tal  que 
Y-C-B. 

Y 


X 

_A 

Es  claro  que  todos  los  puntos  están  en  el  mismo  plano  AXB.  Notemos  que 
I  /  b,  pues  la  recta  AX  es  distinta  de  CB ,  o  de  lo  contrario  A,  X,  B  serían 
colineales,  luego  su  único  punto  en  común  es  C.  Si  fuera  Y  =  X  seria  otro 
punto  común  distinto  de  C. 

Es  fácil  ver  que  la  recta  XY  no  pasa  por  A,  B  o  C  (de  lo  contrario  se  llega  a 
que  A,  B,  X  son  colineales).  Pero  XY  pasa  por  X,  que  está  entre  A  y  C,  y  no 
puede  pasar  por  ningún  punto  entre  B  y  C  porque  la  intersección  de  XY  con 
BC  es  Y,  que  no  está  entre  B  y  C  (por  B3).  El  axioma  B4  nos  da  entonces  que 
XY  pasa  por  un  punto  situado  entre  Ay  B.  ■ 

Seguidamente  vamos  a  demostrar  que  toda  recta  divide  a  un  plano  en  dos 
semiplanos  y  que  todo  punto  divide  a  una  recta  en  dos  semirrectas.  Para  cllo 
empezamos  definiendo  una  relación  de  equivalência: 

Teorema  1.13  Sea  II  un  plano  y  r  una  recta  contenida  en  II.  Entonces,  la 
relación  en  II  \  r  dada  por 

P  Q  si  y  sólo  si  P  =  Q  o  PQ  no  corta  a  r 

es  una  relación  de  equivalência  que  determina  exactamente  dos  clases  de  equi¬ 
valência. 
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DemostraciÓN:  La  relación  es  trivialmente  reflexiva  y  simétrica.  Veamos 
que  también  es  transitiva.  Supongamos,  pues  que  A  ~r  B  y  que  B  C.  Si  dos 
de  los  puntos  son  iguales,  es  inmediato  que  A  ~r  C,  así  que  podemos  suponer 
que  son  distintos  dos  a  dos.  Ahora  distinguimos  dos  casos: 

a)  Los  puntos  A,  B,  C  £  II  \  r  no  son  colineales.  Entonces  tenemos  que  r  no 
corta  ni  a  AB  ni  a  BC,  luego  el  axioma  B4  implica  que  tampoco  corta  a  AC, 
luego  A  ~RC. 

b)  Los  puntos  A,  B,  C  están  en  una  misma  recta  s.  Como  r  contiene  al 
menos  dos  puntos,  podemos  tomar  X  £  r  que  sea  distinto  de  la  intersección  de 
de  s  con  r  (si  es  que  existe  tal  intersección).  Por  B2  existe  un  punto  D  tal  que 
X  —  A  —  D.  Es  claro  entonces  que  D  ^  r,  porque  la  recta  AD  es  distinta  de  r 
y  ya  corta  a  r  en  X.  Similarmente,  D  ^  s,  luego  D  no  es  colineal  ni  con  A,  B, 
ni  con  B,  C,  ni  con  A,  C. 

Por  B3  tenemos  que  r  no  corta  a  AD,  ya  que  la  intersección  de  r  con  AD  es 
X,  que  no  está  en  el  segmento.  Por  lo  tanto,  D  ~r  A.  Por  el  caso  ya  probado 
D  B  y  D  C ,  de  donde  a  su  vez  A  C. 

Veamos  ahora  que  hay  dos  clases  de  equivalência.  Dado  l€ryi€ll\r, 
tomamos  un  punto  B  tal  que  A  —  X  —  B  (por  B2),  que  claramente  está  en  II  \  r 
y  r  corta  a  AB,  luego  Ay  B  están  en  clases  de  equivalência  distintas.  Así  pues, 
hay  al  menos  dos  clases. 

Veamos  por  último  que  cualquier  otro  punto  C  €  II  \  r  está  relacionado  con 
A  o  con  B.  Si  A,B,C  no  son  colineales,  esto  se  debe  a  1.10,  pues  r  corta  a 
AB,  luego  no  puede  suceder  que  corte  tanto  a  AC  como  a  BC.  Supongamos, 
pues,  que  A,  B,  C  están  en  una  recta  s  y  tomemos  X  £  r  distinto  de  la  posible 
intersección  de  r  con  s.  Sea  D  tal  que  X  —  C  —  D.  Como  antes,  D  £  II  no  está 
ni  en  r  ni  en  s.  Entonces  D  C  y,  por  el  caso  ya  probado,  D  está  relacionado 
con  A  o  con  B,  luego  lo  mismo  le  sucede  a  C.  m 

Ahora  podemos  clecir  que  dos  puntos  en  II  \  r  están  al  mismo  lado  o  en  lados 
opuestos  de  r  según  que  estén  en  la  misma  clase  de  equivalência  o  en  clases 
distintas  respecto  de  la  relación  considerada  en  el  teorema  anterior. 

Teorema  1.14  Si  A  es  un  punto  en  una  recta  r,  entonces  la  relación  en  ?’\{A} 
dada  por 

P  Q  si  y  sólo  si  P  =  Q  o  A  ^  PQ 

es  una  relación  de  equivalência  que  determina  exactamente  dos  clases  de  equi¬ 
valência. 

DemostraciÓN:  Sea  X  un  punto  que  no  esté  en  r,  sea  s  =  AX  y  sea  II  el 
plano  que  contiene  a  X  y  a  r.  Entonces  s  C  II  y  se  comprueba  fácilmente  que, 
para  puntos  de  r  \  {A},  se  cumple 

P  Q  si  y  sólo  si  P  ~s  Q , 

de  donde  se  concluye  que  la  relación  es  de  equivalência  y  que  determina  a  lo 
sumo  dos  clases  de  equivalência.  Para  probar  que  hay  dos  exactamente  tomamos 
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cualquier  punto  P  £  r  \  {A}  y  un  punto  tal  que  P  —  A  —  Q,  con  lo  que  P  y  Q 
no  están  relacionados.  ■ 

Diremos  que  dos  puntos  P,Q  £  r  \  {A}  están  al  mismo  lado  o  en  lados 
opuestos  de  A  según  que  estén  en  la  nrisma  clase  de  equivalência  o  en  clases  de 
equivalência  distintas  respecto  de  la  relación  considerada  en  el  teorema  anterior. 

Nota  Ahora  ya  podemos  probar  que  un  segmento  determina  sus  extremos, 
es  decir,  que  no  puede  ocurrir  que  un  mismo  conjunto  pueda  ser  el  segmento 
determinado  por  dos  pares  distintos  de  extremos. 

Para  cllo  basta  observar  que  si  s  =  AB ,  entonces  A  y  B  son  los  dos  únicos 
puntos  de  s  con  la  propiedad  de  que  no  están  entre  otros  dos  puntos  de  s. 

En  efecto,  si  P  £  s  es  un  punto  distinto  de  Ay  B,  existen  puntos  X,  Y  £  s 
(concretamente,  X  =  A  e  Y  =  B)  tales  que  X  —  P  —  Y .  En  cambio,  si  P  es 
uno  de  los  puntos  Ay  B,  esto  es  imposible,  ya  que  si,  por  ejemplo,  P  =  A,  de 
X,  Y  €  s  se  sigue  que  X  B,  Y  B ,  luego  X  Y,  lo  cual  contradice  a 
X  —  A  —  Y .  u 


Teorema  1.15  Si  tres  puntos  cumplen  A  —  B  —  C ,  entonces 
ÃB<1BÜ={B},  ÃC  =ÃBUBÜ. 

DemostraciÓN :  Sea  r  la  recta  que  contiene  a  A ,  B ,  C.  Si  se  curnple 
P  £  AB  n  BC ,  pero  P  ^  B,  entonces  P  ~b  A  y  P  ~B  C,  luego  C,  lo 

cual  es  falso.  Esto  nos  da  la  primera  igualdad. 

Para  demostrar  la  segunda  tomamos  X  £  AB.  SiX  =  áoX  =  Bes  claro 
que  X  £  AC.  Supongamos,  pues,  que  I  /  á  y  I  /  B.  Sea  Y  un  punto  no 
colineal  con  A,  B,  C  y  sea  Z  tal  que  A  —  Y  —  Z.  Es  claro  que  todos  los  puntos 
están  en  el  mismo  plano,  así  como  que  la  recta  XY  no  pasa  por  ninguno  de  los 
otros  puntos. 


A  X  B  C 

La  recta  XY  corta  a  la  recta  BC  en  el  punto  X,  que  no  está  entre  B  y 
C  por  la  igualdad  que  ya  hemos  probado.  Así  pues,  XY  no  pasa  por  ningún 
punto  entre  B  y  C.  Si  XY  pasara  por  un  punto  entre  Z  y  C,  por  el  axioma 
B4  tendría  que  pasar  por  un  punto  entre  Z  y  B1  pero  eso  es  imposible  por  ese 
mismo  axioma  aplicado  a  A1  B ,  Z ,  ya  que  XY  pasa  por  un  punto  entre  Ay  B. 
Concluimos  que  XY  no  pasa  por  ningún  punto  entre  Z  y  C,  luego  por  B4  tiene 
que  pasar  por  un  punto  entre  A  y  C,  y  dicho  punto  es  necesariamente  X.  Así 
pues,  X  £  AC. 

Con  esto  hemos  probado  que  AB  C  AC,  e  igualmente  BC  C  AC,  luego 
tenemos  una  inclusión. 
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Supongamos  ahora  que  X  £  AC,  y  nuevamente  podemos  suponer  que  es 
distinto  de  A,  B,  C.  Consideramos  puntos  Y .  Z  en  las  mismas  condiciones 
anteriores.  Ahora  sabemos  que  XY  pasa  por  un  punto  entre  A  y  C  y  por  un 
punto  entre  Ay  Z,  luego  no  puede  pasar  por  ningún  punto  entre  Z  y  C. 

Como  pasa  por  un  punto  entre  A  y  Z ,  o  bien  pasa  por  un  punto  entre  A  y 
B,  en  cuyo  caso  dicho  punto  es  X  y  tenemos  que  X  £  AB,  o  bien  pasa  por  un 
punto  entre  Z  y  B,  en  cuyo  caso  una  nueva  aplicación  de  B4  nos  da  que  pasa 
por  un  punto  entre  B  y  C,  que  tiene  que  ser  X,  con  lo  que  X  £  BC.  ■ 

Defmición  1.16  Un  conjunto  de  puntos  C  es  convexo  si  cuando  P,  Q  £  C  son 
dos  puntos  distintos,  entonces  PQ  C  C.  Equivalentemente,  si  cuando  P  —  X  —  Q 
con  P,  Q  £  C,  entonces  X  £  C. 

Es  inmediato  que  el  espado  E,  los  planos  y  las  rectas  son  conjuntos  convexos, 
así  como  que  la  intersección  de  conjuntos  convexos  es  convexa. 

Del  teorema  anterior  se  sigue  que  los  segmentos  son  conjuntos  convexos. 
En  efecto,  si  tenemos  puntos  distintos  P,  Q  £  AB,  entonces,  por  el  teorema 
anterior,  Q  £  AP  o  bien  Q  £  PB.  Intercambiando  A  y  B  si  es  preciso,  no 
perdemos  generalidad  si  suponemos  el  primer  caso.  Entonces,  de  nuevo  por  el 
teorema  anterior  vemos  que  PQ  C  AP  C  AB. 

Volvamos  ahora  al  teorema  1.14: 

Defmición  1.17  Dado  un  punto  O  en  una  recta  r,  llamaremos  semirrectas  en  r 
con  origen  O  a  los  dos  conjuntos  que  resultan  de  ahadir  el  punto  O  a  cada  una 
de  las  dos  clases  de  equivalência  dadas  por  el  teorema  1.14. 

Dados  dos  puntos  distintos  O  y  A.  llamaremos  O  A  a  la  semirrecta  que  el 
punto  O  determina  en  la  recta  O  A  que  contiene  al  punto  A.  Toda  semirrecta 
puede  expresarse  de  esta  forma. 

Una  semirrecta  está  contenida  en  una  única  recta,  a  la  que  llamaremos  su 
prolongación.  Además,  cada  semirrecta  s  =  O  A  determina  su  origen,  pues  O  es 
el  único  punto  de  s  que  no  está  entre  otros  dos  puntos  de  s. 

En  efecto,  si  P  £  s  es  un  punto  distinto  de  su  origen  A,  entonces  podemos 
tomar  un  punto  tal  que  A  —  P  —  Y ,  de  modo  que  P  Y,  luego  Y  £  s,  y  así 
tenemos  dos  puntos  X,  Y  £  s  (tomando  X  =  A),  de  modo  que  X  —  P  —  Y .  En 
cambio,  esto  no  sucede  si  P  =  A,  pues  de  X,  Y  £  s  se  sigue  que  X  Y,  y 
esto  contradice  a  X  —  P  —  Y . 

Dada  una  semirrecta  s  de  origen  O  y  prolongación  r,  la  otra  semirrecta  s'  que 
O  determina  en  r  se  llama  semirrecta  complementaria  de  s.  Es  claro  entonces 
que  síls'  =  {O}  y  que  sUs'=r, 

Notemos  por  último  que  las  semirrectas  son  convexas.  En  efecto,  tomamos 
P  —  X  —  Q  con  P,  Q  £  OÁ.  Si  P  y  Q  son  distintos  de  O,  entonces  I/O  ( o 
P  y  Q  estarían  en  lados  opuestos  respecto  de  O )  luego  X  Qi  porque  de  lo 
contrario  O  £  XQ  C  PQ,  contradicción.  Por  lo  tanto  X  £  OÁ.  Si,  por  ejemplo, 
P  =  O,  entonces  también  X  Q,  e  igualmente  X  £  O  A. 
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Deflnición  1.18  Sea  r  una  recta  contenida  en  un  plano  II.  Llamaremos  semi- 
planos  en  II  de  frontera  r  a  los  conjuntos  que  resultan  de  unir  con  r  cada  una 
de  las  clases  de  equivalência  dadas  por  el  teorema  1.13. 

Cada  semiplano  está  contenido  en  un  único  plano,  al  que  llamaremos  su 
prolongación.  Vamos  a  probar  que  un  semiplano  determina  su  frontera.  Para 
ello  probamos  un  hecho  general: 

Sea  S  un  semiplano  en  el  plano  II  de  frontera  r,  sea  A  G  r  y  sea 
P  G  S\r.  Entonces  Ãp  c  S. 

En  efecto,  si  X  G  Jp,  entonces,  o  bien  X  =  A  G  S  o,  en  caso  contrario, 
X  P  respecto  de  la  recta  s  =  AP ,  lo  cual  equivale  a  que  A  no  está  en  XP, 
lo  cual  equivale  a  que  r  no  corte  a  XP,  porque  el  único  punto  de  corte  posible 
es  A,  lo  cual  equivale  a  que  X  P ,  es  decir,  a  que  X  G  S. 

Por  el  contrario,  la  semirrecta  complementaria  de  Ap  no  contiene  más  punto 
de  S  que  el  propio  A,  pues  todo  punto  Q  ^  A  de  dicha  semirrecta  complemen¬ 
taria  cumple  Q  —  A  —  P,  luego  no  Q  P ,  luego  Q  £  S. 

Veamos  ahora  que  los  puntos  de  r  son  los  únicos  puntos  P  de  S  que  cumplen 
que  existe  una  recta  s  que  pasa  por  P  tal  que  una  de  las  semirrectas  determi¬ 
nadas  por  P  en  s  está  contenida  en  S  y  la  complementaria  no  tiene  más  puntos 
en  común  con  S  que  el  propio  P. 

Ya  hemos  probado  que  los  puntos  de  r  tienen  esta  propiedad.  Tomemos 
ahora  P  G  S  \  r  y  consideremos  cualquier  recta  s  que  pase  por  P  con  una 
semirrecta  contenida  en  S.  Eso  implica  en  particular  que  s  C  II.  Si  s  no  corta 
a  r,  entonces  es  claro  que  todos  los  puntos  Q  £  s  cumplen  Q  ~r  P,  luego  las  dos 
semirrectas  de  s  están  contenidas  en  S.  Si  s  corta  a  r  en  un  punto  A,  sabemos 
que  Ap  C  S  y  si  tomamos  un  punto  en  s  tal  que  A  —  P  —  Q,  entonces  A  y  Q 
están  cada  uno  en  una  semirrecta  distinta  de  P  en  s  y  ambos  están  en  S  (en 
el  caso  de  Q  porque  Q  P,  luego  Q  P).  Por  lo  tanto,  s  no  cumple  la 
propiedad  considerada. 

Así  pues,  si  S  es  un  semiplano,  está  determinada  su  frontera  r,  al  igual  que 
su  prolongación  II,  y  el  otro  semiplano  determinado  por  r  en  II  se  llama  el 
semiplano  complementario  de  S. 

Claramente,  si  S'  es  el  semiplano  complementario  de  S,  entonces  S  fl  S'  =  r 
es  la  frontera  común  a  ambos  y  S  U  S'  es  su  prolongación  común. 

Ahora  es  fácil  probar  que  los  semiplanos  son  convexos:  Si  S  es  un  semiplano 
de  frontera  r  y  P  —  X  —  Q  con  P,  Q  G  S,  distinguimos  vários  casos: 

1)  Si  P,  Q  G  r,  entonces  X  G  PQ  =  r  C  S. 

2)  Si  P  €  r,  Q  r,  entonces  sabemos  que  X  G  PÓ  C  S. 

3)  Si  P,  Q  £  r,  entonces  X  £  r  (o  si  no  P  y  Q  estarían  en  lados  opuestos 
respecto  de  r)  y  X  Q,  pues  en  caso  contrario  r  cortaria  a  XQ  C  PQ  y  de 
nuevo  P  y  Q  estarían  separados  por  r,  contradicción. 
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Ordenación  de  las  rectas  Seguidamente  vamos  a  probar  que  los  axiomas 
de  ordenación  permiten  ordenar  las  rectas  de  forma  natural.  Concretamente, 
dados  dos  puntos  distintos  A  y  B  en  una  recta,  vamos  a  definir  una  relación 
de  orden  X  <ab  Y  que  se  interpretará  como  que  para  llegar  desde  X  hasta  Y 
hay  que  desplazarse  sobre  la  recta  en  el  misrno  sentido  que  para  llegar  desde  A 
hasta  B. 

Definiremos  en  primer  lugar  la  relación  sobre  las  semirrectas  y  luego  “pega¬ 
remos”  las  relaciones  correspondientes  a  dos  semirrectas  complementarias. 

Observemos  que  si  dos  puntos  X ,  Y  están  en  una  semirrecta  S  de  origen  O 
(y  son  distintos  de  O),  entonces  O  —  X  —  Y  o  bien  O  —  Y  —  X ,  y  el  teorema 

1.15  implica  que  OX  Ç.  OY  o  bien  OY  Ç.  OX.  Como  se  ha  de  dar  uno  de  los 

dos  casos,  tenemos  de  hecho  una  doble  implicación: 

O  —  X  —  Y  si  y  sólo  si  OX  Ç.  OY. 

Definición  1.19  Sea  S  una  semirrecta  de  origen  O.  Definimos  el  orden  <g 
en  S  como  el  dado  por 

X  <~g  Y  si  y  sólo  si  O  —  X  —  Y  si  y  sólo  si  OX  Ç  OY, 

para  X,  Y  £  S  distintos  de  O,  con  el  convénio  adicional  de  que  O  <g  X  para 
todo  X  £  S  distinto  de  O. 

Es  inmediato  comprobar  que  se  trata  realmente  de  una  relación  de  orden 
total  (estricto)  en  S.  Llamaremos  <g  a  la  relación  no  estricta  correspondiente 
y  llamaremos  a  la  relación  inversa,  de  modo  que 

X  <g  Y  si  y  sólo  si  X  —  Y  —  O  si  y  sólo  si  OY  Ç.  OX, 

para  X,  Y  £  S  distintos  de  O,  con  el  convénio  adicional  de  que  X  <g  O  para 
todo  X  €  S  distinto  de  O. 

Así  O  es  el  máximo  para  la  relación  <g  y  el  mínimo  para  la  relación  <~g. 

Dados  tres  puntos  A  —  O  —  B,  definimos  el  orden  <ab  sobre  la  recta  AB 
como  el  dado  por 

(  X  £Õl,  Y  GÕè  o 
x  <AB  Y  si  y  sólo  si  l  X,Y  £ÕÃy  X  <-  Y  o 

[  X,  Y  £  õè  y  X  <+  Y, 

donde  las  relaciones  <  y  <+  son  las  correspondientes  a  las  semirrectas  OÀ  y 
OB,  respectivamente. 

Observemos  que  lo  que  hace  <ab  es  ordenar  la  semirrecta  O  A  de  modo  que 
O  sea  el  máximo  y  a  continuación  pone  todos  los  puntos  de  oè  con  O  como 
punto  mínimo. 
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Es  claro  que  A  <ab  B  y  que  <ba  es  la  relación  inversa  de  <ab- 

En  principio  deberíamos  escribir  porque  la  definición  depende  de  los 

tres  puntos,  pero  enseguida  veremos  que  realmente  no  depende  de  la  elección 
de  O.  Observemos  de  momento  que,  en  realidad,  A  y  B  sólo  intervienen  en 
la  definición  para  distinguir  las  dos  semirrectas  de  origen  O,  de  modo  que  si 
elegimos  otros  puntos  A'  <  O  <  B\  es  claro  que  <a'b>  es  la  misma  relación  que 
<ab-  En  otras  palabras,  para  cada  punto  O  de  una  recta  r,  tenemos  definidas 
únicamente  dos  relaciones  de  orden  en  r  mutuamente  inversas. 


Teorema  1.20  Dada  una  recta  r  y  en  ella  dos  puntos  distintos  A  y  B,  entonces: 

1.  La  relación  <ab  es  una  relación  de  orden  total  en  r  independiente  de  la 
elección  dei  punto  A  —  O  —  B  con  la  que  se  calcula. 

2.  Se  cumple  que  A  <ab  B 

3.  La  relación  <ba  es  la  relación  inversa  de  <ab- 

4-  C  y  D  son  puntos  distintos  en  r,  entonces  <cd  coincide  con  <ab  o  con 
<ba  (según  si  A  <cd  B  o  B  <cd  A). 


DemostraciÓn :  Consideremos  ahora  un  punto  P  £  AB,  P  ^  O.  Suponga- 
mos,  por  ejemplo,  que  P  €  OÈ,  sea  C  tal  que  O  —  P  —  C  y  llamemos  S  =  OÈ, 
S’  =  PÓ. 


Entonces  S'  C  S,  pues  si  I  £  S1',  o  bien  X  =  P  £  S,  o  bien  X  ~p  C  y, 
como  noO~p  C,  tampoco  X  O,  luego  O  —  P  —  X ,  luego  X  £  S. 

Si  X,  Y  £  S'  son  distintos  de  P,  tenemos  que  O  —  P  —  X  y  O  —  P  —  Y,  luego 


X  <£,  Y  o  PX  ÇPY  £*OP  U  PX  ÇOP  U  PY  o  OX  Ç  OY  o  X  <AB  Y. 


Además,  como  O  —  P  —  X,  se  cumple  que  P  <ab  X  (y  también  P  X), 
luego  la  restricción  de  <ab  a  S'  es  <ft,. 


Consideramos  ahora  la  semirrecta  complementaria  de  S1 ,  que  es  S "  =  PÒ. 
Ahora  se  cumple  que  S"  =  OP  U  O  A.  En  efecto,  si  X  £  S"  es  distinto  de  P  y 
de  O,  tenemos  que  X  O,  luego  O  —  X  —  P  o  bien  X  —  O  —  P .  En  el  primer 
caso  X  £  OP  y  en  el  segundo,  no  X  ~o  P  y  tampoco  A  ~o  P,  luego  X  ~o  A, 
luego  X  £  O  A. 


Vamos  a  probar  que  la  restricción  de  <ab  a  S"  es  <g„.  Esto  obliga  a 
distinguir  vários  casos.  En  primer  lugar  veamos  que  P  es  el  máximo  de  S"  para 
<ab-  En  efecto,  si  X  £  S”  es  distinto  de  P,  o  bien  X  =  O,  en  cuyo  caso  es 
claro  que  O  <ab  P,  porque  O  es  el  mínimo  de  S,  o  bien  O  —  X  —  P,  en  cuyo 
caso  llegamos  a  la  misma  conclusión,  o  bien  X  £  OÂ ,  en  cuyo  caso  también 
X  <ab  P  por  definición,  pues  X  y  P  están  en  semirrectas  opuestas  respecto 
de  O. 
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Ahora  tomamos  X,  Y  £  S"  distintos  de  P.  Si  ambos  están  en  OP  y  son 
distintos  de  O,  entonces 

X  <AB  Y^O-X-Y^X-Y-P^X  <g„  Y. 

La  equivalência  central  se  debe  a  que  OP  =  OX  U  XP,  pero  O  —  X  —  Y 
implica  que  Y  no  puede  estar  en  el  prirner  segmento,  luego  está  en  el  segundo 
y,  recíprocamente,  OP  =  OY  UYPyX  —  Y  —  P  implica  que  X  no  puede  estar 
en  el  segundo  segmento. 

Supongamos  ahora  que  X  eY  están  en  Cht  y  son  distintos  de  O.  Entonces 

X  <AB  Y^X-Y-O^X-Y-P^X  <-s„  Y. 

En  efecto,  si  X  —  Y  —  O,  entonces  no  X  ~y  O  y  O  ~y  P  (porque  Y  —  O  —  P), 
luego  no  X  P,  luego  X  —  Y  —  P.  Recíprocamente,  si  X  —  Y  —  P,  como 
X  —  O  —  P,  es  XP  =  XO  U  OP,  pero  Y  no  está  en  el  segundo  segmento  (porque 
Y  -O-P),  luego  X-Y-O. 

Ahora  supongamos  que  X  £  Cbt  y  que  Y  £  OP  son  puntos  distintos  y 
distintos  de  O.  Entonces  X  <ab  Y  por  dehnición  y,  por  otra  parte,  como 
X  —  O  —  P,  tenemos  que  Y  £  OP  C  XP,  luego  X  —  Y  —  P,  luego  X  <g„  Y. 

Dejamos  al  lector  los  casos  en  los  que  uno  de  los  puntos  es  igual  a  O,  pues 
son  más  sencillos. 

En  total  hemos  probado  que  si  P  £  oè  es  distinto  de  O,  entonces  <ab 
coincide  con  <qc-  Dicho  de  otro  modo,  la  relación  <ab  es  una  de  las  dos 
relaciones  en  r  definidas  a  partir  de  las  semirrectas  con  origen  P.  Esto  es 
trivialmente  cierto  si  P  =  O,  y  si  P  £  O  A  se  curnple  también  aplicando  lo 
que  ya  hemos  probado  a  la  relación  <ba  (obtenemos  que  <ba  es  una  de  las 
dos  relaciones  definidas  a  partir  de  P  y,  por  consiguiente,  <ab  es  la  otra).  En 
particular,  <ab  es  independiente  de  la  elección  de  O  y  esto  completa  la  prueba 
dei  teorema.  ■ 

Por  último  probamos  que  la  relación  de  orden  determina  la  relación  “estar 
entre” : 

Teorema  1.21  Sean  A  y  B  dos  puntos  distintos  y  sean  X,Y,Z  puntos  de  la 
recta  AB.  Entonces 

X  —  Y  —  Z  si  y  sólo  si  X  <ab  Y  <ab  Z  o  Z  <ab  Y  <ab  X. 

DemostraciÓN:  Si  se  curnple  X  —  Y  —  Z,  tomando  O  =  Y  para  definir 
las  relaciones  de  orden,  es  inmediato  que  X  <xz  Y  <xz  Z.  Como  la  relación 
<xz  coincide  con  <ab  o  con  su  inversa,  la  conclusión  es  inmediata. 

Si  se  curnple  X  <ab  Y  <ab  Z,  entonces  también  X  <xz  Y  <xz  Z, 
y  podemos  calcular  esta  relación  usando  O  =  Y,  y  entonces  es  claro  por  la 
dehnición  que  X  y  Z  están  en  semirrectas  opuestas  respecto  de  Y,  luego  se 
curnple  X  —  Y  —  Z .  m 

En  particular  vemos  que 

ÃB  =  {X  £AB\A  <ab  X  <AB  B},  Ãê  =  {X  £  AB  \  A  <AB  X}. 
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1.3  Dimensión 

Informalmente,  podemos  decir  que  una  recta  tiene  una  dimensión  (gr.  me¬ 
dida)  en  el  sentido  de  que  es  necesario  dar  una  coordenada  para  determinar  un 
punto  en  ella  (por  ejemplo,  indicar  el  km  en  el  que  se  encuentra  un  vehículo  en 
una  carretera),  mientras  que  un  plano  tiene  dos  dimensiones  porque  es  necesario 
dar  dos  coordenadas  para  especificar  la  posición  de  un  punto  en  él,  y  el  espado 
intuitivo  tiene  tres  dimensiones  porque,  además  de  las  coordenadas  que  sitúan 
un  punto  en  un  plano,  hay  que  especificar  su  altura  con  una  tercera  coorde¬ 
nada.  En  este  sentido  podemos  decir  también  que  los  puntos  tienen  dimensión 
cero,  pues  no  hay  que  dar  ninguna  información  para  especificar  un  punto  en  un 
conjunto  formado  sólo  por  dicho  punto. 

Esta  idea  se  formaliza  en  estos  mismos  términos  a  través  de  la  geometria 
analítica,  en  la  que  a  cada  punto  se  le  asocia  unas  coordenadas  en  un  sistema  de 
referencia.  Este  enfoque  de  la  geometria  lo  presentaremos  en  el  capítulo  IV,  pero 
los  axiomas  de  incidência  y  ordenación  nos  bastan  para  distinguir  los  puntos, 
las  rectas,  los  planos  y  el  espado  según  su  dimensión. 

Observemos  que  los  axiomas  de  incidência  sólo  aseguran  que  el  espado  tiene 
dimensión  mayor  o  igual  que  2,  concretamente  a  través  dei  axioma  A5,  que 
afirma  la  existência  de  tres  puntos  no  alineados.  Sin  embargo,  nada  en  ellos 
contradice  la  posibilidad  de  que  exista  un  único  plano  II  que  contenga  todos  los 
puntos  dei  espado  E,  es  decir,  que  el  espado  sea  un  plano. 

Si  queremos  estudiar  exclusivamente  la  geometria  plana  podemos  simplificar 
la  axiomática  para  eliminar  de  ella  el  concepto  de  ‘plano’.  Concretamente, 
podemos  definir  una  geometria  plana  de  Hilbert  como  un  conjunto  P  al  que 
llamaremos  “plano” ,  y  a  cuyos  elementos  llamaremos  “puntos”  junto  con  una 
familia  no  vacía  de  subconjuntos  no  vacíos  de  P  a  cuyos  elementos  llamaremos 
“rectas”,  de  modo  que  se  cumplan  los  tres  axiomas  siguientes: 

Axioma  Al  Por  cada  par  de  puntos  distintos  pasa  una  única  recta. 

Axioma  A2  Toda  recta  pasa  al  menos  por  dos  puntos. 

Diremos  que  tres  o  más  puntos  son  colineales  si  hay  una  recta  que  pasa  por 
todos  ellos. 

Axioma  A3  Existen  tres  puntos  no  colineales. 

En  este  contexto  dos  rectas  paralelas  se  definen  como  dos  rectas  iguales  o  sin 
puntos  comunes  (omitiendo  la  condición  ahora  trivial  de  que  estén  contenidas  en 
el  mismo  plano).  Si  incorporamos  el  axioma  de  las  paralelas,  podemos  hacerlo 
igualmente  en  sustitución  de  A2,  pues  la  demostración  de  que  el  axioma  de  las 
paralelas  implica  A2  sólo  se  basa  en  lo  que  era  el  axioma  A5,  que  aqui  es  A3. 

A  estos  tres  axiomas  de  la  geometria  plana  podemos  ahadir  los  axiomas  de 
ordenación  sin  más  variación  que  eliminar  en  el  axioma  B4  el  requisito  ahora 
redundante  de  que  la  recta  esté  contenida  en  el  plano  determinado  por  los  tres 
puntos. 
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Todos  los  resultados  que  hemos  demostrado  hasta  ahora  pueden  probarse 
igualmente  a  partir  de  los  axiomas  de  la  geometria  plana,  sin  más  que  eliminar 
toda  referencia  a  planos  en  los  enunciados  o  en  las  pruebas,  aunque  algunos  de 
cllos  se  vuelven  vacíos,  como  que  dos  rectas  secantes  están  contenidas  en  un 
mismo  plano. 

Recíprocamente,  todo  resultado  demostrable  a  partir  de  los  axiomas  de  la 
geometria  plana  se  traduce  automáticamente  en  un  resultado  demostrable  a 
partir  de  los  axiomas  generales  sin  más  que  observar  que  todo  plano  II  de  una 
geometria  de  Hilbert  (tomando  como  familia  de  rectas  la  de  las  rectas  contenidas 
en  él)  satisface  los  axiomas  de  la  geometria  plana  de  Hilbert. 

En  efecto,  el  axioma  A4  afirma  que  las  rectas  de  una  geometria  de  Hilbert 
que  pasan  por  dos  puntos  de  n  están  contenidas  en  n,  luego  son  rectas  de  la 
geometria  plana.  Esto  hace  que  n  cumpla  el  axiomas  Al,  mientras  que  A2  se 
cumple  en  n  por  el  propio  axioma  A2  y  el  axioma  A5  implica  el  axioma  A3 
para  n. 

La  mayor  parte  de  los  resultados  que  vamos  a  demostrar  en  los  tres  primeros 
capítulos  son  en  realidad  teoremas  de  la  geometria  plana.  No  obstante,  ahora 
vamos  a  estudiar  cómo  completar  los  axiomas  generales  que  hemos  dado  para 
que  exijan  que  el  espado  tenga  exactamente  tres  dimensiones.  Para  ello  vamos  a 
describir  con  una  notación  homogénea  algunas  características  que  ya  conocemos 
de  puntos,  rectas  y  planos: 

•  Diremos  que  un  conjunto  formado  por  un  solo  punto  Po  es  siempre  afín- 
mente  independiente,  y  definimos  la  variedad  afín  generada  por  Po  como 
el  conjunto  A°(P0)  =  {Po}. 

•  Diremos  que  un  conjunto  formado  por  dos  puntos  distintos  Po,  Pi  es  siem¬ 
pre  afínmente  independiente,  y  definimos  la  variedad  afín  generada  por 
ellos  como  la  recta  A1(P0,  P\)  =  PqP\. 

•  Diremos  que  un  conjunto  formado  por  tres  puntos  Po,  Pi,  P2  es  afínmente 
independiente  si  no  son  colineales,  y  definimos  la  variedad  afín  generada 
por  ellos  como  el  plano  A2(P0,Pi,P2)  =  P0P1P2. 

•  Diremos  que  un  conjunto  formado  por  cuatro  puntos  Pq,  Pi,  P2,  P3  es 
afínmente  independiente  si  no  son  coplanares,  es  decir,  si  no  están  con- 
tenidos  en  un  mismo  plano. 

A  partir  de  aqui  nos  encaminamos  a  dar  una  definición  razonable  de  la 
variedad  afín  A3 (Po,  P\,  P2,  P3)  generada  por  cuatro  puntos  afínmente  indepen- 
dientes,  que  será  el  análogo  tridimensional  de  los  conceptos  de  punto,  recta  y 
plano. 

Definición  1.22  Diremos  que  un  plano  n  separa  dos  puntos  A  y  B,  y  lo  repre¬ 
sentaremos  por  A  —  n  —  B,  si  A,  B  ^  n  y  n  corta  al  segmento  AB,  es  decir,  si 
existe  un  punto  T  e  n  (necesariamente  único)  tal  que  A  —  T  —  B. 
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Teorema  1.23  Si  un  plano  II  separa  dos  puntos  A  y  C  y  R  £  II,  entonces  II 
separa  a  C  de  todos  los  puntos  de  la  semirrecta  RÂ  (distintos  de  R). 

DemostraciÓn:  Sea  B  £  RA  tal  que  B  ^  R.  Entonces  B  ^  II,  pues  de  lo 
contrario  A  £  RB  C  II,  contradicción.  Por  hipótesis  existe  un  punto  T  £  II  tal 
que  C  —  T  —  A.  n 

Si  T  ^  R,  llamamos  r  =  TR ,  y  en 
caso  contrario  tomamos  cualquier  recta  r 
tal  que  R  £  r  C  II  (que  existe  por  A5). 
Sea  II*  el  plano  que  contiene  a  r  y  a  A,  que 
claramente  contiene  también  a  los  puntos 
ByC. 

Por  una  parte  tenemos  que  r  corta  a  la 
recta  AB  en  R,  que  no  está  entre  A  y  B,  luego  A  B.  Por  otra  parte  no 
A  C,  luego  no  B  C.  Esto  significa  que  existe  un  punto  X  £  r  C  II  tal 
que  B  —  X  —  C,  luego  B  —  lí  —  C.  m 

Definición  1.24  Si  A  y  B  son  puntos  exteriores  a  un  plano  II,  diremos  que 
A  ~n  B  si  existe  un  punto  C  exterior  a  II  tal  que  A  —  II  —  C  y  B  —  II  —  C. 

El  lector  debería  comparar  esta  definición  con  lo  que  seria  su  análoga  en  una 
dimensión  menos,  es  decir,  dos  puntos  están  relacionados  respecto  de  una  recta 
si  hay  un  punto  separado  de  ambos  por  la  recta.  Es  fácil  ver  que  esto  equivale  a 
que  ambos  estén  en  un  mismo  semiplano  con  la  recta  como  frontera.  Del  mismo 
modo,  la  relación  que  acabamos  de  definir  viene  a  decir  que  A  y  B  están  en 
un  mismo  semiespacio  respecto  dei  plano  II,  aunque  esto  no  puede  visualizarse 
exactamente  porque  en  un  espacio  tridimensional  un  plano  determina  dos  únicos 
semiespacios  (mientras  que  una  recta  determina  muchos  semiplanos  distintos). 

Un  hecho  crucial  para  manejar  esta  relación  es  que,  fijado  A ,  el  punto  C  tal 
que  A  —  II  —  C  puede  escogerse  arbitrariamente: 

Teorema  1.25  Si  A  —  lí  —  C ,  entonces  A  ~n  B  es  equivalente  a  B  —  lí  —  C . 

En  otras  palabras,  fijado  C,  los  puntos  relacionados  con  A  son  los  separados 
por  II  de  dicho  punto  prefijado  C  y  no  de  uno  cualquiera,  como  dice  la  definición. 

DemostraciÓn:  Una  implicación  es  obvia.  Suponemos  que  A  —  lí  —  C  y 
que  A  ~n  B  y  tenemos  que  probar  que  B  —  lí  —  C .  La  hipótesis  es  que  existe 
un  punto  D  tal  que  A  —  II  —  D  y  B  —  II  —  D,  lo  que  a  su  vez  significa  que  existen 
puntos  X,Y  £  II  tales  que  A  —  X  —  DyB  —  Y  —  D. 

Si  X  =  Y,  entonces  A,  B ,  X  están  en  la  misrna  recta.  Más  aún,  ambos  están 
en  la  semirrecta  opuesta  a  D  respecto  de  X,  luego  Ay  B  están  en  la  misma 
semirrecta  respecto  de  A.  El  teorema  anterior  implica  entonces  que  B  —  II—  C. 

Si  X/7,  usamos  como  sigue  el  axioma  B4:  la  recta  AY  corta  al  lado  BD 
dei  triângulo  de  vértices  X,  B,D,  y  no  puede  cortar  a  XD,  porque  corta  a  la 
recta  XD  en  A ,  que  no  está  en  dicho  segmento. 
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Por  lo  tanto  existe  un  punto  Z  en  AY 
tal  que  B  —  Z  —  X .  Similarmente,  la  recta 
XB  tiene  que  cortar  a  AY,  pero  la  inter- 
sección  tiene  que  ser  el  mismo  Z ,  luego  en 
total  tenemos  B  —  Z  —  X  y  A  —  Z  —  Y . 

Por  el  teorema  anterior,  A  —  Il  —  C  im¬ 
plica  Z  —  II  —  C,  y  una  segunda  aplicación 
nos  da  B  —  II  —  C.  m 

Ahora  ya  es  inmediato  que  la  relación  es  una  relación  de  equivalência 
sobre  los  puntos  exteriores  al  plano  II.  La  reflexividad  y  la  simetria  son  obvias, 
mientras  que  la  transitividad  se  sigue  dei  teorema  anterior:  si  A  B  ~n  C, 
por  definición  existe  un  D  tal  que  A  —  II  —  D  y  B  —  II  —  D,  y  por  el  teorema 
anterior  C  —  II  —  D,  luego  A  C. 

Definición  1.26  Si  II  es  un  plano  y  P  es  un  punto  exterior,  definimos 

A3(n,  P)  =  {X  £  E  |  X  ~n  P,  o  bien  X  €  II,  o  bien  X  -  II  -  P}. 

Equivalentemente,  si  definimos 

SA3{H,  P)  =  {X  g  E  |  X  ~n  P}, 

yP-n-Q,  entonces  A3(ü,  P)  =  SA3(U,  P)  U II  U  SA3(  n,  Q). 

En  efecto,  sólo  hay  que  tener  en  cuenta  que  X  —  II  —  P  equivale  a  X  Q, 
por  el  teorema  anterior. 

Con  esto  tenemos  definido  el  “espado”  y  los  “semiespacios”  definidos  por  un 
plano  y  un  punto  exterior.  Nuestra  intención  es  definir 

A3(P0,P1,P2,P3)  =  A3(P0P1P2,P3), 

pero  necesitamos  justificar  que  la  definición  no  depende  dei  orden  de  los  puntos, 
y  algunos  hechos  más.  Empezamos  demostrando  lo  siguiente: 

Teorema  1.27  Si  II  es  un  plano  y  P,Q  son  dos  puntos  exteriores  de  modo  que 
Q  £  A3  (II,  P),  entonces  A3 (II,  P)  =  A3  (II,  Q). 

DemostraciÓN:  Distinguimos  dos  casos: 

1)  Si  P  —  II  —  Q  entonces  directamente 

d3(n,  P)  =  Sb43(n,  p)  u  n  u  SA3(n,  Q)  =  a3{  n,  Q). 

2)  Si  Q  ~n  P ,  entonces  tomamos  R  —  II  —  P  (es  claro  que  siempre  podemos 
tomar  un  punto  así,  por  el  axioma  B2),  con  lo  que  también  R  —  II  —  Q,  y  así 

d3(n,  P)  =  sa3{  n,  P)  u  n  u  sa3{  n,  r) 

=  ,S'd3(n,  q)  u  n  u  sa3( n,  r)  =  a3{ n,  q), 

donde  la  igualdad  5 A3  (II,  P)  =  5 A3  (II,  Q)  se  sigue  de  que  dos  puntos  relacio¬ 
nados  tienen  la  misma  clase  de  equivalência.  ■ 
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Teorema  1.28  Sea  II  un  plano,  sea  P  un  punto  exterior,  sea  r  una  recta  con- 
tenida  en  II  y  sea  II'  el  plano  que  contiene  ar  y  a  P.  Entonces  II'  C  A3(II,P). 

DemostraciÓn:  El  plano  II'  es  la  unión  disjunta  de  la  recta  r  y  los  dos 
semiplanos  en  que  ésta  lo  divide  (desprovistos  de  su  frontera  r).  Trivialmente 
r  C  II  C  A3(II,P).  Si  un  punto  Q  está  en  el  semiplano  de  II'  opuesto  a  P, 
entonces  existe  un  T  G  r  C  II  tal  que  Q  —  T  —  P,  luego  Q  —  II  —  P,  luego 
Q  G  A3(II,  P).  Por  último,  si  Q'  está  en  el  ínismo  semiplano  que  P,  entonces 
Q'  -  II  -  Q,  luego  Q'  — n  P ,  luego  Q'  G  A3  (II,  r).  ■ 

Supongamos  ahora  que  II  y  II'  son  dos  planos  cuya  intersección  sea  una 
recta  r.  Entonces  podemos  definir  a43 (II,  II')  =  A3(II,  P),  donde  P  es  cualquier 
punto  de  II'  \  II  =  ü'  \  r  sin  que  importe  la  elección  de  P. 

En  efecto,  si  tomamos  otro  punto  P'  G  II'  \  II,  entonces  II'  es  el  plano  que 
contiene  a  r  y  a  P,  luego  el  teorema  anterior  nos  da  que  P'  G  II'  C  A3(U,P),  y 
el  teorema  1.27  nos  da  a  su  vez  que  A3(II,  P)  =  A3(II,  P'). 

Teorema  1.29  Sean  II  y  II'  dos  planos  cuya  intersección  sea  una  recta  r.  En¬ 
tonces  n  c  A3(n,iT),  ir  c  A3(n,n')  y  A3(n,n')  =  A3(n',n). 

DemostraciÓn:  Las  dos  inclusiones  son  obvias  por  la  definición.  Por  si¬ 
metria  basta  probar  que  A3  (II,  II')  C  A3(n',II).  Pongamos  que  A3 (II, II')  = 
A3(Ü,P),  para  cierto  P  G  II'  \  II.  Tomemos  X  G  r  y  un  punto  Q  tal  que 
P  —  X  —  Q.  Notemos  que  P  —  II  —  Q  y  Q  G  II'  \  r. 

Tomemos  cualquier  punto  Z  G  a43(II,  ü').  Si  Z  G  II  o  Z  G  ü',  ya  sa¬ 
bemos  que  Z  G  A3(n',n),  luego  podemos  suponer  lo  contrario.  Entonces 
Z  G  Sb43(n,P)  o  Z  G  SA3(H,Q).  Por  simetria  podemos  suponer  el  primer 
caso. 

Entonces  Z  ~n  P ,  luego  Z  —  II  —  Q,  luego  existe  un  T  G  II  tal  ciue  Z  —  T—Q. 
No  puede  ser  que  T  G  II',  pues  entonces  también  Z  G  II',  luego  T  ^  Q.  Ahora 
consideramos  cualquier  recta  contenida  en  II'  que  pase  por  Q  y  consideramos  el 
plano  II*  que  contiene  a  ésta  y  a  T.  Entonces  el  teorema  anterior  nos  da  que 

2gü*c  a3(ii',t)  =  A3(n',n).  ■ 

Finalmente  podemos  definir: 

Definición  1.30  Dados  cuatro  puntos  Po,  Pi,  Pi,  P3  afínmente  independientes, 
es  decir,  no  coplanares,  la  variedad  afín  (tridimensional)  que  generan  es 

A3(Po,P1,P2,P3)  =  A3(P0P1P2,P3). 

Ahora  es  imnediato  que  la  definición  no  depende  dei  orden  de  los  puntos. 
En  efecto,  observemos  que  los  planos  P0PiP2  y  P0PiP3  se  cortan  en  la  recta 
P0Pi  (la  intersección  no  puede  contener  ningún  X  punto  más,  pues  en  tal  caso 
P0PiP2  =  PqP\X  =  P0PiP3,  luego  P3  G  P0PiP2,  y  los  cuatro  puntos  serían 
coplanares).  Por  lo  tanto 

A3(P0,P!,P2,P3)  =  A3(P0P1P2,P3)  =  A3(P0P1P2,P0PiP3) 

=  A3(P0P1P3,P0PiP2)  =  A3(P0PiP3,P2)  =  A3(P0,Pi,P3,P2), 
e  igual  que  hemos  intercambiado  P2  con  P3,  podemos  poner  en  cuarto  lugar 
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cualquiera  de  los  puntos.  Ahora  probamos  el  teorema  fundamental  sobre  varie¬ 
dades  tridimensionales: 

Teorema  1.31  Si  E  es  una  variedad  afín  tridimensional  y  Po,Pi,P2,P3  £  E 
son  puntos  no  coplanares,  entonces  E  =  A3(Pq,  Pi,  P2,  P3). 

DemostraciÓN:  En  principio  E  =  A3(Q0,  Qi,  Q2,  Q3 )  =  A3(QiQ2Q3,  Qo), 
para  ciertos  puntos  afínmente  independientes  Qi.  Como  los  Pi  también  son 
afínmente  independientes,  alguno  de  ellos  no  está  en  el  plano  QiQ2Q3-  No 
perdemos  generalidad  si  suponemos  que  es  Po,  y  entonces  el  teorema  1.27  nos 
da  que 

E  =  A3 (Q1Q2Q3,  Po)  =  A3 (P0,  Qi,  Q2,  Q3 )  =  A3(PqQ2Q3,  Qi). 

Nuevamente,  uno  de  los  puntos  Pi,P2,P3  no  puede  estar  en  el  plano  P0Q2Q3 , 
y  no  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  es  Pi,  con  lo  que 

E  =  A3(P0Q2Q3 ,  Pi)  =  A3(P0l  P1,Q2,  Q3). 

Continuando  de  este  modo  llegamos  a  que  E  =  A3(P0,  Pi,  P2,  P3).  ■ 

Por  consiguiente: 

Teorema  1.32  Por  cuatro  puntos  no  coplanares  Pq,  P±,  P2,  P3  pasa  una  única 
variedad  afín  tridimensional,  que  es  la  que  representamos  por  A3 (Po,  Pi,  P2,  P3). 

Notemos  que,  por  definición,  toda  variedad  afín  tridimensional  contiene  cua¬ 
tro  puntos  no  coplanares.  Más  aún,  si  X  C  E  =  A3(P0,  Pi,  P2,  P3)  está  formado 
por  uno,  dos  o  tres  puntos  afínmente  independientes,  entonces  X  se  puede  ex- 
tender  hasta  un  generador  de  E. 

En  efecto,  si  Qo  £  E,  algún  P,  tiene  que  ser  distinto  de  Qo,  luego  existe 
un  Qi  £  E  distinto  de  Qo-  A  su  vez,  si  Qo,Qi  £  E  son  puntos  distintos, 
algún  Pi  tiene  que  ser  exterior  a  la  recta  Q0Q1,  luego  existe  un  Q2  £  E  tal 
que  Q0,Qi,Q2  no  son  colineales.  Por  último,  dados  tres  puntos  no  colineales 
Qo ,  Qi ,  Q2  £  E,  algún  Pi  tiene  que  ser  exterior  al  plano  Q0Q1Q2,  luego  existe 
un  Q3  £  E  tal  que  Qo,Qi,Q2,Q3  £  E  son  puntos  no  coplanares,  y  entonces 
E  =  A3(Qo,  Q 1,  Q2,  Q3). 

De  aqui  se  sigue  a  su  vez  que  si  una  variedad  afín  tridimensional  E  contiene 
a  dos  puntos,  también  contiene  a  la  recta  que  los  une,  y  si  contiene  tres  puntos 
no  colineales,  también  contiene  al  plano  que  determinan.  Esto  es  la  versión 
tridimensional  dei  axioma  A4.  También  es  claro  que  si  E  contiene  una  recta  r  y 
un  punto  exterior  P,  entonces  contiene  al  plano  que  determinan  y,  en  particular, 
a  la  paralela  a  r  por  P. 

Necesitamos  una  última  propiedad  de  las  variedades  afines  tridimensionales. 
Notemos  que,  en  general,  si  II  y  IT  son  dos  planos  distintos,  su  intersección 
puede  ser  vacía,  puede  ser  un  punto  o  puede  ser  una  recta,  pero  no  hay  más 
opciones,  pues  si  la  intersección  contiene  dos  puntos,  entonces  contiene  la  recta 
r  que  los  une  (por  A4),  y  no  puede  contener  otro  punto  P  exterior  a  r,  ya  que 
entonces  II  =  IT  serían  ambos  el  único  plano  que  contiene  a  P  y  a  dos  puntos 
de  r.  En  una  variedad  afín  tridimensional  uno  de  los  casos  es  imposible: 
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Teorema  1.33  Si  E  es  una  variedad  afín  tridimensional  y  II,  II'  C  E  son  dos 
planos  distintos  con  intersección  no  vacia,  entonces  su  intersección  es  una  recta. 

DemostraciÓn  :  Supongamos  que  la  intersección  fuera  sólo  un  punto  P. 
Podemos  tomar  puntos  P'  y  P"  en  IT  tales  que  P,P'  ,P"  no  sean  colineales. 
En  particular,  P',P"  ^  II  (pues  en  caso  contrario  tendrían  que  ser  P).  Por  lo 
tanto,  E  =  ri3(n,P')  y,  como  P"  G  ü'  C  E,  tiene  que  darse  uno  de  los  dos 
casos:  P'  —  II  —  P"  o  bien  P'  ~n  P" ■ 

Si  se  da  el  primer  caso  existe  un  punto  T  G  II  tal  que  P'  —  T  —  P" ,  pero 
entonces  T  G  II  n  IT,  luego  T  =  P,  y  llegamos  a  que  P,  P',  P"  son  colineales,  en 
contra  de  lo  supuesto. 

Si  se  da  el  segundo  caso  tomamos  P'"  tal  que  P'"  —  P  —  P"  y  entonces 
P'"  g  n'  y  P'"  —  II  —  P",  luego  P'"  —  II  —  P' .  Más  aún,  P,  P'  y  P'"  siguen 
siendo  no  colineales,  por  lo  que  están  en  el  caso  anterior  y  tenemos  igualmente 
una  contradicción.  ■ 

Ahora  tenemos  varias  caracterizaciones  de  la  tridimensionalidad  dei  espacio: 

Teorema  1.34  Supongamos  que  existen  cuatro  puntos  no  coplanares.  Las  afir- 
maciones  siguientes  son  equivalentes: 

1.  El  espacio  E  es  una  variedad  afin  de  dimensión  3. 

2.  Si  Po,  Pi,  P2,  P3  son  puntos  no  coplanares,  E  =  A3 (Pq,  Pi,  P2,  P3) ■ 

3.  Todo  plano  II  tiene  un  punto  exterior  y  la  relación  ~n  en  E\ü  determina 
dos  clases  de  equivalência,  es  decir,  II  divide  a  E  \  II  en  dos  semiespacios, 
de  forma  que  dos  puntos  están  en  el  mismo  semiespacio  si  y  sólo  si  II  no 
corta  el  segmento  que  los  une. 

4-  Si  dos  planos  tienen  un  punto  en  común,  entonces  tienen  dos  puntos  en 
común  (y,  por  consiguiente,  su  intersección  es  una  recta). 

DemostraciÓn:  1)  =>  2)  es  el  teorema  1.31. 

2)  <G>  3)  Si  Po, Pr, P2  son  tres  puntos  no  colineales  en  II,  sabemos  que  existe 
un  cuarto  punto  P  de  modo  que  E  =  A3(P0,  Pi,  P2,  P)  =  ri3 (II,  P).  En  par¬ 
ticular  P  es  un  punto  exterior  a  II  y  3)  se  cumple  por  definición  de  ri3(II,P). 
Recíprocamente,  si  se  cumple  3),  dados  puntos  P,,  tomamos  II  =  P0P1P2,  y 
entonces  3)  implica  que  E  =  ri3(ILP3). 

2)  =>  4)  es  el  teorema  anterior. 

4)  =>  1).  Por  hipótesis  existen  cuatro  puntos  no  coplanares  P0,  Pi,  P2,  P3. 
Si  E  ^  A3(P0 ,  Pi,  P2,  P3),  entonces  existe  un  punto  P4  G  E  \  A3(P0,  Pi,  P2,  P3). 
Entonces  Po,  P3,  P4  no  son  colineales,  pues  si  lo  fueran  P4  G  A3(P0,  Pi,  P2,  P3). 
Por  consiguiente,  podemos  considerar  los  planos  II  =  P0P1P2  yü'  =  P0P3P4. 
Claramente  Po  G  II  D  II'.  Por  4)  tenemos  que  II  D  ü'  es  una  recta  r,  en  la  cual 
no  puede  estar  P3  (pues  en  tal  caso  P3  G  II  y  los  cuatro  puntos  dados  serían 
coplanares).  Por  lo  tanto  ü'  es  el  plano  determinado  por  dos  puntos  de  r  C  II 
y  P3,  luego  P4  G  II'  C  A3{P0,  P\,  P2,  P3),  contradicción.  ■ 
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Con  esto  tenemos  ya  una  forma  (o  varias  equivalentes)  de  completar  los 
axiomas  de  incidência  para  asegurar  que  el  espacio  sea  tridimensional: 

Definición  1.35  Una  geometria  de  Hilbert  tridimensional  es  una  geometria  de 
Hilbert  que  incluya  los  axiomas  de  incidência  siguientes  ( axiomas  de  tridimen- 
sionalidad ): 


Axioma  A5b  Existen  cuatro  puntos  no  coplanares. 

Axioma  A6  Si  dos  planos  tienen  un  punto  en  común,  entonces  tienen  dos 
puntos  en  común. 

Hemos  llamado  A5b  al  primero  de  los  axiomas  porque  con  estos  dos  nuevos 
axiomas  se  puede  demostrar  el  antiguo  axioma  A5.  En  efecto: 

DemostraciÓN :  Sea  n  un  plano  y  vamos  a  ver  que  contiene  tres  puntos  no 
colineales.  Por  definición  ü  es  no  vacío,  luego  podemos  tomar  un  punto  P  G  ü. 
Por  el  axioma  A5b  existen  puntos  Q  y  R '.no  colineales  con  P.  Si  ambos  están 
en  n  ya  hemos  terminado.  En  caso  contrario  el  plano  PQR  corta  a  n  en  P  y 
por  A6  en  otro  punto  más.  No  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  es  Q , 
con  lo  que  R  ^  lí.  De  nuevo  por  A  6  existe  un  punto  S  no  coplanar  con  P,  Q , 
R.  El  plano  PRS  corta  a  n  en  P  y  en  otro  punto  P'  que  no  puede  estar  en 
PQ,  pues  PQ  está  contenida  en  PQR  (por  A4)  y  en  tal  caso  los  planos  PRS  y 
PQR  tendrían  en  común  los  puntos  P,  R  y  P\  luego  serían  iguales  (por  A3)  y 
P,  Q,  R,  S  serían  coplanares.  Por  lo  tanto,  los  puntos  P,  Q ,  P'  son  tres  puntos 
no  colineales  en  n.  ■ 

Del  mismo  modo  que  los  planos  cumplen  los  axiomas  de  la  geometria  plana, 
es  fácil  ver  que  las  variedades  tridimensionales  cumplen  los  axiomas  de  la  geo¬ 
metria  tridimensional,  por  lo  que  los  teoremas  de  la  geometria  tridimensional 
son  aplicables  a  geometrias  de  dimensiones  superiores  particularizados  a  subva- 
riedades  tridimensionales. 

En  la  geometria  tridimensional  dos  planos  se  dicen  coincidentes  si  son  iguales, 
secantes  si  su  intersección  es  una  recta  y  paralelos  si  son  iguales  o  no  tienen 
puntos  comunes.  No  obstante,  dei  mismo  modo  que  para  que  dos  rectas  sean 
paralelas  se  exige  que  estén  contenidas  en  un  mismo  plano  (aunque  esto  es  trivial 
en  el  caso  de  la  geometria  plana),  para  que  dos  planos  se  consideren  paralelos 
tienen  que  estar  contenidos  en  la  misma  variedad  afín  tridimensional  (aunque 
esto  es  trivial  en  la  geometria  tridimensional). 

Observemos  que  un  punto  intermédio  entre  no  suponer  los  axiomas  de  tri- 
dimensionalidad  y  suponerlos  consiste  en  suponer  únicamente  A5b  (sin  reem- 
plazar  entonces  a  A5),  lo  cual  significa  postular  que  el  espacio  tiene  al  menos 
dimensión  3,  pero  sin  excluir  que  pueda  tener  una  dimensión  mayor.  Conviene 
observar  una  consecuencia  de  A5b: 


Teorema  1.36  Toda  recta  es  intersección  de  dos  planos. 
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DemostraciÓn :  Sea  r  =  AB  una  recta.  Como  existen  puntos  no  colineales, 
tiene  que  haber  un  punto  C  exterior  a  r.  Sea  II  el  plano  ABC.  Como  existen 
puntos  no  coplanares,  tiene  que  haber  un  punto  D  exterior  a  II.  Sea  II'  =  ABD. 
Es  claro  entonces  que  r  =  II  n  II' .  ■ 

De  momento  estamos  interesados  en  describir  la  geometria  intuitiva,  es  de- 
cir,  tridimensional,  pero  es  conveniente  no  usar  los  axiomas  que  exigen  la  tri- 
dimensionalidad  dei  espado  si  no  son  necesarios,  de  modo  que  los  resultados 
que  obtengamos  valdrán  igualmente  para  geometrias  de  dimensiones  superiores. 
Vamos  a  ver  un  ejemplo  de  cómo  el  concepto  de  variedad  afín  tridimensional 
nos  permite  evitar  estos  axiomas  en  una  demostración. 

Teorema  1.37  Admitiendo  el  axioma  de  las  paralelas,  si  dos  rectas  son  para¬ 
lelas  a  una  tercera,  entonces  son  paralelas  entre  si. 

DemostraciÓn:  Sean  n  y  ri  paralelas  a  r3.  Supongamos  que  n  y  r-i  no 
son  paralelas  (en  particular  que  son  distintas).  Sea  IIi  el  plano  que  contiene  a 
7T,  r3  y  sea  II2  el  plano  que  contiene  a  r2  y  r3.  Si  IIi  =  II2  entonces  ry  y  r2 
están  en  el  mismo  plano,  y  como  no  son  paralelas  se  cortan  en  un  punto  P,  con 
lo  que  r3  tiene  dos  paralelas  distintas  por  P,  contradicción. 

Si  IIi  ^  ü2  entonces  la  intersección  de  ambos  planos  es  la  recta  r3,  luego 
podemos  formar  la  variedad  afín  E  =  d3(IIi,  II2).  Sea  II  el  plano  que  contiene 
a  ?’i  C  IIi  y  a  un  punto  Q  de  r2  C  n2.  Entonces  E  =  d3(IIi,  Q)  y  II  C  E  por  el 
teorema  1.28.  Por  consiguiente,  el  teorema  1.33  nos  da  que  II  corta  a  II2  en  una 
recta  r'  disjunta  de  r3  (pues  si  R  está  en  r'  (~l  r3  entonces  no  puede  estar  en  ry, 
ya  que  entonces  estaria  en  r\  (~1  r3.  De  aqui  que  II  =  IIi,  pues  tienen  a  ry  y  a  R 
en  común,  luego  r'  =  r3  y  Q  estaria  en  r2  D  r3).  Por  lo  tanto  r'  es  paralela  a  r3 
y  pasa  por  un  punto  de  r2,  luego  r'  =  r 2-  De  nuevo  tenemos  que  ry  y  r2  están 
en  un  mismo  plano,  y  concluimos  como  antes.  ■ 


Nota  Conviene  observar  que  el  teorema  anterior  se  demuestra  a  partir  de  los 
axiomas  de  incidência  y  ordenación  sin  los  axiomas  de  tridimensionalidad  (los  de 
ordenación  intervienen  en  la  construcción  de  la  variedad  afín  Vl3  (IIi ,  II2)) ,  pero 
si  suponemos  los  axiomas  de  incidência  de  la  geometria  tridimensional,  entonces 
no  es  necesario  considerar  dicha  variedad,  ya  que  la  hemos  usado  únicamente 
para  probar  que  los  planos  II  y  II2  se  cortan  en  una  recta,  y  esto  se  obtiene 
directamente  de  A6.  ■ 


* 

1.4  Ângulos  y  triângulos 

Definición  1.38  Sean  li  y  I2  dos  semirrectas  con  origen  común  O  y  no  conte- 
nidas  en  la  misma  recta.  Sean  ry  y  r2  sus  respectivas  prolongaciones.  Sea  II  el 
plano  que  las  contiene.  Hemos  visto  que  l\  está  contenido  en  uno  de  los  semipla- 
nos  en  que  r2  divide  a  n  y  I2  está  contenido  en  uno  de  los  semiplanos  en  que  r  1 
divide  a  n.  Llamaremos  ângulo  (lat.  ‘rincón’)  de  vértice  (lat.  ‘cumbre’)  O  y 
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lados  l\  y  I2  a  la  intersección  dei  semiplano  de  II  respecto  a  r 2  que  contiene  a  l\ 
con  el  semiplano  de  II  respecto  a  rq  que  contiene  a  1-2 .  Lo  representaremos  l±l2- 
Los  puntos  de  l\  y  I2  constituyen  la  frontera  dei  ângulo. 

Observemos  que  I1I2  contiene  más  puntos,  aparte  de  los  de  sus  lados.  De 
lrecho  es  un  conjunto  convexo,  pues  es  la  intersección  de  dos  conjuntos  convexos. 
Por  lo  tanto,  si  A  y  B  son  puntos  en  y  l2  respectivamente,  entonces  todos  los 
puntos  entre  ellos  están  en  el  ângulo. 

Si  tres  puntos  A,  O  y  B  no  son  colineales,  llamaremos  AOB  al  ângulo  de 
vértice  O  y  lados  O  A  y  O  l> . 

Un  ângulo  está  contenido  en  un  único  plano,  llamado  su  soporte.  Se  com- 
prueba  que  un  ângulo  determina  su  vértice  y  sus  lados. 

Dos  rectas  secantes  dividen  el  plano  que  las  contiene  en  cuatro  ângulos  con 
vértice  común.  Dos  ângulos  con  el  rnismo  vértice,  un  lado  en  común  y  los  otros 
lados  formados  por  semirrectas  complementarias  se  llaman  ângulos  adyacentes. 
Dos  ângulos  con  el  rnismo  vértice  y  cuyos  lados  son  semirrectas  complementarias 
se  llaman  ângulos  opuestos  por  el  vértice.  Cada  ângulo  tiene  exactamente  dos 
ângulos  adyacentes  y  un  ângulo  opuesto  por  el  vértice. 


Teorema  1.39  Sean  A,  O,  B  puntos  no  colineales  en  un  plano  II.  Entonces 
una  semirrecta  de  origen  O  y  contenida  en  II  está  contenida  en  el  ângulo  AOB 
si  y  sólo  si  corta  al  segmento  AB. 

DemostraciÓN:  Sea  s  una  semirrecta  de  origen  O  y  contenida  en  II.  Pode¬ 
mos  suponer  que  no  es  uno  de  los  lados  de  AOB.  Si  s  corta  a  AB  en  un  punto 
X  y  P  es  cualquier  otro  punto  de  s  (distinto  de  O),  entonces  la  prolongación 
dei  segmento  PX  es  la  prolongación  de  s,  que  corta  a  los  lados  dei  ângulo  en  el 
punto  O,  y  éste  no  está  en  PX.  Por  lo  tanto  P  y  X  están  en  los  mismos  serni- 
planos  respecto  a  los  lados  dei  ângulo,  y  como  X  está  en  el  ângulo,  P  también. 
Esto  prueba  que  s  está  contenida  en  AOB. 

Recíprocamente,  supongamos  que  s  está  contenida  en  AOB.  Sea  s  la  pro¬ 
longación  de  s  y  consideremos  un  punto  C  tal  que  O  esté  entre  C  y  B.  Los 
puntos  A,  B  y  C  no  son  colineales,  y  s  no  pasa  por  ninguno  de  ellos.  Como  s 
pasa  por  O,  que  es  un  punto  entre  C  y  B,  por  el  axioma  B5  ha  de  pasar  por 
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un  punto  entre  A  y  B  o  bien  por  un  punto  entre  A  y  C .  Ahora  bien,  s  está 
contenida  en  AOB  y  puesto  que  al  pasar  por  O  cruza  a  la  vez  sus  dos  lados,  es 
claro  que  la  semirrecta  complementaria  de  s  está  contenida  en  el  ângulo  opuesto 
por  el  vértice  a  AOB.  Sin  embargo  el  segmento  AC  está  contenido  en  el  ângulo 
AOC,  que  es  uno  de  los  adyacentes  a  AOB.  Por  lo  tanto  s  no  puede  cortar  a 
AC .  Así  pues,  s  corta  a  AB.  Sin  embargo,  la  semirrecta  complementaria  de  s 
no  puede  cortar  a  este  segmento,  pues  está  fuera  de  AOB.  Concluimos  que  es 
s  quien  corta  al  segmento.  ■ 


Observemos  que  si  un  punto  P  está  en  un  ângulo  AOB  entonces  la  semirrecta 
OP  está  contenida  en  AOB. 


Teorema  1.40  Si  dos  ângulos  tienen  un  lado  en  común  y  están  contenidos  en 
el  mismo  semiplano  respecto  a  él,  uno  de  ellos  está  contenido  en  el  otro. 

DemostraciÓN:  Los  ângulos  serán  de  la  forma  AOB\  y  AOB2-  Suponga- 
mos  que  el  segmento  AB\  no  corta  a  la  recta  OB2.  Entonces  todos  los  puntos 
de  AB  i  están  en  el  mismo  semiplano  que  A  respecto  a  OB2,  y  por  hipótesis 
también  están  en  el  mismo  semiplano  que  B2  respecto  a  O  A.  Por  lo  tanto  AB\ 
está  contenido  en  ÃOB2.  Si  P  es  cualquier  punto  de  ÃOB\  (que  no  esté  en 
O  A)  la  semirrecta  OP  corta  a  AB\  en  un  punto  X.  Si  X  =  P  ya  tenemos  que 
P  está  en  ÃOB2.  En  caso  contrario,  el  segmento  XP  no  contiene  a  O,  por  lo 
que  X  y  P  están  en  los  nrismos  semiplanos  respecto  a  los  lados  de  ÃOB2 ,  luego 
P  está  en  AOB2. 

Supongamos  ahora  que  AB  i  corta  a  la  recta  OB2  en  un  punto  X.  Entonces 
X  está  en  AOB\,  luego  está  en  el  mismo  semiplano  que  B2  respecto  a  O  A, 
luego  en  realidad  X  está  en  oè2.  Esto  implica  que  AOX  =  AOB2,  luego  no 
perdemos  generalidad  si  suponemos  que  X  =  B2.  Ahora,  si  P  está  en  ÀOB2  la 
semirrecta  OP  corta  a  AB2 ,  luego  corta  a  ABi ,  luego  está  contenida  en  ÀOBi, 
luego  P  está  en  ÃOB\.  ■ 

De  la  prueba  dei  teorema  anterior  y  dei  teorema  1.39  se  deduce  el  hecho 
siguiente: 

Teorema  1.41  Sean  l\,  l2  y  I3  semirrectas  de  origen  O  tales  que  dos  de  ellas 
no  estén  sobre  una  misma  recta  y  de  modo  que  l2  y  I3  estén  contenidas  en  un 
mismo  semiplano  respecto  de  l\.  Entonces  l\l2  está  contenido  en  I1I3  si  y  sólo 
si  l2  está  contenida  en  I1I3. 

También  tenemos  esta  equivalência: 

Teorema  1.42  Sean  l\,  l2  y  I3  semirrectas  de  origen  O  tales  que  dos  de  ellas 
no  estén  sobre  una  misma  recta  y  de  modo  que  l2  y  I3  estén  contenidas  en  un 
mismo  semiplano  respecto  de  l\.  Entonces  l2  está  contenida  en  I1I3  si  y  sólo  si 
h  y  h  están  en  semiplanos  opuestos  respecto  de  l2. 
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DemostraciÓN:  Pongamos  que  l\  =  OÁ,  l3  =  OC.  Notemos  que  l\  está 
contenida  en  uno  de  los  semiplanos  determinados  por  I2  en  el  plano  que  contiene 
a  ambas,  pues  si  P  está  en  l\  y  es  distinto  de  O,  entonces  AP  no  contiene  a  O, 
luego  no  corta  a  la  prolongación  de  I2,  luego  I2  está  en  el  semiplano  que  contiene 
a  A.  Lo  mismo  vale  para  I3. 

Si  I2  está  en  Z1Z3,  por  el  teorema  1.39  tenemos  que  h  =  OB,  con  A  —  B  —  C. 
Entonces  A  y  C  están  en  semiplanos  opuestos  respecto  de  I2,  luego  lo  mismo 
vale  para  l\  y  Z3,  pues  l±  está  en  el  semiplano  de  A  y  I3  en  el  de  C. 

Recíprocamente,  si  l±  y  I3  están  en  semiplanos  opuestos  respecto  a  I2,  el 
segmento  AC  corta  a  la  prolongación  de  I2  en  un  punto  B  ^  O  (pues  si  fuera 
B  =  O  entonces  l\  y  I3  estarían  alineadas).  Por  el  teorema  1.39  tenemos  que  la 
semirrecta  oè  está  contenida  en  Z1Z3,  luego  en  particular  I3  y  O  lí  están  en  el 
mismo  semiplano  respecto  de  Zi.  Basta  probar  que  es  I2 ,  pero  en  caso  contrario 
seria  su  semirrecta  opuesta,  y  así  I2  y  l3  estarían  en  semiplanos  opuestos  respecto 
de  Zi,  en  contra  de  lo  supuesto.  ■ 


Deflnición  1.43  Sean  A,  B  y  C  tres  puntos  no  colineales.  Llamaremos  triân¬ 
gulo  de  vértices  A,  B  y  C  a  la  intersección  de  los  ângulos  BAC ,  ABC  y  ACB. 
Lo  representaremos  por  ABC . 


Los  ângulos  BAC,  ABC  y  ACB  se  llaman  ângulos  dei  triângulo  ABC. 
Cuando  no  haya  ambigüedad,  nos  referiremos  a  ellos  como  A,  B  y  C,  respecti¬ 
vamente  (es  decir,  los  nombraremos  por  sus  vértices).  Los  segmentos  AB ,  AC  y 
BC  se  llaman  lados  de  ABC.  Los  tres  lados  de  un  triângulo  forman  su  frontera. 

Los  lados  AB  y  AC  se  llaman  lados  contíguos  al  ângulo  A,  mientras  que  el 
lado  BC  es  el  lado  opuesto  al  ângulo  A  (similarmente  con  los  otros  dos  ângulos). 

Normalmente  llamaremos  a,  b  y  c  a  los  lados  de  un  triângulo  ABC ,  de  modo 
que  a  será  el  lado  opuesto  al  ângulo  Ã,  b  será  el  lado  opuesto  a  B  y  c  será  el 
lado  opuesto  a  C. 


B 


1.5  Axiomas  de  congruência 

Continuamos  introduciendo  conceptos  geométricos  básicos  estudiando  ahora 
la  congruência  de  figuras.  La  idea  subyacente  es  que  dos  figuras  son  congruen¬ 
tes  si  se  diferencian  a  lo  sumo  en  su  posición  en  el  espado,  es  decir,  si  una 
puede  convertirse  en  la  otra  mediante  un  movimiento.  Aunque  en  principio  el 
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concepto  de  congruência  es  aplicable  a  cualquier  figura,  de  momento  sólo  nece- 
sitamos  considerar  congruências  de  segmentos,  ângulos  y  triângulos.  Además, 
la  congruência  de  triângulos  puede  definirse  en  términos  de  las  otras  dos. 

Definición  1.44  Una  geometria  métrica  es  una  geometria  ordenada  junto  con 
dos  relaciones,  que  llamaremos  de  congruência  y  las  representaremos  por  =, 
definidas  respectivamente  sobre  los  conjuntos  de  los  segmentos  y  ângulos,  y  que 
cumplen  los  axiomas  siguientes: 

Axioma  Cl  Las  dos  congruências  son  relaciones  de  equivalência,  es  decir, 
son  reflexivas,  simétricas  y  transitivas. 

Axioma  C2  Dados  puntos  Af^ByAéy  una  semirrecta  s  de  origen  A',  existe 
un  único  punto  B'  en  s  tal  que  AB  =  A!B’ . 

Axioma  C3  Sean  A,  B,  C  puntos  colineales  de  modo  que  B  esté  entre  A 
y  C ,  sean  A! ,  B'  y  C  otros  tres  puntos  en  las  mismas  condiciones.  Entonces, 
si  AB  =  A!  B'  y  BC  =  B'C ,  también  AC  =  A'C . 

Axioma  C4  Sea  L  un  ângulo,  s  una  semirrecta  y  II  un  semiplano  cuya  fron- 
tera  sea  la  prolongación  de  s.  Entonces  existe  un  único  ângulo  L'  contenido 
en  II,  con  un  lado  igual  a  s  y  tal  que  L  =  L' . 

Diremos  que  dos  triângulos  T  y  T'  son  congruentes  si  existe  una  correspon¬ 
dência  entre  sus  vértices  para  la  cual  cada  par  de  lados  y  ângulos  correspondien- 
tes  son  congruentes.  En  lo  sucesivo,  cuando  digamos  que  dos  triângulos  ABC 
y  A! B'C  son  congruentes,  se  sobrentenderá  que  cumplen  la  definición  para  la 
correspondência  A  — >  A! ,  B  — >  B' ,  C  —>  C ,  es  decir,  que  AB  =  A!B' ,  etc. 

Axioma  C5  Dado  un  triângulo  ABC ,  un  segmento  A' B'  =  AB  y  un  semi¬ 
plano  II  de  frontera  la  prolongación  de  A'B' ,  existe  un  (único)  triângulo  A'B'C 
contenido  en  lí  y  congruente  con  ABC . 

Observemos  que  la  unicidad  dei  triângulo  se  sigue  dei  axioma  C4,  pues  las 
rectas  A'C  y  B'C  son  únicas,  y  C  ha  de  ser  su  intersección.  En  el  lenguaje  tra¬ 
dicional  de  la  geometria  es  costumbre  hablar  de  ângulos,  segmentos  y  triângulos 
‘iguales’  en  el  sentido  que  aqui  hemos  dado  a  la  palabra  ‘congruentes’,  mientras 
que  para  indicar  que  dos  segmentos,  ângulos  o  triângulos  son  iguales  en  el  sen¬ 
tido  conjuntista,  es  decir,  que  contienen  los  mismos  puntos,  se  suele  decir  que 
son  ‘coincidentes’.  Nosotros  usaremos  estos  términos  excepto  cuando  pueda  dar 
lugar  a  confusión. 

Comencemos  estudiando  las  propiedades  de  la  congruência  de  segmentos.  El 
axioma  C3  nos  permite  definir  una  suma: 

Teorema  1.45  Dados  dos  segmentos  AB  y  CD  existe  un  segmento  PQ  con 
la  propiedad  de  que  existe  un  punto  R  entre  P  y  Q  de  modo  que  PR  =  AB 
y  RQ  =  CD.  La  clase  de  congruência  de  PQ  sólo  depende  de  las  clases  de 
congruência  de  AB  y  CD. 
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DemostraciÓN:  Tomamos  por  ejemplo  P  =  A  y  R  =  B.  Ahora  considera¬ 
mos  la  semirrecta  de  AB  con  origen  B  y  que  no  contiene  a  A.  Por  el  axioma  C2 
existe  en  ella  un  punto  Q  tal  que  RQ  =  CD.  Es  claro  que  P,  Q  y  R  cumplen 
lo  pedido.  El  resto  es  consecuencia  dei  axioma  C3.  ■ 


Defiiiición  1.46  En  las  condiciones  dei  teorema  anterior,  escrituremos 

PQ  =  ÃB  +  CJD , 

entendiendo  la  expresión  como  una  igualdad  entre  clases  de  congruência.3 

De  este  modo  tenemos  definida  la  suma  de  dos  (clases  de)  segmentos  cuales- 
quiera.  Es  obvio  que  esta  suma  es  asociativa  y  conmutativa.  El  hecho  siguiente 
no  es  exactamente  una  consecuencia  inmediata  de  la  definición  de  suma: 


Teorema  1.47  Si  PQ  =  u  +  v  entonces  existe  un  único  punto  R  entre  P  y  Q 
tal  que  PR  =  u  y  RQ  =  v. 


DemostraciÓN:  Por  el  axioma  C2  existe  un  único  punto  R  en  la  semirrecta 
tal  que  PR  =  u.  Del  mismo  modo,  existe  un  punto  R'  en  la  semirrecta  de 
PQ  de  origen  R  y  que  no  contiene  a  P  de  modo  que  RR'  =  v.  Por  definición  de 
suma  tenemos  que  PR'  =  u  +  v  =  PQ ,  luego  la  unicidad  dei  axioma  C2  implica 
que  R!  =  Q  m 


De  aqui  se  sigue  que  la  suma  de  segmentos  es  simplificable: 


Teorema  1.48  Dados  tres  segmentos  u,  v  y  w,  si  u  +  v  =  u  +  w  entonces 
v  =  w. 


DemostraciÓN:  Sea  u  +  v  =  u  +  w  =  PQ.  Entonces  existe  un  punto  R 
entre  P  y  Q  tal  que  PR  =  u  y  RQ  =  v.  También  tiene  que  existir  un  punto  R' 
tal  que  PR'  =  u  y  R'Q  =  w,  y  por  la  unicidad  de  C2  ha  de  ser  R  =  R' ,  luego 
v  =  RQ  =  R'Q  =  w.  m 


Definición  1.49  Diremos  que  un  segmento  u  es  menor  que  un  segmento  v  (y 
lo  representaremos  por  u  <  v)  si  existe  un  segmento  w  tal  que  v  =  u  +  w. 
En  tal  caso  el  teorema  anterior  afirma  que  w  es  único  (salvo  congruência)  y  lo 
llamaremos  resta  o  diferencia  de  u  y  i>,  y  lo  representaremos  w  =  v  —  u. 

De  las  propiedades  de  la  suma  se  sigue  inmediatamente  que  la  desigualdad 
de  segmentos  depende  sólo  de  las  clases  de  congruência  y  es  una  relación  de 
orden  estricto.  También  es  fácil  probar  lo  siguiente: 

Teorema  1.50  Si  AB  <  AC  y  ambos  segmentos  están  situados  sobre  una  se¬ 
mirrecta  de  origen  A,  entonces  B  está  entre  A  y  C. 

3Esto  significa  que,  dados  dos  segmentos  «ytino  tenemos  definido  ningún  segmento  en 
concreto  al  que  llamar  u  +  v,  sino  una  única  clase  de  congruência  de  segmentos  w  que  cumplen 
w  =  u  +  v. 
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Nos  ocupamos  ahora  de  la  congruência  de  ângulos  y  triângulos.  Comenzamos 
con  dos  critérios  de  igualdad  de  triângulos. 


Teorema  1.51  (Critério  lado-ángulo-lado)  Si  dos  triângulos  T  =  ABC  y 
V  =  ÃrWC'  cumplen  ÃB  =  ~ÃBÍ ,  Ã C  =  ~ÃC7  y  Â  =  Â  entonces  T  =  V. 


DemostraciÓN:  Por  el  axioma  C5  el  triângulo  T  es  igual  a  un  triângulo 
T"  =  A'B'C"  contenido  en  el  rnisnro  semiplano  que  T'  respecto  a  la  recta  A'B' 
y  con  todos  sus  lados  y  ângulos  congruentes  con  los  de  T.  En  particular,  usando 
el  axioma  Cl  resulta  que  A'C  =  AC"  y  B'  AC  =  B'  AC" . 

Estos  últimos  ângulos  tienen  un  lado  en  común  y  están  contenidos  en  el 
misnro  semiplano  respecto  a  dicho  lado,  luego  por  el  axioma  C4  son  coincidentes. 
En  particular  la  semirrecta  A Ò  coincide  con  AC" .  Ahora  el  axioma  C2  implica 
que  C  =  C" ,  por  lo  que  T'  coincide  con  T" ,  luego  T  y  T'  son  iguales.  ■ 


Teorema  1.52  (Critério  ángulo-lado-ángulo)  Si  dos  triângulos  T  =  ABC 
y  T'  =  AB'C  cumplen  AB  =  A'B' ,  Â  =  Â  y  B  =  B'  entonces  T  =  T' . 

DemostraciÓN:  Razonamos  igual  que  en  el  teorema  anterior,  con  lo  que 
obtenemos  un  triângulo  T"  =  AB'C"  igual  a  T  y  que  comparte  con  T'  el  lado 
'ÃW  y  los  ângulos  À  y  B> .  Esto  implica  que  ~AC'  =  A&'  y  B' Ó  =  B'c\ 
pero  C  y  C"  son  los  respectivos  puntos  donde  se  cortan  estas  semirrectas,  luego 
C  =  C"  y  concluimos  igualmente.  ■ 

Más  adelante  probaremos  que  si  dos  triângulos  tienen  dos  ângulos  iguales 
entonces  tienen  los  tres  ângulos  iguales,  con  lo  que  el  critério  anterior  cubrirá 
cualquier  caso  en  que  dos  triângulos  tengan  iguales  dos  ângulos  y  un  lado.  Más 
delicado  es  probar  el  critério  lado-lado-lado.  Necesitamos  algunos  resultados 
prévios: 

Teorema  1.53  Sean  l\,  I2  y  h  semirrectas  de  origen  O  de  modo  que  no  haya 
dos  sobre  una  misma  recta  y  con  I2  y  h  en  el  mismo  semiplano  respecto  de  l±. 
Sean  l[,  V2  y  1'3  semirrectas  de  origen  O'  en  las  mismas  condiciones.  Si  I2  esta 
contenida  en  I1I3,  hh  =  V  —  ^3>  entonces  1'2  está  en  l[l'3  y  I2I3  =  l2l'3- 

DemostraciÓN:  Tomemos  puntos  A  G  l\  y  B  G  l3.  Por  el  teorema  1.39 
sabemos  que  la  semirrecta  1 2  corta  a  AB  en  un  punto  C.  Consideremos  puntos 
A  G  l\  y  B'  G  l3  tales  que  TÃÃ  =  ÕÃy  (ÃB7  =  ÕB. 
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Por  el  critério  LAL  de  igualdad  de  triângulos  tenemos  que  AOB  =  A'0'B', 
luego  AB  =  A'B'.  Sea  C  el  punto  de  A' B>r  que  cumple  AC  =  A’C .  Como 
AC  <  AB  resulta  que  C  está  entre  A!  y  B' .  Veamos  que  está  en  1'2.  Esto  se  debe 
a  que  los  triângulos  AOC  y  A'0'C  son  iguales,  porque  tienen  iguales  el  ângulo 
Â  =  Â'  y  los  lados  ÕÃ  =  WÃ7  y  ÃC  =  ÃC7.  Por  lo  tanto  AOC  =  ÃCC1 ,  y 
por  la  unicidad  dei  axioma  C4  ha  de  ser  V2  =  OC' .  (Notemos  que  OC'  está  en 
l[l3  por  1.39,  luego  está  en  el  mismo  semiplano  que  1'3  respecto  de  l[,  luego  por 
lnpótesis  también  en  el  mismo  que  l2.)  En  particular  l2  está  en  l\l3. 

El  teorema  1.48  implica  que  BC  =  B'C',  y  el  critério  LAL  (teniendo  en 
cuenta  que  B  =  B ')  implica  que  BOC  =  BCC ,  luego  en  particular  l2l3  =  l'2l'3. 


A  su  vez: 


Teorema  1.54  Sean  l\,  I2  y  h  semirrectas  de  origen  O  tales  que  I2  esté  conte- 
nida  en  I1I3.  Sean  l[,  l2  y  l3  semirrectas  de  origen  O'  en  las  mismas  condiciones. 
Si  I1I2  =  l'il2  y  hh  =  I2I3  entonces  I1I3  =  l'3l3. 

DemostraciÓN :  Por  el  axioma  C4  existe  una  semirrecta  l3  de  origen  O'  y 
contenida  en  el  mismo  semiplano  respecto  a  l[  que  l3  y  de  modo  que  I1I3  =  l[l3. 
Hemos  de  probar  que  l3  =  l3,  pero  esto  es  consecuencia  de  la  unicidad  dei 
axioma  C4,  ya  que,  por  una  parte,  el  teorema  anterior  implica  que  l2  está  en 
l[l3  y  que  l2l3  =  I2I3  =  I2I3,  mientras  que  el  teorema  1.42  nos  da  que  l3  y  l" 
están  en  el  mismo  semiplano  respecto  de  I2,  ya  que  ambas  están  en  el  semiplano 
opuesto  a  l[.  ■ 


Definición  1.55  Un  triângulo  es  equilátero  (lat.  ‘de  lados  iguales’)  si  sus  tres 
lados  son  iguales.  Un  triângulo  es  isósceles  (gr.  ‘de  piernas  iguales’)  si  tiene  al 
menos  dos  lados  iguales.  Un  triângulo  es  escaleno  (gr.  ‘oblicuo’)  si  sus  lados 
son  desiguales  dos  a  dos. 

Probamos  ahora  un  resultado  con  una  prueba  rnucho  más  elemental  de  lo 
que  podría  preverse: 

Teorema  1.56  (Critério  dei  triângulo  isósceles)  Si  en  un  triângulo  ABC 
se  cumple  CA  =  CB  entonces  À  =  B. 

DemostraciÓN:  Basta  aplicar  el  critério  LAL  a  los  triângulos  (coinciden¬ 
tes)  ACB  y  BC  A  (es  decir,  tomando  A'  =  B,  B'  =  A  y  C  =  C ).  ■ 

Observemos  que  el  teorema  anterior  implica  que  los  triângulos  equiláteros 
tienen  también  sus  tres  ângulos  iguales.  Finalmente  podemos  probar: 

Teorema  1.57  (Critério  lado-lado-lado)  SiT  =  ABC  yT'  =  A'B'C  cum- 
plen  ÃB  =  ÃÜB7,  ÃC  =  ÃÃÃ7  yBC  =  BC7,  entonces  T  =  V . 
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DemostraciÓN:  Trasladando  uno  de  los  triân¬ 


gulos  podemos  suponer  que  AC  =  A!C  y  que  los 
vértices  B  y  B'  se  encuentran  en  semiplanos  distin¬ 
tos  respecto  a  este  lado  común. 

En  estos  términos  AB  =  AB' ,  BC  =  B'C  y 
'  B'  hemos  de  probar  que  AB'C  =  ABC.  Para  ello  basta 
probar  que  AB'C  =  ABC,  pues  entonces  el  critério 
LAL  nos  da  el  resultado. 


Tenemos  que  el  segmento  BB'  corta  a  la  recta 
AC  en  un  punto  P.  Si  es  P  =  C  concluímos  por  el  teorema  anterior  para  ABB' , 
e  igualmente  si  P  =  A.  Supongamos,  pues,  que  A,  P,  C  son  distintos  dos  a  dos. 
Si  es  A  —  P  —  C,  aplicamos  el  teorema  anterior  a  los  triângulos  ABB'  y  CBB' , 
con  lo  que  obtenemos  ABB'  =  AB'B  y  CBB'  =  CB'B.  Entonces  el  teorema 
1.54  implica  que  AB'C  =  ABC.  Si  es  P  —  C  —  AoP  —  A  —  C  concluimos 
análogamente  usando  ahora  el  teorema  1.53.  ■ 


1.6  Suma  de  ângulos 

El  teorema  1.54  nos  permite  definir  una  suma  de  ângulos  de  forma  similar 
a  como  hemos  definido  la  suma  de  segmentos.  Conviene  definir  primero  la 
ordenación  de  los  ângulos. 

Definición  1.58  Diremos  que  un  ângulo  A  es  menor  que  un  ângulo  B  (y  lo 
representaremos  por  A  <  B)  si  existen  ângulos  A'  y  B'  congruentes  con  A  y 
B  respectivamente,  con  un  lado  en  común,  situados  en  un  mismo  semiplano 
respecto  a  dicho  lado  y  de  modo  que  A'  está  (estrictamente)  contenido  en  B' . 

Si  A  y  B  son  dos  ângulos  no  congruentes,  por  el  axioma  C4  existen  ângulos 
A'  y  B'  en  las  condiciones  de  la  definición,  por  el  teorema  1.40  uno  de  ellos 
estará  contenido  en  el  otro  y  por  el  teorema  1.54  el  resultado  de  la  comparación 
depende  sólo  de  las  clases  de  congruência  de  A  y  B.  Ahora  es  fácil  probar  que 
la  relación  que  acabamos  de  definir  es  ciertamente  una  relación  de  orden  total 
estricto  sobre  (las  clases  de  congruência  de)  todos  los  ângulos,  así  como  que 
si  dos  ângulos  comparten  un  lado  y  están  contenidos  en  un  mismo  semiplano 
respecto  a  dicho  lado,  entonces  el  menor  estará  contenido  en  el  mayor. 

Teorema  1.59  Si  L  y  L'  son  ângulos  iguales,  S  es  un  ângulo  adyacente  a  L  y 
S'  es  un  ângulo  adyacente  a  L' ,  entonces  S  y  S'  también  son  iguales. 

DemostraciÓN:  Digamos  que  L  =  AOB  y  que  S  =  COB,  donde  los  puntos 
C,  O ,  A  están  alineados.  Sea  O'  el  vértice  de  L'  y  S\  tomemos  B'  en  el  lado 
común  entre  ambos  y  de  modo  que  OB  =  CB'.  Sea  A'  en  el  otro  lado  de  L'  de 
modo  que  O  A  =  O'  A!  y  sea  C  en  el  otro  lado  de  S'  de  modo  que  OC  =  0'C . 
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A' 


Es  claro  entonces  que  CA  =  CA',  AOB  =  A'0' B'  (por  el  critério  LAL),  de 
donde  AB  =  A!B' ,  de  donde  CAB  =  C A' B'  (por  el  mismo  critério),  de  donde 
BC  =  B'C ,  de  donde  COB  =  CO' B'  (por  el  critério  LLL).  Esto  implica  que 
COB  =  CO'B' ,  es  decir,  S  =  S' .  m 

Como  consecuencia  inmediata  tenemos: 

Teorema  1.60  Los  dos  ângulos  adyacentes  a  un  ângulo  dado  son  iguales  entre 
sí.  Dos  ângulos  opuestos  por  el  vértice  son  iguales  entre  sí. 

(Notemos  que  dos  ângulos  opuestos  por  el  vértice  son  adyacentes  a  un  mismo 
ângulo.) 

Definición  1.61  Dos  ângulos  son  suplementarios  si  uno  es  congruente  con  un 
ângulo  adyacente  al  otro. 

Es  obvio  que  la  relación  de  ser  suplementarios  depende  sólo  de  las  clases  de 
congruência  de  los  ângulos,  así  como  que  es  simétrica.  Si  dos  ângulos  suplemen¬ 
tarios  tienen  un  lado  en  común  y  están  en  semiplanos  opuestos  respecto  a  éste, 
entonces  son  adyacentes. 

Teorema  1.62  Si  un  ângulo  A  es  menor  que  un  ângulo  B,  entonces  el  suple- 
mentario  de  B  es  menor  que  el  suplementario  de  A. 

DemostraciÓN:  Podemos  suponer  que  A  y  B  tienen  un  lado  en  común  y 
están  contenidos  en  un  mismo  semiplano  respecto  a  éste.  Digamos  A  =  I1I2  y 
B  =  I1I3.  Sea  la  semirrecta  complementaria  de  l\.  Entonces  los  suplementa¬ 
rios  de  Ay  B  son  I/-J2  y  ^3.  Basta  probar  que  I3  está  contenida  en  l[l2-  Por  el 
teorema  1.39  esto  equivale  a  que  l\  y  I2  estén  en  semiplanos  distintos  respecto 
a  I3,  lo  que  a  su  vez  equivale  a  que  h  y  I2  estén  en  el  mismo  semiplano  respecto 
a  I3,  y  por  definición  de  ângulo  esto  equivale  a  que  I2  esté  contenida  en  Z1Z3,  lo 
cual  es  cierto  por  hipótesis.  ■ 


Definición  1.63  Un  semihaz  de  semirrectas  (lat.  fascem  =  ‘manojo’)  es  el 
conjunto  de  todas  las  semirrectas  con  un  origen  común  O  contenidas  en  un 
semiplano  S  que  tenga  a  O  en  su  frontera. 

Notemos  que  un  semihaz  determina  su  origen  y  su  semiplano.  El  origen  O 
divide  a  la  frontera  de  S  en  dos  semirrectas  s  y  t  a  las  que  llamaremos  extremos 
dei  semihaz.  Cada  semirrecta  l  en  un  semihaz  que  sea  distinta  de  sus  extremos 
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determina  dos  ângulos  suplementarios  sl  y  tl.  Esto  nos  permite  definir  dos 
ordenaciones  totales  en  el  semihaz:  una  dada  por 

l  <st  l'  si  y  sólo  si  sl  <  sl ' 

(con  el  convênio  adicional  de  que  s  <st  l  <st  t,  para  cualquier  semirrecta  l 
distinta  de  s  y  t),  y  otra  <ts  definida  análogamente.  El  teorema  anterior  prueba 
que  ambas  ordenaciones  son  mutuamente  inversas. 

En  particular,  si  l\  I2  y  I3  son  tres  semirrectas  de  un  semihaz,  diremos  que 
I2  está  entre  l\  y  l3  si  1 1  <st  I2  <st  h,  donde  el  orden  de  los  extremos  s  y  t  es 
irrelevante.  Es  fácil  ver  que  esto  sucede  si  y  sólo  si  h  y  I3  están  en  semiplanos 
distintos  respecto  a  I2. 

Ahora  conviene  adoptar  el  convênio  siguiente: 

Definición  1.64  Llamaremos  ângulos  llanos  a  los  semiplanos.  Extendemos 
la  congruência  de  ângulos  a  los  ângulos  llanos  estipulando  que  todos  ellos  son 
congruentes  entre  sí  y  no  son  congruentes  con  ningún  ângulo  en  sentido  estricto. 
Extendemos  la  relación  de  orden  estipulando  que  un  ângulo  llano  es  mayor  que 
cualquier  ângulo  en  sentido  estricto. 

Notemos  que  un  ângulo  llano  no  tiene  definidos  un  vértice  y  unos  lados. 
Podemos  considerar  como  tales  a  un  punto  cualquiera  de  su  frontera  y  las  semi¬ 
rrectas  que  éste  determina,  pero  hay  infinitos  ângulos  llanos  con  el  mismo  vértice 
y  los  mismos  lados  (todos  los  semiplanos  con  una  misma  recta  como  frontera). 
Los  ângulos  llanos  no  tienen  suplementario.  Si  s  y  t  son  los  extremos  de  un 
semihaz  de  semirrectas  contenidas  en  el  semiplano  S,  entonces  convendremos 
en  que  st  representa  precisamente  a  S  (pero  esto  sólo  tiene  sentido  con  respecto 
a  un  semihaz  prefijado).  Con  este  convênio  se  cumple  el  teorema  siguiente  (la 
demostración  es  muy  simple): 

Teorema  1.65  Sean  l\  y  I2  dos  semirrectas  distintas  en  un  semihaz  prefijado. 
Entonces  I1I2  es  la  unión  de  todas  las  semirrectas  del  semihaz  que  están  entre 

h  V  h- 

Todas  estas  consideraciones  nos  permiten  estudiar  comodamente  la  suma  de 
ângulos. 

Definición  1.66  Diremos  que  un  ângulo  A  =  I1I2  es  la  suma  de  dos  ângulos  B 
y  C  si  existe  una  semirrecta  I3  de  origen  el  vértice  de  A  y  contenida  en  A  tal 
que  B  =  lfi3  y  C  =  Z3Z2-  Lo  representaremos  por  A  =  B  +  C. 

Como  en  el  caso  de  los  segmentos,  es  claro  que  la  relación  A  =  B  +  C 
puede  verse  como  una  igualdad  entre  clases  de  congruência  de  los  ângulos.  Por 
ejemplo,  notemos  que  si  A,  B  y  C  cumplen  la  definición  anterior  y  A!  =  A, 
entonces  B  <  A,  luego  existe  un  ângulo  B'  congruente  con  B  con  un  lado  en 
común  con  A!  y  contenido  en  A! .  Por  el  teorema  1.53,  los  otros  lados  de  B'  y  A' 
forman  un  ângulo  C  congruente  con  C,  luego  A!  también  es  una  suma  de  B 
y  C .  Similarmente,  el  teorema  1.54  implica  que  todas  las  sumas  de  B  y  C  son 
congruentes. 
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Convenimos  en  que  un  ângulo  llano  A  es  la  suma  de  dos  ângulos  B  y  C 
si  y  sólo  si  éstos  son  suplementarios.  Observemos  que  la  definición  general  de 
suma  es  aplicable  a  este  caso  tomando  como  vértice  de  A  cualquier  punto  de  su 
frontera. 

La  suma  de  ângulos  presenta  una  diferencia  importante  con  la  de  segmentos, 
y  es  que  no  todo  par  de  ângulos  tiene  una  suma.  Concretamente: 

Teorema  1.67  Dos  ângulos  B  y  C  admiten  una  suma  si  y  sólo  si  C  es  menor 
o  igual  que  el  suplementario  de  B. 

DemostraciÓN:  Sea  A  una  suma  de  B  y  C.  Es  claro  que  existe  un  semihaz 
de  semirrectas  contenidas  en  el  semiplano  de  A  y  con  un  extremo  l\  igual  a  un 
lado  de  A  (incluso  si  A  es  un  semiplano).  Sea  1 3  el  otro  lado  de  A.  Por  definición 
de  suma,  existe  una  semirrecta  1 2  entre  l\  y  I3  de  modo  que  1 1I2  =  B  y  I2I3  =  C. 

Si  llamamos  li  a  la  semirrecta  complementaria  de  l\  tenemos 


h  <hh  h  <hu  h  <hh  h, 

luego  C  =  I2I3  <  hh,  y  este  último  ângulo  es  el  suplementario  de  B. 

Recíprocamente,  si  C  es  menor  o  igual  que  el  suplementario  de  B ,  entonces 
podemos  tomar  B  =  I1I2,  donde  l\  es  un  extremo  de  un  semihaz  de  semirrectas 
al  cual  pertenece  1,2-  Por  hipótesis  C  <  I4I2,  donde  I4  es  la  semirrecta  comple¬ 
mentaria  de  li,  luego  existe  una  semirrecta  I3  entre  I2  y  I4  tal  que  C  =  fah-  Es 
claro  entonces  que  íi  I3  es  una  suma  de  B  y  C.  ■ 

Se  comprueba  sin  dificultad  que  la  suma  de  ângulos  es  asociativa,  es  decir, 
si  A  +  B  es  sumable  con  C,  entonces  A  también  es  sumable  con  B  +  C  y 
(A  +  B)  +  C  =  A+  (B  +  C).  Así  misrno  es  conmutativay  simplificable.  Si  B  <  C 
entonces  existe  un  único  ângulo  D  (salvo  congruência)  tal  que  C  =  B  +  D.  Lo 
representaremos  por  D  =  C  —  B . 


1.7  Más  propiedades  de  segmentos,  ângulos  y 
triângulos 

Con  los  resultados  de  que  disponemos  hasta  el  momento  ya  podemos  pro- 
bar  con  cierta  agilidad  nruchas  propiedades  intuitivamente  evidentes  acerca  de 
segmentos,  ângulos  y  triângulos.  Recogemos  aqui  las  que  nos  harán  falta  más 
adelante  para  estudiar  la  perpendicularidad,  el  paralelismo  y  las  circunferências, 
entre  otras  nociones. 

Teorema  1.68  Todo  segmento  AB  contiene  un  único  punto  M  que  cumple 
AM  =  MB.  Se  le  llama  punto  medio  dei  segmento. 

DemostraciÓN:  Sea  C  un  punto  cualquiera  fuera  de  la  recta  AB.  El 
triângulo  ACB  es  congruente  con  un  único  triângulo  BDA  contenido  en  el 
semiplano  complementario  dei  que  contiene  al  primero. 
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Los  puntos  C,  A  y  D  no  pueden  ser  co- 
lineales,  pues  entonces  los  ângulos  CAB  y 
BAD  serían  suplementarios,  luego  también 
lo  serían  los  ângulos  (iguales  a  éstos)  ABD  y 
CBA,  luego  C,  B  y  D  serían  también  colinea- 
les,  y  así  los  cuatro  puntos  estarían  alineados, 
en  contra  de  la  elección  de  C. 


Tenemos,  pues,  dos  triângulos  ACD  y  BDC,  que  tienen  sus  lados  iguales, 
luego  también  sus  ângulos.  Además  CD  corta  a  la  recta  AB  en  un  punto  M 
(porque  C  y  D  están  en  semiplanos  distintos).  Los  triângulos  AC  Al  y  BDA1 
son  iguales  por  el  critério  ALA,  luego  AAI  =  AIB.  El  punto  M  ha  de  estar 
entre  A  y  B,  pues  en  caso  contrario  habría  dos  segmentos  iguales  con  extremo 
AI  y  el  otro  extremo  al  nrismo  lado  de  M. 

La  unicidad  es  fácil  de  probar:  Si  hubiera  dos  puntos  médios  M\  y  A f2, 
podemos  suponer  que  Mi  está  entre  A  y  M2.  Entonces  AM2  =  AM \  +  M\M 2, 
luego  AB  =  2AM2  =  2AMi  +  2MiM2  =  AB  +  2MiM2,  lo  cual  es  absurdo. 


Teorema  1.69  Dado  un  ângulo  I1I2,  existe  una  única  semirrecta  l  contenida 
en  él,  tal  que  l\l  =  11 2.  Se  la  llama  bisectriz  dei  ângulo. 

DemostraciÓn :  Sea  O  el  vértice  dei  ângulo.  Tomemos  un  punto  A  en  l\  y 
sea  B  en  Z2  tal  que  O  A  =  OB.  Sea  Al  el  punto  medio  de  AB  y  l  la  semirrecta 
de  origen  O  y  que  pasa  por  AI.  Claramente  l  está  contenida  en  el  ângulo. 
Los  triângulos  O  AAI  y  OBAI  tienen  los  tres  lados  iguales,  luego  también  los 
ângulos.  En  particular  l\l  =  l  Z2.  La  unicidad  se  prueba  como  en  el  caso  de  los 
segmentos  o,  alternativamente,  se  prueba  que  una  bisectriz  ha  de  pasar  por  el 
punto  medio  de  AB.  ■ 


Teorema  1.70  Todo  ângulo  de  un  triângulo  es  menor  que  el  suplementario  de 
cualquier  otro  de  los  ângulos. 


DemostraciÓn:  Sea  el  triângulo  ABC. 
Vamos  a  probar  que  el  suplementario  de  C  es 
mayor  que  B.  Sea  D  el  punto  medio  dei  lado 
BC.  Consideremos  la  semirrecta  AÒ  y,  sobre 
cila,  sea  E  el  punto  que  cumple  AD  =  DE. 
Los  triângulos  ABD  y  EDC  son  iguales  por  el 
critério  LAL,  luego  DCE  =  B  está  contenido  en  el  ângulo  adyacente  a  C.  m 


El  teorema  siguiente  generaliza  al  critério  dei  triângulo  isósceles. 


Teorema  1.71  Los  ângulos  de  un  triângulo  satisfacen  las  mismas  desigualda¬ 
des  que  sus  respectivos  lados  opuestos. 
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DemostraciÓN:  Sea  ABC  un  triângulo  y  supongamos,  por  ejemplo,  que 
BC  <  AB.  Entonces  existe  un  punto  D  en  AB  tal  que  BD  =  BC. 

Entonces  A  =  CAD  <  CDB,  por  el  teorema  anterior,  pues  el  segundo  es 
el  suplementario  de  un  ângulo  de  ADC\  a  su  vez  CDB  =  DCB,  porque  el 
triângulo  DCB  es  isósceles,  y  por  último  DCB  <  ACB  =  C.  El  recíproco  es 
obvio:  Si  À  <  C  no  puede  ser  AB  <  BC  por  la  parte  ya  probada,  y  tampoco 
puede  darse  la  igualdad  por  el  critério  dei  triângulo  isósceles.  ■ 

En  particular  tenemos  que  un  triângulo  es  equilátero  si  y  sólo  si  tiene  sus  tres 
ângulos  iguales,  es  isósceles  si  y  sólo  si  tiene  dos  ângulos  iguales  y  es  escaleno  si 
y  sólo  si  tiene  sus  tres  ângulos  desiguales. 

1.8  Perpendiculares 

Ahora  estamos  en  condiciones  de  estudiar  el  concepto  de  perpendicularidad. 
La  definición  básica  es  la  siguiente: 

Definición  1.72  Un  ângulo  es  recto  si  es  su  propio  suplementario. 

Teorema  1.73  Existen  ângulos  rectos. 

DemostraciÓN:  Sea  hfo  un  ângulo  cualquiera.  Sea  O  su  vértice,  sea  A  un 
punto  en  l\  y  sea  B  el  punto  de  I2  que  cumple  O  A  =  OB.  Sea  M  el  punto 
medio  de  AB.  Entonces  los  ângulos  O  Aí  A  y  OMB  son  adyacentes  y  por  otra 
parte  son  iguales,  pues  los  triângulos  correspondientes  tienen  los  lados  iguales. 
Por  consiguiente  ambos  son  ângulos  rectos.  ■ 

Dos  ângulos  rectos  cualesquiera  son  iguales,  pues  si  fuera  R\  <  R2,  sus  su- 
plementarios,  por  una  parte,  deberían  cumplir  la  relación  inversa,  pero  por  otra 
parte  deberían  cumplir  la  misma.  Por  otro  lado,  es  obvio  que  todo  ângulo  con¬ 
gruente  con  un  ângulo  recto  es  recto.  La  existência  de  ângulos  rectos  generaliza 
el  teorema  1.69  al  caso  de  ângulos  llanos. 

Definición  1.74  Dos  rectas  son  perpendiculares  (lat.  perpendiculum  =  ‘plo- 
mada’)  si  son  secantes  y  uno  de  los  ângulos  que  forman — y  por  consiguiente  los 
cuatro —  es  recto. 

Dos  semirrectas  o  segmentos  son  perpendiculares  si  lo  son  sus  prolongaciones. 
Un  ângulo  es  agudo  (lat.  ‘con  punta’)  si  es  menor  que  un  ângulo  recto.  Un 
ângulo  es  obtuso  (lat.  ‘sin  punta’)  si  es  rnayor  que  un  ângulo  recto. 

Es  claro  que  el  suplementario  de  un  ângulo  agudo  es  un  ângulo  obtuso  y 
viceversa.  El  teorema  1.70  implica  que  todo  triângulo  tiene  al  menos  dos  ângulos 
agudos,  pues  si  tiene  uno  obtuso  su  suplementario  es  agudo,  y  los  otros  dos  son 
menores  que  éste.  Esto  nos  permite  clasificar  los  triângulos  en  obtusángulos, 
rectángulos  y  acutángulos  según  si  tienen,  respectivamente,  un  ângulo  obtuso, 
un  ângulo  recto  o  si  todos  sus  ângulos  son  agudos.  En  un  triângulo  rectángulo, 
los  lados  perpendiculares  se  llaman  catetos  (gr.  ‘perpendiculares’)  y  el  lado 
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situado  bajo  el  ângulo  recto  se  llama  hipotenusa  (gr.  ‘tendido  por  debajo’).  El 
teorema  1.71  implica  que  la  hipotenusa  de  un  triângulo  rectángulo  es  mayor  que 
los  catetos. 

Teorema  1.75  Dada  una  recta  r  y  un  punto  P  contenidos  en  un  plano  II, 
existe  una  única  recta  perpendicular  a  r  que  pasa  por  P  y  está  contenida  en  II. 

DemostraciÓN:  Si  el  punto  P  está  en  r  es  evidente,  pues  basta  transportar 
un  ângulo  recto  sobre  una  de  las  semirrectas  que  P  determina  en  r.  La  unicidad 
también  es  clara.  Supongamos  ahora  que  P  no  está  en  r. 

Sea  A  un  punto  de  r,  sea  P'  el  único  punto  dei  semiplano  de  II  opuesto  al 
que  contiene  a  P  y  que  cumple  que  el  ângulo  que  r  forma  con  AP'  es  igual  al 
que  forma  con  A&  así  como  que  AP  =  AP'. 

Si  P,  A  y  P'  están  alineados  entonces  la  recta  PP'  forma  con  r  dos  ângulos 
adyacentes  iguales,  luego  es  perpendicular  a  r  y  pasa  por  P.  Si  no  están  alinea¬ 
dos  entonces  la  recta  PP'  corta  a  r  en  un  punto  B  distinto  de  A.  Los  triângulos 
ABP  y  ABP'  son  iguales,  luego  también  lo  son  los  ângulos  ABP  y  ABP' ,  que 
además  son  adyacentes.  Por  lo  tanto  la  recta  PP'  es  perpendicular  a  r  y  pasa 
por  P.  Si  hubiera  dos  perpendiculares  a  r  que  pasaran  por  P ,  formarían  un 
triângulo  con  dos  ângulos  rectos,  lo  cual  es  imposible.  ■ 

El  punto  donde  la  perpendicular  a  una  recta  r  por  un  punto  P  corta  a  r  se 
llama  pie  de  la  perpendicular  a  r  por  P. 

Dados  dos  puntos  Ay  B  en  un  plano  II,  la  perpendicular  (en  II)  al  segmento 
AB  por  su  punto  medio  se  llama  mediatriz  de  AB.  Es  inmediato  comprobar 
que  la  mediatriz  de  un  segmento  AB  contiene  exactamente  a  los  puntos  que 
equidistan  de  sus  extremos,  es  decir,  que  cumplen  AX  =  BX. 

Observemos  que  si  P  es  un  punto  exterior  a  una  recta  r  y  Q  es  el  pie  de 
su  perpendicular  por  P,  entonces  PQ  es  menor  que  PR  para  cualquier  otro 
punto  R  de  r.  En  efecto,  el  triângulo  PQR  es  rectángulo,  y  su  lado  mayor  es  la 
hipotenusa  PR. 

Teorema  1.76  Todo  lado  de  un  triângulo  es  menor  que  la  suma  de  los  otros 
dos  y  mayor  que  su  diferencia. 


DemostraciÓN:  Consideremos  un  triângulo  ABC  y  tracemos  la  perpendi¬ 
cular  por  A  a  la  recta  BC.  Distinguimos  tres  casos. 

1)  Si  el  pie  de  la  perpendicular  es  B  o  C  (por  ejemplo  B),  entonces  el 
triângulo  es  rectángulo  y  BC  es  menor  que  la  hipotenusa  AC,  y  en  particular 
es  menor  que  AC  +  AB. 

2)  Si  el  pie  de  la  perpendicular  está  fuera  dei  segmento  BC,  digamos  que 
es  un  punto  P  de  modo  que  B  está  entre  P  y  C,  entonces  BC  <  PC,  que 
es  el  cateto  de  un  triângulo  rectángulo  de  hipotenusa  AC,  luego  tenemos  que 
~BC  <  ÃC  <  ÃC  +  ÃB. 
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3)  Si  el  pie  de  la  perpendicular  es  un  punto  X  entre  ByC,  entonces  tenemos 
dos  triângulos  rectángulos  AX 13  y  AXC,  de  hipotenusas  AB  y  AC,  luego 


BC  =  BX  +  XC  <AB  +  AC. 

La  segunda  propiedad  es  consecuencia  de  la  primera.  Si  llamamos  a,  b  y  c  a 
los  tres  lados  y,  por  ejemplo,  b  <  c,  entonces  a  +  b  >  c  implica  a  >  c  —  b.  ■ 


Teorema  1.77  Sea  ABC  un  triângulo  rectángulo,  cuyo  ângulo  recto  es  Â  y  sea 
X  un  punto  entre  A  y  B.  Entonces  CX  <  CB. 


B 


X 

A 


DemostraciÓn:  Como  X  está  entre  Ay  B,  los  ângu¬ 
los  CX  A  y  CXB  son  suplementados,  y  el  primero  es 
agudo,  porque  CAX  es  rectángulo  y  su  ângulo  recto  es  A, 
luego  el  segundo  es  obtuso.  Por  lo  tanto,  aplicando  el  teo¬ 
rema  1.71  al  triângulo  CXB ,  concluimos  que  CX  <  CB. 


Ahora  pasamos  a  ocupamos  de  la  perpendicularidad 
entre  rectas  y  planos.  El  resultado  básico  es  el  siguiente: 


Teorema  1.78  Si  una  recta  es  perpendicular  a  dos  rectas  contenidas  en  un 
plano,  entonces  es  perpendicular  a  todas  las  rectas  contenidas  en  dicho  plano  y 
que  pasan  por  el  punto  de  corte. 


A! 


DemostraciÓn:  Sea  O  el  punto  de  corte  entre  la  recta 
y  el  plano.  Sea  A  otro  punto  de  la  recta  y  A'  el  simétrico 
de  A  respecto  a  O  (es  decir,  el  que  cumple  AO  =  O  A'). 
Consideremos  una  recta  cualquiera  contenida  en  el  plano  que 
pase  por  O.  Fijemos  en  particular  una  de  sus  semirrectas  de 
origen  O.  Esta  estará  contenida  en  uno  de  los  cuatro  ângulos 
en  que  las  rectas  de  la  hipótesis  dividen  al  plano.  Digamos 
que  este  ângulo  es  BOC.  Entonces  la  semirrecta  corta  al 
segmento  BC  en  un  punto  D.  En  estos  términos  tenemos 
que  los  ângulos  AOB  y  AOC  son  rectos,  y  queremos  probar 
que  AOD  también  lo  es. 


Los  triângulos  AOC  y  A'OC  son  iguales  por  el  critério  LAL  y  lo  mismo 
sucede  con  AOB  y  A'OB.  Esto  implica  que  los  triângulos  ABC  y  A' BC  también 
son  iguales,  por  el  critério  LLL.  De  aqui  pasamos  a  que  los  triângulos  ADB  y 
A'DB  también  son  iguales,  esta  vez  por  el  critério  LAL,  lo  que  nos  da  finalmente 
la  igualdad  de  los  triângulos  AOD  y  A'OD,  pues  sus  lados  son  iguales.  Esto 
implica  que  los  ângulos  AOD  y  A' O  D  son  iguales,  a  la  vez  que  adyacentes,  luego 
son  rectos.  ■ 
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Definición  1.79  Diremos  que  una  recta  es  perpendicular  a  un  plano  II  si  lo 
corta  en  un  punto  P  y  es  perpendicular  a  todas  las  rectas  contenidas  en  II  que 
pasan  por  P. 

Los  teoremas  siguientes  valen  únicamente  en  un  espacio  tridimensional: 

Teorema  1.80  La  unión  de  todas  las  rectas  perpendiculares  a  una  recta  r  que 
pasan  por  uno  de  sus  puntos  es  un  plano. 

DemostraciÓN:  Sea  P  un  punto  de  r.  Consideremos  dos  planos  que  pasen 
por  r  (teorema  1.36),  tracemos  en  cllos  sendas  perpendiculares  a  r  por  P  y  sea 
II  el  plano  que  las  contiene.  Entonces  r  es  perpendicular  a  dos  rectas  de  II, 
luego  por  el  teorema  anterior  es  perpendicular  a  todas  las  rectas  que  pasan 
por  P  y  están  contenidas  en  II.  Falta  probar  que  toda  recta  perpendicular  a 
r  por  P  está  contenida  en  II.  Sea  s  una  de  estas  rectas.  Entonces,  por  el 
axioma  A6,  el  plano  que  contiene  a  r  y  a  s  corta  a  II  en  una  recta  que,  según 
sabemos,  es  perpendicular  a  r.  Como  en  un  misrno  plano  sólo  puede  haber  una 
perpendicular,  dicha  intersección  es  s,  luego  s  está  contenida  en  II.  ■ 

Teorema  1.81  Dado  un  plano  II  y  un  punto  A,  existe  una  única  recta  perpen¬ 
dicular  a  II  que  pasa  por  A. 

DemostraciÓN:  Supongamos  primero  que  A  está  en  II.  Entonces  consi¬ 
deramos  dos  rectas  perpendiculares  contenidas  en  II  que  se  corten  en  A.  Sus 
respectivos  planos  perpendiculares  se  cortarán  en  una  recta,  que  será  perpendi¬ 
cular  a  las  dos  elegidas,  luego  a  todas  las  de  II. 

Supongamos  ahora  que  A  no  está  en  II.  Tomemos  una  recta  cualquiera  r 
contenida  en  II,  sea  D  £  II  el  pie  de  la  perpendicular  a  r  por  A,  sean  B  y  C 
puntos  en  r  situados  en  semirrectas  opuestas  respecto  a  D ,  sea  s  la  perpendicular 
a  r  por  D  contenida  en  II,  sea  A'  el  punto  situado  en  el  semiplano  de  frontera 
s  complementado  dei  que  contiene  a  A  y  que  hace  que  DA'  forme  el  mismo 
ângulo  con  s  que  DÁ  y  además  DA'  =  DA  y  sea  O  el  punto  en  que  AA!  corta 
a  s  (la  figura  de  la  prueba  dei  teorema  1.78  ilustra  también  la  situación  actual). 

Por  construcción  ODA  =  O  D  A' ,  de  donde  ADB  =  A'DB  y  ADC  =  AD'C 
(recordar  que  ambos  son  rectángulos).  Por  lo  tanto  tenemos  que  ABO  =  A' BO 
y  ACO  =  A'CO ,  luego  ambos  son  rectángulos,  y  así  la  recta  AA'  es  perpendi¬ 
cular  a  OB  y  OC,  luego  a  II.  ■ 

Como  en  el  caso  de  las  rectas,  el  punto  donde  la  perpendicular  a  un  plano 
II  por  un  punto  A  corta  a  II  se  llama  pie  de  la  perpendicular  a  II  por  A. 


1.9  Círculos  y  circunferências 

Definición  1.82  Dado  un  plano  II,  un  punto  O  en  II  y  un  segmento  r,  llama- 
remos  círculo  de  centro  O  y  radio  r  al  conjunto  de  todos  los  puntos  P  de  II  tales 
que  OP  <  r.  Llamaremos  circunferência  (lat.  circumferre  =  dlevar  alrededor’) 
de  centro  O  y  radio  r  en  II  al  conjunto  de  todos  los  puntos  P  de  II  tales  que 
OP  =  r. 
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Cada  círculo  tiene  asociada  una  circunferência  (la  dei  nrismo  centro  y  radio), 
a  la  que  se  llama  también  su  frontera.  Los  puntos  dei  círculo  que  no  pertenecen  a 
la  circunferência  se  llaman  interiores,  mientras  que  los  puntos  que  no  pertenecen 
al  círculo  se  llaman  puntos  exteriores  a  él. 

También  se  llama  radio  de  un  círculo  o  circunferência  a  cualquier  segmento 
que  una  su  centro  con  uno  de  los  puntos  de  la  circunferência.  Es  claro  que  todos 
los  rádios  son  congruentes  entre  sí.  Un  segmento  que  une  dos  puntos  de  una 
circunferência  se  llama  cuerda  de  la  inisma.  Una  cuerda  que  pase  por  el  centro 
se  llama  diâmetro  (gr.  ‘medida  transversal’).  Es  fácil  ver  que  un  diâmetro  es 
igual  a  dos  veces  el  radio. 

Se  comprueba  fácilmente  que  cada  círculo  o  circunferência  contiene  al  menos 
tres  puntos  no  colineales,  con  lo  que  determina  el  plano  que  lo  contiene,  al  que 
llamaremos  su  soporte.  Veamos  que  también  determina  su  centro  y  su  radio 
(éste  último  salvo  congruência): 

Supongamos  que  un  misrno  conjunto  de  puntos  fuera  a  la  vez  un  círculo 
(o  circunferência)  de  centro  O  y  radio  r  y  de  centro  O'  y  radio  r' .  Entonces 
consideramos  los  puntos  que  indica  la  figura: 

I - 1 - 1 - 1 

AO  O'  B 

Tomamos  A  de  modo  que  O  A  =  r.  Así,  A  está  en  la  circunferência  (y  en  el 
círculo),  pero  como  O' A  >  r,  tiene  que  ser  r'  >  r.  Pero  razonando  con  B  que 
cumple  O' B  =  r'  concluimos  igualmente  que  r'  <  r,  contradicción. 

Esto  prueba  que  el  centro  de  un  círculo  o  circunferência  es  único.  En  el  caso 
de  la  circunferência  es  claro  entonces  que  el  radio  es  único  salvo  congruência, 
pues  cualquier  segmento  que  una  un  punto  de  la  circunferência  con  su  centro 
es  un  radio.  En  el  caso  dei  círculo  un  radio  está  determinado  por  la  propiedad 
de  que  es  un  segmento  que  une  el  centro  con  un  punto  dei  círculo  y  que  no  hay 
ninguno  mayor  que  curnpla  lo  nrismo. 

En  particular,  esto  implica  que  cada  círculo  determina  su  frontera  y  vice- 
versa,  pues  cualquiera  de  los  dos  determina  el  centro  y  el  radio  y  éstos  a  su 
vez  determinan  el  otro.  Esto  justifica  que  hablemos,  por  ejemplo,  de  puntos 
interiores  y  exteriores  a  una  circunferência  cuando  propiamente  son  interiores  o 
exteriores  al  círculo  que  la  tiene  por  frontera. 

Teorema  1.83  Los  círculos  son  conjuntos  convexos. 

DemostraciÓN:  Sean  Ay  B  dos  puntos  en  un  círculo  de  centro  O  y  radio  r. 
Si  O  está  en  la  recta  AB  es  fácil  ver  que  todo  X  tal  que  A  —  X  —  B  cumple 
OX  <  r.  En  caso  contrario  sea  C  el  pie  de  la  perpendicular  a  AB  por  O. 
Entonces  OCA  es  un  triângulo  rectángulo,  luego  OC  <  O  A  <  r,  luego  C  está 
en  el  círculo,  y  el  teorema  1.77  implica  que  todo  X  que  curnpla  A  —  X  —  C  o 
bien  B  —  X  —  C  cumple  OX  <  O  A,  OB  <r,  y  esto  incluye  a  todos  los  puntos 
de  A  —  X  —  B  distintos  de  C.  m 


1.9.  Círculos  y  circunferências 


39 


Definición  1.84  Diremos  que  una  recta  r  es  tangente  (lat.  ‘que  toca’)  a  una 
circunferência  lo  si  r  y  lo  están  contenidas  en  el  mismo  plano  y  no  tienen  más 
que  un  punto  en  común.  Igualmente  diremos  que  dos  circunferências  lo  y  lo'  son 
tangentes  si  están  contenidas  en  el  mismo  plano  y  no  tienen  más  que  un  punto 
en  común. 


Veamos  que  toda  circunferência  tiene  rectas  tangentes: 


Teorema  1.85  Sea  lo  una  circunferência  de  centro  O  y  radio  OA.  Entonces 
la  recta  perpendicular  a  O  A  por  el  punto  A  (en  el  plano  de  lo)  es  tangente  a  lo 
y,  excepto  por  el  punto  A,  todos  sus  puntos  son  exteriores  al  círculo  delimitado 
por  lo.  Recíprocamente,  si  r  es  una  recta  tangente  a  lo  por  el  punto  A,  entonces 
r  es  perpendicular  a  O  A.  En  particular,  por  cada  punto  de  una  circunferência 
pasa  una  única  recta  tangente. 


DemostraciÓN:  Si  r  es  la  perpendicular  a  O  A 
por  Ay  B  es  cualquier  otro  de  sus  puntos,  entonces  el 
triângulo  AOB  es  rectángulo  y  su  hipotenusa  es  rnayor 
que  sus  catetos:  OB  >  O  A,  luego  B  es  exterior  al 
círculo.  En  particular,  ningún  otro  punto  de  r  aparte 
A  de  A  está  en  lo,  luego  r  es  tangente. 

Recíprocamente,  si  r  es  una  recta  tangente  a  lo  que 
pasa  por  el  punto  A,  no  puede  ser  O  A,  porque  esta 
7  recta  corta  awen  otro  punto  A'  tal  que  A'  —  O  —  A. 
Sea  B  el  pie  de  la  perpendicular  a  r  por  O.  Basta  probar  que  B  =  A.  En  caso 
contrario,  sea  A  —  B  —  A'  de  modo  que  AB  =  BA' .  Los  triângulos  OAB  y  OA' B 
son  rectángulos  y  tienen  dos  lados  iguales  (uno  coincidente  y  otro  congruente). 
Por  lo  tanto  son  semej  antes,  luego  O  A  =  OA! ,  luego  A!  €  lo  y  es  un  segundo 
punto  donde  r  corta  a  lo,  contradicción.  ■ 


Teorema  1.86  Sea  lo  una  circunferência  y  r  una  recta  contenida  en  su  mismo 
plano.  Si  r  corta  a  lo  pero  no  es  tangente  a  ella,  entonces  se  cortan  exactamente 
en  dos  puntos. 


DemostraciÓN:  Sea  A  un  punto  de  corte  entre  r  y  lo.  Si  r  no  es  tangente 
a  lo,  entonces  no  es  perpendicular  a  O  A,  por  el  teorema  anterior. 


Sea  B  el  pie  de  la  perpendicular  a  r  por  O  y  sea 
A—B  —  A'  tal  que  AB  =  BA' .  Como  en  la  prueba  dei 
teorema  anterior  razonamos  que  A'  también  está  en 
lo,  y  ahora  basta  aplicar  el  teorema  1.77  para  probar 
que  cualquier  otro  punto  C  de  r  no  está  en  lo.  (El 
caso  en  que  B  =  O  hay  que  tratarlo  aparte.)  De  paso 
podemos  concluir  que  la  intersección  de  r  con  el  círculo 
determinado  por  lo  es  AA' .  m 

Ahora  estudiamos  la  tangencia  entre  dos  circunfe¬ 
rências: 
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Teorema  1.87  Sean  O ,  O' ,  A  tres  puntos  colineales  distintos  dos  a  dos.  En- 
tonces,  la  circunferência  uj  de  centro  O  y  radio  O  A  (en  un  plano  dado)  es 
tangente  a  la  circunferência  ui'  de  centro  O'  y  radio  O' A  (en  el  mismo  plano). 
Recíprocamente,  si  dos  circunferências  son  tangentes  en  un  punto  A,  entonces 
sus  centros  son  colineales  con  A. 


DemostraciÓN :  Es  fácil  ver  que  w  y  w'  no  pueden  tener  otro  punto  en 
común  sobre  la  recta  r  que  contiene  a  los  tres  puntos  (distinguiendo  dos  casos 
sobre  su  posición  relativa).  Supongamos  ahora  que  hay  un  segundo  punto  de 
intersección  B  fuera  de  dicha  recta.  Distinguimos  también  los  dos  casos  O  — 

O'  —  AyO-A-O'.  _  _ 

Si  se  cumple  O  —  O'  —  A,  como  OB  =  O  A,  se 

cumple  OAB  =  OBA ,  pero  por  el  mismo  motivo 
OAB  =  CyAB  =  OÕBÀ.  Así  pues  OBA  =  ÕÕ3À, 
O  O'  A  lo  cual  contradice  la  unicidad  dei  axioma  C4. 

En  el  caso  en  que  O  —  A  —  O'  los  dos  triângulos 
OAB,  O' AB,  son  isósceles,  luego  sus  ângulos  en  A 
y  en  B  deberían  ser  iguales,  luego  agudos,  pero  los 
ângulos  OAB  y  O'  AB  son  suplementarios,  luego  no 
pueden  ser  los  dos  agudos,  contradicción. 


Recíprocamente,  supongamos  que  las  dos  circunferências  son  tangentes  en  A, 
pero  que  O,  O'  y  A  no  son  colineales.  Entonces  podemos  formar  un  triângulo 
00'B  =  OO'  A  en  el  semiplano  opuesto  al  que  contiene  al  punto  A,  y  así  tenemos 
otro  punto  B  en  la  intersección  de  las  dos  circunferências,  contradicción.  ■ 


Teorema  1.88  Si  dos  círculos  tienen  circunferências  tangentes,  o  bien  uno 
está  contenido  en  el  otro  o  bien  no  tienen  más  punto  en  común  que  el  punto  de 
tangencia. 

DemostraciÓN:  Sean  O  y  O'  los  centros  y  sea  A  el  punto  de  tangencia. 
Por  el  teorema  anterior  son  colineales.  Distingamos  los  casos  O  —  O'  —  A  y 

O -A- O'.  _  _ 

Supongamos  O  —  O'  —  A,  con  lo  que  O' A  <  O  A.  Sean  B  y  B'  los  puntos  de 
la  recta  OO'  tales  que  BO  =  O  A  y  B'0'  =  O'  A.  Es  fácil  ver  que 


B'A  =  B'0'  +  O' A  <  BO  +  OA  =  BA. 
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Como  B  y  B'  están  al  mismo  lado  respecto  de  A  (el  lado  al  que  están  O  y  O'), 
podemos  concluir  que  B'  A  C  BA.  Pero  la  intersección  de  O  O'  con  el  círculo 
de  centro  O'  es  B'A,  y  la  intersección  con  el  círculo  de  centro  O  es  BA.  Por 
lo  tanto,  si  X  es  un  punto  dei  círculo  de  centro  O'  contenido  en  OO' ,  podemos 
afirmar  que  está  en  el  círculo  de  centro  O. 

Supongamos  ahora  que  X  no  está  en  la  recta  OO'.  Entonces  podemos  aplicar 
el  teorema  1.76,  según  el  cual 

õx  <  õõ7  +  TTx  <  õõ7  +  Wã  =  õã, 

lo  que  prueba  que  X  está  en  el  círculo  de  centro  O. 

Ahora  supongamos  que  O  —  A  —  O' .  Tomamos  puntos  B  —  O  —  A  —  O'  —  B' 
tales  que  BO  =  O  A  y  AO'  =  0'B'.  Ahora  sucede  que  las  intersecciones  de  los 
círculos  con  la  recta  OO'  son  los  segmentos  BA  y  AB',  que  sólo  tienen  en  común 
el  punto  A.  Así  pues,  un  hipotético  punto  común  alternativo  X  no  puede  estar 
en  la  recta  OO' ,  pero  si  existiera  tal  punto,  el  teorema  1.76  nos  daria  que 

ÕÕ7  <  ÕX  +  XÕ7  <  ÕÃ  +  ÃÕ7  =  ÕÕ7, 

contradicción.  ■ 

Teorema  1.89  Si  dos  circunferências  (coplanares)  distintas  tienen  un  punto  en 
común  y  no  son  tangentes,  entonces  tienen  exactamente  dos  puntos  en  común. 

DemostraciÓN:  Sean  O  y  O'  los  centros  respectivos  y  sea  A  un  punto 
común.  Por  el  teorema  1.87  O ,  O'  y  A  no  son  colineales,  y  el  argumento  de  la 
parte  final  de  la  prueba  muestra  que  existe  un  segundo  punto  de  corte  B  situado 
al  otro  lado  de  la  recta  OO'  respecto  de  A.  Falta  probar  que  no  hay  más.  Ahora 
bien,  si  C  es  un  punto  de  corte,  tampoco  puede  ser  colineal  con  O  y  O' ,  porque 
entonces  las  circunferências  serían  tangentes,  y  el  triângulo  00'C  sólo  puede 
ser  uno  de  los  dos  triângulos  OO' A,  OO' B,  por  el  axioma  C5,  luego  C  tiene  que 
ser  A  o  B.  m 

El  primer  resultado  que  presenta  Euclides  en  sus  Elementos  es  la  cons- 
trucción  de  un  triângulo  equilátero.  Consiste  en  tomar  un  segmento  arbitrário 
AB,  trazar  con  el  compás  las  circunferências  de  centros  A  y  B  y  radio  AB  y 
tomar  como  tercer  vértice  dei  triângulo  uno  de  los  dos  puntos  en  los  que  éstas 
se  cortan. 


Sin  embargo,  la  existência  de  tales  puntos  de  corte  jno  se  deduce  de  los 
postulados  de  Euclides!  Tampoco  se  deduce  de  nuestros  axiomas,  sino  que  de 
momento  necesitamos  introducir  un  axioma  específico  para  esta  situación: 
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Axioma  de  las  circunferências  Sean  lo  y  lo'  dos  circunferências  coplanares. 
Si  uj'  pasa  por  un  punto  interior  y  otro  exterior  a  lo,  entonces  ambas  circunfe¬ 
rências  se  cortan. 

Notemos  que  en  las  hipótesis  dei  axioma  las  circunferências  no  pueden  ser 
tangentes,  por  el  teorema  1.88,  luego  la  conclusión  es,  más  concretamente,  que 
se  cortan  en  dos  puntos. 

Con  este  axioma  ya  se  puede  justificar  fácilmente  la  existência  de  triângulos 
equiláteros  mediante  la  construcción  de  Euclides.  A  su  vez  deducimos  una 
propiedad  análoga  sobre  existência  de  cortes  entre  rectas  y  circunferências: 


Teorema  1.90  Si  una  recta  está  contenida  en  el  plano  de  una  circunferência 
y  pasa  por  un  punto  interior  a  ésta,  entonces  corta  a  la  circunferência  en  dos 
puntos. 


DemostraciÓN :  Sean  O  y  r  el  centro  y  el  radio  de  la  circunferência  to  y 
sea  s  la  recta.  Si  s  pasa  por  O  es  inmediato  que  corta  a  la  circunferência  en  dos 
puntos.  En  caso  contrario  sea  B  el  punto  de  s  por  donde  pasa  la  perpendicular 
a  s  por  O.  Sea  O  —  B  —  O'  de  modo  que  OB  =  BO' .  Sea  u/  la  circunferência 
de  centro  O'  y  radio  r  (contenida  en  el  mismo  plano).  Esta  corta  a  O  O'  en  dos 
puntos  C  y  D.  Concretamente,  tomamos  C  en  el  mismo  lado  que  O  respecto 
de  O'  y  D  en  el  opuesto,  como  muestra  la  figura. 


Que  s  contenga  un  punto  A  interior  a  lo 
se  traduce  en  que  OB  <  O  A  <  r,  luego  B 
es  también  interior  a  lo.  Como  OB  =  BO', 
resulta  que  0'B  <  r  =  0'C.  Pero  B  y  C 
están  en  el  mismo  lado  de  O',  luego  tiene 
que  ser  C  —  B  —  O' ,  luego  C  y  O'  están 
en  lados  opuestos  respecto  de  s.  Lo  mismo 
pasa  con  O  y  O',  luego  C  y  O  están  al 
mismo  lado  de  s.  Vamos  a  probar  que  C  es 
interior  a  lo,  para  lo  cual  distinguimos  dos  casos: 


Si  O  —  C  —  B,  entonces  OC  <  OB  <  r,  luego  C  es  interior. 

Si  C  —  O  —  B,  como  CO  C  CO',  también  C  —  O  —  O' ,  luego  CO  <  CO'  =  r, 
y  llegamos  a  la  misma  conclusión. 

Si  C  =  O  la  conclusión  es  trivial. 


Por  otra  parte,  O  —  O'  —  D,  luego  OD  >  O' D  =  r,  luego  D  es  exterior  a  u>. 

Esto  nos  permite  aplicar  el  axioma  de  las  circunferências,  que  nos  da  que  lo 
y  lo'  se  cortan  en  dos  puntos  E  y  E’ .  Sólo  queda  observar  que  ambos  están  en 
s,  pues  equidistan  de  O  y  O'  y  s  es  la  mediatriz  dei  segmento  OO' .  ■ 

Ahora  podemos  demostrar  que  las  condiciones  necesarias  dadas  por  el  teo¬ 
rema  1.76  para  que  exista  un  triângulo  con  unos  lados  dados  son  también  sufi¬ 
cientes: 
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Teorema  1.91  Sean  n,  r2  y  r 3  tres  segmentos  que  cumplan  las  desigualdades 
r2  <  T3  y  T3  —  T2  <  r  1  <  T2  +  T3  (o  simplemente  rq  <  V2  +  ^3  si  V2  =  r^). 
Entonces  existe  un  triângulo  de  lados  r\,  V2  y  9-3 . 


DemostraciÓn  :  Tomamos  un  segmento  OO'  =  r^  y  consideramos  la  cir¬ 
cunferência  ui  de  centro  O  y  radio  rq  y  la  circunferência  ui'  de  centro  O'  y  radio  r2 . 
Sean  Ay  A!  los  puntos  en  que  u/  corta  a  la  recta  OO' .  Concretamente,  sea  A 
el  que  está  al  mismo  lado  de  O'  que  O. 

Entonces  O  A  =  r^  —  r2  (o  bien  O  =  A) ,  luego  por  hipótesis  A  es  interior  a 
la  circunferência  u.  Por  otra  parte,  O  A'  =  r2  +  r^  >  r  1,  luego  A!  es  exterior  a 
la  circunferência  u>. 

El  axioma  de  las  circunferências  nos  da  que  oj  y  to'  se  cortan  en  un  punto  X 
de  modo  que  el  triângulo  OO' X  cumple  lo  requerido.  ■ 

Otra  aplicación  es  la  siguiente: 

Teorema  1.92  Dados  dos  segmentos  c  <  h  existe  un  triângulo  rectángulo  cuya 
hipotenusa  es  congruente  con  h  y  uno  de  sus  catetos  es  congruente  con  c. 

DemostraciÓn:  Sea  c  =  O  A  y  sea  ui  la  circunferência  de  centro  O  y  radio 
h.  La  perpendicular  a  O  A  por  A  pasa  por  A,  que  es  interior  a  u>,  luego  corta  a 
ui  en  un  punto  B.  El  triângulo  OAB  cumple  lo  requerido.  ■ 

Ejercicio:  Deducir  dei  teorema  anterior  que  por  un  punto  exterior  a  una  circunferên¬ 
cia  pasan  dos  de  sus  rectas  tangentes. 


Capítulo  II 


La  geometria  arquimediana 


Dedicamos  este  capítulo  a  introducir  y  desarrollar  unos  conceptos  muy  in¬ 
tuitivos,  pero  también  muy  técnicos.  De  hecho,  se  trata  de  un  punto  en  el  que 
la  intuición  ‘engana’  un  poco,  pues  una  cuestión  aparentemente  muy  simple  en- 
cierra  una  sutileza.  Nos  referimos  a  los  conceptos  de  medida  de  segmentos  y 
ângulos,  es  decir,  al  proceso  que  permite  asignar  a  cada  segmento  un  número  que 
determine  su  longitud  y  a  cada  ângulo  otro  número  que  determine  su  amplitud. 

En  sentido  estricto,  es  imposible  determinar  la  longitud  de  un  segmento 
mediante  un  número.  Lo  único  que  podemos  hacer  es  encontrar  un  número  que 
determine  la  longitud  de  un  segmento  en  comparación  con  la  de  otro  conocido 
que  tomemos  arbitrariamente  como  unidad.  En  la  concepción  de  la  geometria 
que  tenían  los  griegos  la  noción  de  proporción  o  razón  entre  dos  segmentos 
representaba  un  papel  central.  La  idea  es  que  la  razón  de  dos  segmentos  v  y 
u  es,  por  ejemplo,  4  :  7  si  al  dividir  el  segundo  en  siete  partes  iguales  y  sumar 
cuatro  de  estas  partes  obtenemos  un  segmento  igual  al  primero.  En  términos 
de  medidas  esto  significa  que  si  tomamos  a  u  como  unidad,  entonces  v  mide  4/7 
unidades. 

Los  griegos  no  concebían  otra  forma  de  comparar  longitudes  entre  segmentos 
que  encontrar  una  ‘razón’  entre  ellas,  y  por  ello  daban  por  hecho  que,  como  era 
inconcebible  que  un  segmento  no  pudiera  ser  medido,  debía  guardar  siempre  una 
cierta  razón  con  cualquier  unidad  prefijada.  Sin  embargo,  se  dieron  cuenta  de 
que  no  es  así,  ya  que,  como  veremos  más  adelante,  fijado  un  segmento  unitário, 
siempre  es  posible  encontrar  otro  cuya  longitud  sea  ‘irracional’  respecto  a  él, 
pero  nunca  llegaron  a  asimilar  completamente  este  hecho.  No  obstante,  Euclides 
desarrolló  una  teoria  sobre  proporciones  entre  segmentos  disenada  especialmente 
para  ser  compatible  con  la  existência  de  tales  longitudes  irracionales. 

El  enfoque  que  presentamos  aqui  refleja  la  idea  de  Euclides  de  “dejar  abierta 
la  posibilidad  de  que  existan  irracionales  sin  entrar  de  momento  en  ella” ,  pero 
al  mismo  tiempo  “materializaremos”  las  posibles  longitudes  irracionales  de  los 
segmentos  a  través  dei  concepto  de  ‘número  real’,  que  sin  lugar  a  dudas  va 
mucho  más  allá  de  lo  que  Euclides  tenía  in  mente  en  su  tratamiento  de  las 
proporciones. 
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Capítulo  2.  La  geometria  arquimediana 


2.1  Proporciones  entre  segmentos 

En  el  capítulo  anterior  hemos  definido  la  suma  de  segmentos,  de  modo  que 
tres  segmentos  cumplen  w  =  u  +  v  si  w  =  PQ  y  existe  un  punto  R  entre  P  y 
Q  tal  que  u  =  PR  y  v  =  RQ.  Hay  que  tener  presente  que  no  hemos  definido 
un  único  segmento  u  +  v,  sino  que  existe  una  única  clase  de  congruência  de 
segmentos  w  que  cumplen  w  =  u  +  v. 

En  particular,  dado  un  número  natural  m  >  1,  podemos  definir  v  =  mu 
como  que  v  resulta  de  surnar  u  consigo  mismo  m  veces,  y  nuevamente  no  tene- 
mos  definido  un  segmento  mu,  sino  una  única  clase  de  congruência  de  segmentos 
v  tales  que  v  =  mu.  Esta  relación  se  interpreta  como  que  el  segmento  v  puede 
dividirse  en  m  segmentos,  todos  cllos  congruentes  con  u  (y  en  particular  con¬ 
gruentes  entre  sí). 

El  teorema  1.48,  que  afirma  que  la  suma  de  segmentos  es  simplificable,  nos 
da  que  si  v  =  mu  y  v'  =  mu'  y  v  =  v' ,  entonces  u  =  u'.  Esto  significa  que  si  un 
segmento  v  se  puede  dividir  en  m  partes  iguales,  la  longitud  de  dichas  partes 
está  completamente  determinada  por  la  longitud  de  v  y  por  el  número  m. 

Hay  un  hecho  elemental  que  no  podemos  demostrar  con  los  axiomas  que 
hemos  dado  hasta  el  momento,  aunque  veremos  (3.14)  que  se  deduce  dei  axioma 
de  las  paralelas: 

Propiedad  de  la  división  de  segmentos  Dado  un  segmento  v  y  un  número 
natural  n  >  1,  existe  un  segmento  u  tal  que  v  =  nu. 

En  otras  palabras:  todo  segmento  se  puede  dividir  en  cualquier  número  de 
partes  iguales.  El  teorema  1.68  sobre  la  existência  dei  punto  medio  implica  que 
para  todo  segmento  v  existe  otro  segmento  u  tal  que  v  =  2 u,  de  donde  se  sigue 
claramente  que  v  puede  dividirse  en  2™  partes  iguales,  para  todo  natural  n,  pero, 
con  los  axiomas  que  hemos  dado,  no  podemos  demostrar  ni  siquiera  que  todo 
segmento  se  pueda  dividir  en  tres  partes  iguales. 

Para  que  la  exposición  sea  más  natural  vamos  a  suponer  la  propiedad  de 
división  de  segmentos,  pero  al  mismo  tiempo  explicaremos  mediante  notas  al 
pie  cómo  se  puede  sustituir  en  todo  momento  por  su  restricción  a  potências  de  2, 
que  tenemos  demostrada. 

Según  hemos  indicado,  si  se  da  la  relación  u  =  nv,  la  clase  de  congruência 
de  u  determina  la  de  v,  por  lo  que  podemos  escribir  v  =  u/n,  donde  hay  que 
entender,  como  siempre,  que  no  tenemos  definido  ningún  segmento  u/n  en  par¬ 
ticular,  sino  que  v  es  cualquiera  de  los  segmentos  que  cumplen  u  =  nv,  que  son 
todos  congruentes  entre  sí  (si  es  que  existen). 

Es  fácil  ver  que  m(u/mn )  =  u/n,  es  decir,  que  si  dividimos  un  segmento  u  en 
mn  partes  iguales  y  tomamos  m  de  ellas,  obtenemos  un  segmento  congruente  con 
el  que  resulta  de  dividir  u  en  n  partes  iguales.  Esto  hace  que  si  r  =  m/n  =  m' /n! 
son  dos  fracciones  correspondientes  a  un  mismo  número  racional  positivo  r  (con 
m,  n,  m! ,  n'  números  naturales  no  nulos)  entonces 

m(u/n)  =  mn'(u/(nn'))  =  nm!  (u/nn!)  =  m'(u/n'). 
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A  partir  de  aqui  ya  podemos  definir  el  concepto  de  ‘razón’  entre  dos  segmen¬ 
tos  en  el  sentido  explicado  en  la  introducción  de  este  capítulo: 

Definición  2.1  Si  u,  v  son  dos  segmentos  yr  =  m/n  es  un  número  racional 
positivo,  definimos1  v  =  ru  como  v  =  m(u/n). 

Acabamos  de  probar  que  esta  definición  depende  de  r  y  no  de  la  expresión 
que  elijamos  para  r  como  cociente  de  números  naturales.  Una  vez  más,  no 
tenemos  definido  ningún  segmento  ru  en  particular,  sino  que  tenemos  una  única 
clase  de  congruência  de  segmentos  v  que  cumplen  v  =  ru,  y  dicha  clase  sólo 
depende  de  r  y  de  la  clase  de  congruência  de  u. 

Así,  ru  es  el  segmento  que  resulta  de  dividir  u  en  n  partes  iguales  y  sumar 
m  de  ellas.  Si  v  =  ru  podemos  decir  que  el  número  racional  r  es  la  ‘razón’  entre 
los  segmentos  u  y  v. 

Una  comprobación  rutinaria  nos  da  las  propiedades  siguientes: 

1.  ( rs)u  =  r(su ),  r(u  +  v)  =  ru  +  rv,  (r  +  s)u  =  ru  +  su,  1  u  =  u, 

2.  Si  ru  =  rv  entonces  u  =  v, 

3.  Si  ru  =  su,  entonces  r  =  s, 

4.  Si  r  <  s  entonces  ru  <  su, 

5.  Si  u  <  v  entonces  ru  <  rv, 

para  todos  los  números  racionales  positivos  r,  s  y  todos  los  segmentos  u  y  v. 

Podemos  decir  que  al  establecer  una  relación  v  =  ru  entre  dos  segmentos 
hemos  “medido”  v  tomando  a  u  como  unidad,  en  el  sentido  de  que  el  número  r 
determina  el  tamano  de  v  en  función  dei  tamano  de  u.  Pero,  según  indicábamos 
en  la  introducción  de  este  capítulo,  este  concepto  de  ‘medida’  no  va  a  ser  su¬ 
ficiente,  y  vamos  a  introducir  otro  más  general.  Antes  conviene  considerar  el 
concepto  siguiente: 

Una  recta  graduada  es  una  recta  en  la  que  hemos  seleccionado  arbitraria¬ 
mente  dos  puntos  distintos,  Pq  y  P\.  Entonces  a  cada  número  racional  posi¬ 
tivo  r  le  podemos  asignar  univocamente  un  punto  Pr  de  la  semirrecta  Pq  P\ ,  a 
saber,  el  único  que  cumple  PoPr  =  r  PqP\.  Convenimos  también  en  asignar  a  los 
números  racionales  negativos  puntos  en  la  semirrecta  complementaria,  de  modo 
que  si  r  <  0  entonces  Pr  está  determinado  por  la  relación  Pq Pr  =  (— r)  PqP\. 

1Dado  un  segmento  u  y  un  número  racional  r  >  0,  la  propiedad  de  división  de  segmentos 
implica  que  existe  otro  segmento  v  que  cumple  v  =  ru.  Si  no  suponemos  esta  propiedad, 
podemos,  no  obstante,  demostrar  la  existência  de  tal  v  cuando  r  es  un  número  racional 
diádico  (positivo)  es  decir,  un  número  de  la  forma  r  =  m/271.  Observemos  que  la  suma, 
la  resta  y  el  producto  de  números  diádicos  es  de  nuevo  un  número  diádico.  Dicho  en  otras 
palabras,  los  números  diádicos  forman  un  subanillo  dei  cuerpo  <Q>  de  los  números  racionales. 
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-3  -2  -1  -±0  1  |  2 


4- 
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Es  importante  notar  que  esta  asignación  de  números  racionales  a  algunos 
puntos  de  una  recta  depende  de  la  elección  arbitraria  de  los  puntos  Po  y  Pi 
o,  en  otros  términos,  de  la  elección  de  Po,  de  la  unidad  de  medida  u  =  PoPi 
y  de  la  orientación  de  la  recta  (es  decir,  de  la  semirrecta  determinada  por  Po 
en  la  que  situamos  P\).  Cambiando  estas  elecciones  podemos  obtener  distintas 
graduaciones  de  una  misnra  recta.  En  una  recta  graduada  consideramos  siempre 
el  orden  para  el  cual  P0  <  P\,  y  así  el  orden  en  Q  se  corresponde  con  el  orden 
de  la  recta.2 

En  estos  términos,  el  problema  que  tenemos  planteado  es  si  todo  punto  de 
una  recta  graduada  es  de  la  forma  Pr,  para  cierto  número  racional  r  o  si,  por  el 
contrario,  existen  puntos  de  la  recta  que  no  son  de  esta  forma,  es  decir,  puntos 
inconmensurables  con  respecto  a  la  unidad  prefijada,  puntos  que  no  guardan 
ninguna  razón  m  :  n  con  respecto  a  dicha  unidad. 

En  este  punto  se  vuelve  esencial  otra  propiedad  que  tampoco  puede  demos- 
trarse  a  partir  de  los  axiomas  que  hemos  dado  hasta  alrora  (ni  siquiera  contando 
el  axioma  de  las  paralelas): 


Propiedad  de  Arquímedes  Para  todo  par  de  segmentos  u  y  v  existe  un 
número  natural  n  tal  que  nu  >  v. 

En  términos  de  una  recta  graduada,  lo  que  expresa  esta  propiedad  es  que 
si  vamos  avanzando  por  una  recta  con  pasos  iguales:  Po,Pi,P2,...  tarde  o 
temprano  rebasamos  cualquier  punto  de  la  recta,  es  decir,  que  no  hay  pun¬ 
tos  “infinitamente  alejados”  a  los  que  nunca  podremos  llegar  por  muclro  que 
prolonguemos  la  recta. 

Naturalmente,  esto  vale  tanto  si  avanzamos  en  un  sentido  como  en  otro,  de 
modo  que,  para  todo  punto  P  de  la  recta,  existe  un  número  natural  n  tal  que 
P-n  <  P  <Pn. 

Tal  y  como  acabamos  de  indicar,  la  propiedad  de  Arquímedes  va  a  ser  fun¬ 
damental  en  todos  los  resultados  de  este  capítulo,  por  lo  que  podemos  decir  que 
aqui  vamos  a  estudir  la  geometria  arquimediana. 

A  partir  de  la  propiedad  de  Arquímedes  podemos  demostrar  un  resultado 
más  preciso: 

Teorema  2.2  Si  P  <  Q  son  dos  puntos  distintos  de  una  recta  graduada,  existe 
un  número  racional  r  tal  que  P  <  Pr  <  Q. 

2  Si  no  suponemos  la  propiedad  de  la  división  de  segmentos  tenemos  definido  igualmente 
Pr  cuando  r  es  un  número  racional  diádico. 


2.1.  Proporciones  entre  segmentos 
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DemostraciÓn:  Si  P  y  Q  están  en  semirrectas  distintas  respecto  a  Po 
es  obvio.  Podemos  suponer  que  Pq  <  P  <  Q.  El  caso  contrario  es  análogo. 
Sea  u  =  P0Pi  y  v  =  PQ.  Por  la  propiedad  de  Arquímedes  existe  un  número 
natural3  n  tal  que  u  <  nv  o,  equivalentemente,  (1  /n)u  <  v.  De  nuevo  por  la 
propiedad  de  Arquímedes  existe  un  número  m  tal  que  (■ m/n)u  >  PqP.  Podemos 
tomar  el  mínimo  que  cumpla  esto.  Entonces 

yn  —  f  _  yn  _  f  _  _  _ 

- u  <  PoP,  luego  —  u  <  P0P  H —  u  <  P0P  +  PQ  =  PqQ- 

n  n  n 

Por  consiguiente  si  llamamos  r  =  m/n  tenemos  que  PqP  <  PqPt  <  PoQ ,  es 
decir,  P  <  Pr  <  Q.  m 

Este  teorema  nos  da  una  forma  de  determinar  el  tamano  de  cualquier  seg¬ 
mento  en  relación  a  otro,  si  no  puede  ser  con  un  número  racional,  al  menos  con 
un  conjunto  infinito  de  ellos: 

Definición  2.3  Si  P  es  un  punto  de  una  recta  graduada,  llamaremos4 

aP  =  {r  e  Q  |  Pr  <  P}. 

La  idea  es  que  cada  punto  P  de  una  recta  graduada  divide  en  dos  partes 
disjuntas  a  los  números  racionales:  por  una  parte  están  los  números  r  que 
cumplen  Pr  <  P  y  por  otra  los  que  cumplen  P  <  Pr.  Una  y  otra  se  determinan 
mutuamente,  así  que  liemos  asociado  a  P  arbitrariamente  una  de  las  dos.  El 
hecho  es  que  ap  determina  completamente  la  posición  de  P  en  la  recta: 

Teorema  2.4  Si  P  <  Q  son  dos  puntos  distintos  en  una  recta  graduada,  en¬ 
tonces  ap  Ç  otQ .  En  particular,  si  dos  puntos  P  y  Q  de  una  recta  graduada 
cumplen  ap  —  oiq,  entonces  P  =  Q. 

DemostraciÓn:  Es  claro  que  ap  C  cxq,  y  por  el  teorema  anterior  existe  un 
número  racional  r  tal  que  P  <  Pr  <  Q,  luego  r  G  aç  \  ap,  luego  la  inclusión  es 
estricta.  ■ 

Definición  2.5  Dados  dos  segmentos  u  y  v,  consideramos  una  recta  graduada 
con  unidad  u  y  llamamos  P  al  único  punto  de  la  semirrecta  positiva  que  cumple 
PqP  =  v.  Entonces  podemos  definir  la  proporción  de  v  respecto  a  u  como 

v 

—  =  ap. 
u 

3Si  no  suponemos  la  propiedad  de  la  división  de  segmentos,  podemos  sustituir  n  por  2n, 
pues  también  u  <  nv  <  2nv  y  la  prueba  vale  igualmente,  de  modo  que  obtenemos  un  número 
racional  diádico  r,  para  el  cual  está  definido  Pr ,  que  cumple  igualmente  P  <  Pr  <  Q. 

4  Si  no  suponemos  la  propiedad  de  la  división  de  segmentos  podemos  definir  igualmente 

m 

ap  =  {r  G  Q  |  existen  m,  n  E  N  tales  que  r  <  — ,  Pm/2n  <  P}- 
Es  fácil  ver  que  si  los  segmentos  son  divisibles  ambas  definiciones  son  equivalentes. 


50 


Capítulo  2.  La  geometria  arquimediana 


Es  fácil  ver  que  esta  proporción  sólo  depende  de  las  clases  de  congruência  de  u 
y  v  (en  particular,  que  no  depende  de  la  elección  dei  origen  o  de  la  orientación 
de  la  recta  graduada),  así  como  que 


/  •  v  v 

v  =  v  si  y  solo  si  —  =  — 

u  u 


de  modo  que  el  tamano  de  un  segmento  v  (es  decir,  su  clase  de  congruência) 
está  determinado  por  la  unidad  u  y  la  proporción  v/u. 


En  particular,  para  todo  punto  P  de  la  semirrecta  positiva  de  una  recta 
graduada,  tenemos  que 

Pj5 


Así  pues,  como  no  tenemos  garantias  de  que  vaya  a  existir  un  número  racional 
que  cumpla  precisamente  v  =  ru,  hemos  encontrado  una  forma  de  determinar  la 
longitud  de  v  a  partir  de  u  mediante  un  conjunto  infinito  de  números  racionales. 
En  la  sección  siguiente  vamos  a  ver  cómo  podemos  determinar  la  proporción 
entre  dos  segmentos  con  un  único  número,  pero  eso  no  significa  en  realidad  que 
vayamos  a  mejorar  lo  que  acabamos  de  obtener,  sino  simplemente  que  lo  vamos 
a  asumir  y  vamos  a  adoptar  el  convénio  de  considerar  como  un  único  número  a 
un  conjunto  infinito  de  números  racionales. 


2.2  Longitud  de  segmentos.  Los  números  reales 

A  cada  punto  P  de  una  recta  graduada  le  hemos  asignado  un  conjunto  «p  de 
números  racionales  que  determina  completamente  su  posición  en  la  recta.  Estos 
conjuntos  ap  no  son  arbitrários,  sino  que  tienen  que  cumplir  ciertas  propiedades: 

Deflnición  2.6  Una  sección  inicial  abierta  de  Q  es  un  subconjunto  aCQ  que 
cumpla: 

1.  Si  r€ays<r  entonces  s  €  a. 

2.  Si  r  €  a  existe  uns£a  tal  que  r  <  s. 

Llamaremos  R  al  conjunto  de  todas  las  secciones  iniciales  abiertas  en  Q. 

Es  fácil  probar  que  los  conjuntos  ap  son  secciones  iniciales  abiertas  que 
cumplen  dos  propiedades  más:  no  son  vacías  (pues  hay  puntos  anteriores  a  P ) 
y  no  contienen  a  todos  los  números  racionales  (pues  hay  puntos  posteriores). 

Definimos  ±oo  €  R  como  — oo  =  0  y  +oo  =  Q.  Llamaremos  conjunto  de  los 
números  reales  a  R  =  R  \  {±oo}. 

Teorema  2.7  R  es  un  conjunto  totalmente  ordenado  por  la  inclusión  con  mí¬ 
nimo  —oo  y  máximo  +oo.  A  su  vez,  R  es  un  conjunto  totalmente  ordenado  por 
la  inclusión  sin  máximo  ni  mínimo. 
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DemostraciÓn  :  La  inclusión  es  claramente  un  orden  parcial.  Sólo  falta 
ver  que  en  este  caso  es  total. 

Sean  a,  j3  £  R.  Supongamos  a  /  /l,  Por  ejemplo,  pongamos  que  existe 
b  £  f3\a. 

Si  a  £  a  entonces  a  <  b  (o  si  no  b  £  a),  de  donde  a  £  /?.  Esto  prueba  que 
a  C  f3,  es  decir,  a  <  (3.  Por  lo  tanto  R  está  totalmente  ordenado. 

Es  claro  que  — oo  =  0  está  contenido  en  todo  elemento  de  R,  luego  es  el 
mínimo,  y  todo  elemento  de  R  está  contenido  en  +oo  =  Q,  luego  éste  es  el 
máximo. 

El  hecho  de  que  R  esté  totalmente  ordenado  por  la  inclusión  implica  que  lo 
mismo  vale  para  R.  Falta  probar  que  R  no  tiene  máximo  ni  mínimo. 

Si  a  £  R  entonces  a  ^  +oo,  luego  existe  un  número  racional  r  £  Q  \  a.  Es 
fácil  ver  que  si  r  <  s  £  Q,  el  conjunto  /3  =  {t  £  Q  |  í  <  s}  es  un  número  real  tal 
que  a  <  (3.  Por  lo  tanto  R  no  tiene  máximo. 

Si  a  £  R,  entonces  a  ^  — oo,  luego  existe  un  número  racional  r  £  a.  Si 
s  £  Q  y  s  <  r,  entonces  el  conjunto  (3  =  {t  £  Q  |  t  <  s}  es  un  número  real  tal 
que  (3  <  a.  Por  lo  tanto  R  no  tiene  mínimo.  ■ 

La  relación  de  orden  en  R  y  en  R  tiene  una  propiedad  fundamental,  pero 
para  enunciaria  necesitamos  los  conceptos  de  supremo  e  ínfimo: 

Defmición  2.8  Sea  A  un  conjunto  parcialmente  ordenado  y  X  £  A. 

Un  elemento  s  £  A  es  un  supremo  de  X  si  es  una  cota  superior  de  X  y,  para 
cualquier  otra  cota  superior  c  de  X,  se  cumple  que  s  <  c. 

Un  elemento  i  £  A  es  un  ínfimo  de  X  si  es  una  cota  inferior  de  X  y,  para 
cualquier  otra  cota  inferior  c  de  X,  se  cumple  que  c  <  i. 

Notemos  que  si  un  conjunto  X  tiene  supremo  éste  es  único,  pues  dos  supre¬ 
mos  s  y  s'  son  ambos  cotas  superiores  de  X,  y  la  defmición  implica  entonces 
que  s  <  s'  y  s'  <  s,  luego  s  =  s' .  Lo  mismo  vale  para  los  ínfimos,  por  lo  que 
podemos  usar  las  notaciones  sup  X  e  ínf  X  para  referimos  al  supremo  y  al  ínfimo 
de  un  conjunto,  aunque  teniendo  en  cuenta  de  que  pueden  no  existir. 

En  suma,  el  supremo  de  un  conjunto  es  la  menor  de  sus  cotas  superiores, 
mientras  que  el  ínfimo  es  la  mayor  de  sus  cotas  inferiores.  Hay  que  insistir  en 
que  estos  conceptos  no  coinciden  necesariamente  con  los  de  máximo  y  mínimo 
de  un  conjunto.  Por  ejemplo,  si  A  =  Q  con  el  orden  usual  y 

X  =  {r  £  Q  |  0  <  r  <  1}, 

sucede  que  el  conjunto  X  no  tiene  ni  máximo  ni  mínimo  elemento,  ya  que  para 
todo  r  £  X  existen  qi,  q2  £  Q  tales  que  0  <  q\  <  r  <  q2  <  1,  y  en  particular  se 
cumple  que  q\,  <72  £  X.  Por  lo  tanto,  r  no  es  ni  el  máximo  ni  el  mínimo  de  X. 
Sin  embargo,  se  cumple  que  supX  =  1  e  ínfX  =  0,  pues  1  es  claramente  una 
cota  superior  de  X  y  cualquier  otra  tiene  que  ser  c  >  1,  ya  que  en  caso  contrario 
c  £  X  y  ya  hemos  visto  que  entonces  no  es  cota  superior.  Igualmente  se  razona 
con  el  ínfimo. 
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No  obstante,  es  fácil  ver  que  si  iin  conjunto  X  tiene  máximo,  entonces  dicho 
máximo  es  también  su  supremo,  e  igualmente  si  X  tiene  mínimo,  dicho  mínimo 
es  su  ínfimo.  Alternativamente,  si  un  conjunto  X  tiene  supremo  s,  entonces  s 
es  el  máximo  de  X  si  y  sólo  si  s  £  X  (de  Iiecho,  esto  es  cierto  para  toda  cota 
superior  de  X)  y  análogamente  sucede  con  los  ínfimos.  Ahora  podemos  probar 
la  propiedad  fundamental  dei  orden  de  los  números  reales: 

Teorema  2.9  Se  cumplen  las  propiedades  siguientes: 

1.  Todo  subconjunto  de  R  tiene  supremo  e  ínfimo. 

2.  Si  un  subconjunto  no  vacío  de  R  está  acotado  superiormente  tiene  su¬ 
premo,  y  si  está  acotado  inferiormente  tiene  ínfimo. 

DemostraciÓN:  1)  Sea  S  un  subconjunto  de  R.  Es  inmediato  comprobar 

que 

U  «ei 

otes 

y  es  obviamente  el  supremo  de  S.  El  ínfimo  de  S  no  es  sino  el  supremo  dei 
conjunto  de  sus  cotas  inferiores. 

2)  Un  subconjunto  de  R  no  vacío  y  acotado  superiormente  tiene  supremo  en 
R,  como  no  es  vacío  el  supremo  no  es  —  oo,  como  tiene  una  cota  en  R  tampoco 
es  +oo,  luego  tiene  supremo  en  R.  Análogamente  con  ínfimos.  ■ 

El  teorema  2.4  tiene  ahora  la  traducción  siguiente: 

Teorema  2.10  Si  r  es  una  recta  graduada,  la  aplicación  r  — >  R  determinada 
por  P  i-»-  otp  cumple  que  si  P  <  Q,  entonces  otp  <  olq.  En  particular  es 
inyectiva. 

Así,  con  el  “truco”  de  considerar  “números”  a  ciertos  conjuntos  infinitos  de 
números,  podemos  decir  que  cada  punto  de  una  recta  graduada  está  completa¬ 
mente  determinado  por  un  “único”  número. 

Observemos  ahora  que,  en  una  recta  graduada,  para  cada  número  racional  r 
el  punto  Pr  está  determinado,  por  una  parte,  por  el  número  racional  r  y,  por 
otra,  por  el  número  real  otpr.  El  teorema  siguiente  nos  permite  eliminar  esta 
duplicidad: 

Teorema  2.11  La  aplicación  i  :  Q  — >  R  dada  por 

i(r)  =  {s  £  Q  |  s  <  r} 

es  inyectiva  y  conserva  el  orden.  Si  identificamos  Q  con  su  imagen  en  R,  entre 
dos  números  reales  hay  siempre  un  número  racional. 

DemostraciÓN:  Es  inmediato  que  i(r)  £  R.  Si  r,  s  £  Q  con  r  <  s, 
entonces  existe  un  t  £  Q  tal  que  r  <t  <  s,  de  donde  resulta  que  t  £  i(s)  \  i(r). 
Como  obviamente  i(r)  C  z(s),  concluímos  que  z(r)  <  i(s).  Esto  prueba  que  i  es 
inyectiva  y  que  conserva  el  orden. 
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Si  a  <  j3,  existirá  b  £  /?  \  a.  Sean  r,  s  £  /?  tales  que  b  <  r  <  s.  Entonces 
todo  a  €  a  es  menor  que  r,  luego  a  <  i{r).  Así  mismo  todo  t  <  r  está  en  /?, 
luego  i{r)  <  (3.  Las  desigualdades  son  estrictas  pues  b  £  i(r)  \  a  y  s  £  (3  \  i(r). 

■ 

En  lo  sucesivo  consideraremos  a  los  números  racionales  como  parte  de  los 
números  reales  a  través  de  la  aplicación  que  acabamos  de  definir.  Para  “olvidar- 
nos”  definitivamente  de  que  los  números  reales  son,  por  definición,  conjuntos  de 
números  racionales,  sólo  tenemos  que  observar  córno  se  puede  expresar  la  per- 
tenencia  a  un  número  real  en  términos  de  la  relación  de  orden: 

Si  r  es  un  número  racional  y  a  es  un  número  real,  entonces  r  £  a  si 
y  sólo  si  i{r )  <  a,  es  decir,  si  y  sólo  si  r  se  identifica  con  un  número 
real  r  <  a. 

En  efecto,  si  r  <  a,  entonces  i(r)  ÇI  a,  luego  existe  un  s  £  a  \  i(r),  luego 
r  <  s  £  a,  luego  r  £  a,  por  definición  de  sección  inicial  abierta.  Recíprocamente, 
si  r  £  a  entonces  todo  s  <  r  curnple  s  £  a,  luego  i(r)  C  a ,  pero  existe  un  s  £  a 
tal  que  r  <  s,  luego  sé«  \  i(r),  y  así  i(r)  Ç  a ,  es  decir,  r  <  a. 

Podemos  expresar  esto  diciendo  que  hemos  definido  un  número  real  como  el 
conjunto  de  los  números  racionales  menores  que  él  mismo.  Dicho  así  es  circular, 
pero  la  idea  es  que  definimos  un  número  real  como  el  conjunto  de  los  números 
racionales  “que  queremos  que  sean”  menores  que  él,  y  luego  hacemos  que  lo 
sean  identificando  los  números  racionales  con  parte  de  los  números  reales. 


Nota  Una  idea  fundamental  en  todo  lo  que  estamos  viendo  es  que  un  número 
real  a  está  determinado  por  su  posición  con  respecto  a  los  números  racionales, 
en  el  sentido  de  que  si  dos  números  reales  a  y  (3  cumplen  que  todo  número 
racional  r  <  a  es  también  r  <  j3  y  viceversa  (o,  equivalentemente,  que  todo 
r  <  a  curnple  r  <  f3  y  todo  r  >  a  curnple  r  >  /3),  entonces  a  =  f3.  La  razón  es 
que  si  fuera,  por  ejemplo,  a  <  (3,  existiría  un  número  racional  a  <  r  <  /3. 

Y  la  razón  por  la  que  podemos  sustituir  los  números  racionales  por  los 
números  racionales  diádicos  es  que  también  es  cierto  que  entre  dos  números 
reales  hay  siempre  un  número  racional  diádico.  En  efecto,  si  a  <  /3,  podemos 
tomar  números  racionales  a  <  r  <  r'  <  (3,  luego  basta  probar  que  entre  dos 
números  racionales  hay  un  número  racional  diádico.  Ahora  bien,  podemos  to¬ 
mar  un  n  tal  que  l/(r'  —  r)  <  n  <  2",  con  lo  que  0  <  l/2n  <r'  —  r.  Claramente 
existe  un  mínimo  número  natural  m  >  2 nr,  con  lo  que 


m  —  1 
2n 


mm— 1  1  . 

<  r  <  —  =  — - - b  —  <  r  +  r  —  r  =  r 

~  2n  2n  2 


Por  lo  tanto,  m/2"  curnple  lo  requerido.  ■ 

Notemos  que  ahora  tenemos  con  los  números  reales  el  problema  opuesto  al 
que  teníamos  planteado  con  los  números  racionales:  el  teorema  2.10  afirma  que 
todo  punto  de  una  recta  graduada  tiene  asignado  un  número  real,  pero  no  sabe¬ 
mos  si  a  todo  número  real  le  corresponde  un  punto  en  la  recta.  Podemos  pensar 
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que  los  números  reales  representan  todas  las  medidas  posibles  de  un  segmento 
(admitiendo  la  propiedad  arquimediana).  Veremos  que  los  axiomas  que  hemos 
dado  — incluyendo  al  de  las  paralelas,  que  de  momento  no  estamos  usando — 
implican  que  necesariamente  tiene  que  haber  segmentos  de  longitud  irracional, 
pero  dichos  axiomas  no  obligan  a  que  todo  número  irracional  sea  necesariamente 
la  longitud  de  un  segmento.  Nos  ocuparemos  de  esto  más  adelante.  De  momento 
vamos  a  extender  la  graduación  de  las  rectas: 

Definición  2.12  En  una  recta  graduada,  si  /3  es  un  número  real  llamaremos 
Pp  al  único  punto  (si  existe)  que  cumple  ap^  =  /?,  y  que  está  determinado  por 
que,  para  todo  número  racional  r,  se  cumple  Pr  <  Pp  si  y  sólo  si  r  <  /3. 

Notemos  que  ahora,  si  r  es  un  número  racional,  tenemos  definidos  dos  puntos 
Pr,  pero  en  realidad  son  el  mismo,  pues,  para  Pr  en  el  sentido  original, 

aPr  =  {s  e  Q  I  Ps  <  Pr}  =  {s  G  Q  I  s  <  r}  =  i(r), 

luego  con  la  identificación  de  r  con  i(r)  tenemos  que  apT  =  r  y  Pr  en  el  sentido 
que  acabamos  de  definir  es  precisamente  el  Pr  que  ya  teníamos  definido. 

Observemos  que  la  proporción  entre  dos  segmentos  definida  en  2.5  es  un 
número  real  positivo.  En  lugar  de  v/u  =  a  podemos  escribir  v  =  au,  donde 
hemos  cambiado  el  signo  =  por  el  de  congruência  porque  dos  segmentos  u  y  v 
cualesquiera  determinan  un  único  número  real  positivo  a  =  v/u,  pero  a  y  u  no 
determinan  un  segmento  v  en  concreto,  sino  que  a  lo  sumo  existe  una  clase  de 
congruência  de  segmentos  v  que  cumplen  v  =  au  (aunque  en  principio  puede 
no  existir  ninguna). 

Observemos  que,  según  hemos  visto  en  2.5,  si  a  >  0  tiene  asociado  el  punto 
Pa  en  una  recta  graduada,  entonces 

PoPa 


o  equivalentemente,  PoPa  =  aPoPi- 

El  teorema  siguiente  precisa  el  significado  de  estas  proporciones: 

Teorema  2.13  Dados  dos  segmentos  u,  v  y  un  número  real  a  >  0,  la  relación 
v  =  au  equivale  a  que,  para  todo  número  racional  0  <  r  <  a,  se  cumple  ru  <  v 
y,  para  todo  número  racional  a  <  r,  se  cumple  v  <  ru. 

DemostraciÓN :  Fijamos  una  recta  graduada  con  u  como  unidad,  y  en  cila 
consideramos  el  punto  P  de  la  semirrecta  positiva  tal  que  PqP  =  v.  La  relación 
v  =  au  es  equivalente  a  v/u  =  a,  es  decir,  a  que  P  =  Pa,  y  esto  equivale  a  que 
un  número  racional  r  cumple  r  <  a  si  y  sólo  si  Pr  <  P.  A  su  vez,  esto  equivale 
a  que  si  0  <  r  <  a  entonces  Pr  <  P  y  si  a  <  r  entonces  P  <  Pr  (no  necesitamos 
considerar  los  números  racionales  r  <  0  porque  cumplen  trivialmente  Pr  <  P). 
Teniendo  en  cuenta  que  Pq Pr  =  ru  y  que  PqP  =  v,  esto  equivale  a  que  ru  <  v 
cuando  0<r<ay»<r«  cuando  a  <  r.  ■ 
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Ahora  es  claro  que  v  =  ru  en  el  sentido  que  ya  teníamos  definido  para 
números  racionales  r  si  y  sólo  si  v  =  ru,  en  el  sentido  que  hemos  definido  para 
números  reales.  En  efecto,  si  llamamos  a  =  i(r )  y  v  =  ru,  tenemos  que  si 
0  <  s  <  a  entonces  s  <  r,  luego  su  <  v  y  si  a  <  s  entonces  r  <  s,  luego  v  <  su, 
luego  el  teorema  anterior  nos  da  que  v  =  au,  es  decir,  ru  =  au.  El  recíproco 
es  trivial:  si  v  =  ru  en  el  sentido  de  números  reales  y  w  =  ru  en  el  sentido 
de  números  racionales,  hemos  probado  que  también  w  =  ru  en  el  sentido  de 
números  reales,  luego  v  =  w  =  ru  en  el  sentido  de  números  racionales. 

Definición  2.14  Llamaremos  longitud  de  un  segmento  v  respecto  de  una  uni- 
dad  u  a  la  proporción  lu(v)  =  v/u  £  R. 

El  teorema  anterior  expresa  que  el  número  real  a  =  v/u  parte  el  conjunto  de 
los  números  racionales  en  dos  mitades,  de  modo  que  si  0  <  r  <  a  el  segmento 
ru  “se  queda  corto”  al  compararlo  con  v  y  si  a  <  r  el  segmento  ru  “se  pasa”  al 
compararlo  con  v,  luego  el  número  a  representa  la  longitud  exacta  de  v. 

Hemos  visto  en  2.5  que  dos  segmentos  son  congruentes  si  y  sólo  si  tienen 
la  ínisrna  longitud  a  (respecto  de  una  misma  unidad  u).  Más  aún,  razonamos 
ahora  que  segmentos  mayores  tienen  mayor  longitud: 

Si  0  <  a  <  (3  entonces  au  <  j3u  (si  es  que  están  definidos),  porque  podemos 
tomar  un  número  racional  a  <  r  <  (3  y  el  teorema  2.13  nos  da  que  au  <  ru  <  f3u. 
Esto  implica  a  su  vez  el  recíproco:  si  au  <  (3u,  es  que  a  <  (3,  pues  si  fuera  /3  <  a 
tendríamos  que  (3u  <  au  o  bien  j3u  =  au. 

Vamos  a  definir  una  suma  de  números  reales  de  manera  que  la  longitud  de 
una  suma  de  segmentos  será  la  suma  de  sus  longitudes. 

Definición  2.15  Dados  a,  j3  £  R,  definimos 

a  +  (3  =  sup{r  +  s  |  r,  s  €  Q,  r  <  a,  s  <  /3}. 

Ciertamente  tenemos  que  a+/3  €  R,  pues  el  conjunto  está  acotado  superiormente 
por  la  suma  de  dos  números  racionales  mayores  que  ay  (3,  respectivamente. 

Teorema  2.16  Se  cumple: 

1.  La  suma  de  números  reales  es  asociativa  y  conmutativa,  tiene  a  0  por 
elemento  neutro  y  todo  número  real  tiene  un  opuesto. 

2.  La  suma  +  restringida  a  Q  es  la  suma  usual  en  Q. 

3.  Si  a  <  (3  entonces  a  +  7  <  /3  +  7. 

DemostraciÓN:  Notemos  en  general  que  para  probar  que  dos  números 
reales  a  y  /3  son  iguales  es  suficiente  probar  que  todo  número  racional  x  que 
cumple  x  <  a  cumple  también  x  <  (3  y  viceversa. 

Si  x  €  Q,  x  <  (a  +  (3)  +  7,  entonces  existen  y,  t  £  Q  tales  que  x  <  y  +  t, 
y  <  a  +  (3,  t  <  7,  luego  existen  r,s  €  Q,  tales  que  y  <  r  +  s,  r  <  a,  s  <  j3,  luego 
s  +  t  <  /3  +  y  y  x  <  r  +  (s  +  f)  <  a  +  (/3  +  7).  Similarmente  se  recorre  el  carnino 
contrario,  luego  (a  +  j3)  +  7  =  a  +  (/?  +  7). 
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Es  obvio  que  la  suma  es  conmutativa.  Veamos  ahora  que  a  +  0  =  a.  Si 
a:  G  Q,  x  <  a  +  0  existen  r,  s  €  Q  tales  que  x  <  r  +  s,  r  <  a,  s  <  0,  luego 
x<r  +  s<r<a.  Así  mismo,  si  r  G  Q,  r  <  a  entonces  existe  unssQ  tal  que 
r  <  s  <  a,  con  lo  que  r  =  s  +  (r  —  s)  <  a  +  0. 

Dado  un  número  real  a,  definimos 

— a  =  sup{— r  |  r  G  Q,  a  <  r}. 

Una  cota  superior  dei  conjunto  es  —  s,  donde  s  G  Q,  s  <  a.  luego  —a  es  un 
número  real.  Veamos  que  a  +  (—cu)  =  0. 

Si  x  G  Q,  x  <  a  +  (—a)  entonces  existen  r,  s  G  Q  tales  que  x  <  r  +  s, 
r  <  a,  —s  >  a,  luego  x  <  r  +  s  <  0.  Recíprocamente,  si  x  G  Q,  x  <  0,  tomamos 
números  racionales  x  <  —u  <  0  y  v  <  a.  Entonces  la  sucesión  v+nu  sobrepasará 
(un  número  racional  mayor  que)  a  para  algún  natural  n,  que  podemos  tomar 
mínimo.  Así  obtenemos  un  número  r  <  a  tal  que  s  =  r  +  u  >  a  (si  r  +  u  =  a 
cambiamos  u  por  un  número  mayor  que  siga  cumpliendo  x  <  —u  <  0).  Entonces 
x  <  —u  =  r  —  s  <  a  +  (—a). 

Dados  u,  v  €  Q,  si  x  €  Q  cumple  x  <  i(u)  +  i(v)  entonces  existen  r,  s  £  Q 
tales  que  x  <  r  +  s,  r  <  u,  s  <  v,  luego  x  <  u  +  v,  luego  x  <  i(u  +  v).  Si 
x  <  i(u  +  v)  tomamos  r  6  Q  tal  que  0  <  r  <  (u  +  v  —  x)/2,  de  modo  que 
x  <  (u  —  r)  +  (v  —  r)  <  i(u)  +  i(v).  Por  lo  tanto  i(u  +  v)  =  i(u )  +  i(v). 

Sir<ays<7  son  números  racionales  y  a  <  /?,  entonces  r  +  s  <  f)  +  7 
por  definición  de  suma,  luego  tomando  el  supremo,  a  +  q</3  +  7.  ■ 

La  interpretación  geométrica  de  la  suma  de  números  reales  está  expresada 
en  la  relación  siguiente,  según  la  cual,  como  habíamos  anticipado,  la  longitud 
de  una  suma  de  segmentos  es  la  suma  de  las  longitudes. 

Teorema  2.17  Si  a  y  f3  son  números  reales  positivos  y  u  es  un  segmento, 
entonces 5  ( a  +  /3)u  =  a  u  +  /?  u. 

DemostraciÓN  :  Sea  au  +  /3  u  =  7  u.  Hay  que  ver  que  7  =  a  +  Sir<a 
y  s  <  (3  son  números  racionales  positivos,  entonces 

(r  +  s)u  =  ru  +  su<au  +  /3u  =  ju, 

luego  r  +  s  <  7,  lo  que  prueba  que  a  +  f3  <  7.  Si  fuera  a  +  /3  <  7  sea  5  >  0  tal 
que  7  =  a  +  (3  +  ô  (existe  por  la  propiedad  3  dei  teorema  anterior).  Sea  r  G  Q 
tal  que  0  <  r  <  ô.  Tomemos  números  racionales  s  y  t  tales  que  a<s<a  +  r/2 
y  (3  <  t  <  f3  +  r/2.  Entonces  s  +  t<a  +  f3<r<a  +  l3  +  ô  =  7,  luego 

au  +  /3 u  <  su  +  tu  =  (s  +  t)u  <7 u  =  au  +  /3u, 
con  lo  que  tenemos  una  contradicción.  Por  consiguiente  se  da  la  igualdad.  ■ 


5  Aqui  hay  que  entender  que  si  están  definidos  au  y  ftu.  entonces  también  está  definido 
(a  +  f3)u  y  cumple  la  relación  indicada. 
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Observaciones  El  teorema  anterior  implica  también  que  si  a,  (3  >  0  y  existen 
au  y  (a  +  j3)u,  entonces  existe  /3u.  En  efecto,  como  a  <  a  +  f3,  se  cumple 
que  au  <  (a  +  /3)it,  luego  existe  un  segmento  (que  podemos  expresar  como 
7 u)  tal  que  au  +  7 u  =  (a  +  (3)u  pero  por  el  teorema  anterior  esto  equivale  a 
( a  +  y)u  =  (a  +  (3)u,  de  donde  a  +  7  =  a  +  (3,  luego  7  =  (3. 

Si  a  un  número  real  a  >  0  le  corresponde  un  punto  Pa  en  una  recta  graduada, 
entonces  a  —a  le  corresponde  el  punto  simétrico  respecto  a  Po,  es  decir,  el  punto 
de  la  semirrecta  negativa  que  cumple  P_QPo  =  Po  Pa-  En  efecto,  si  llamamos 
P  a  este  punto,  entonces,  para  todo  número  racional  r,  se  cumple  Pr  <  P  si  y 
sólo  si  Pa  <  P-r  (por  la  definición  de  los  puntos  Pr  para  números  racionales), 
si  y  sólo  si  a  <  — r,  si  y  sólo  si  r  <  —a,  luego  P  =  P_a. 

De  esto  se  desprende  que  si  a  y  (3  tienen  asignados  puntos  en  una  recta 
graduada,  lo  mismo  sucede  con  a  +  (3  y  a  ~  f3.  ■ 

Teorema  2.18  Si  a  y  /3  son  dos  números  reales  distintos  que  se  correspondeu 
con  puntos  Pa  y  Pp  de  una  recta  graduada,  entonces  la  longitud  dei  segmento 
PaPp  ( respecto  de  la  unidad  de  la  recta)  es  \a  —  f3\. 

DemostraciÓn:  Supongamos  que  a  <  /?,  y  veamos  que  PaPp  =  PoPp-a- 

En  efecto,  si  0  <  a  <  /?,  tenemos  que  Po Pp  =  PoPa  +  PaPp ,  es  decir, 
(3u  =  au  +  PaPp,  donde  u  =  PqP\  es  la  unidad  de  la  recta  graduada,  pero  por 
el  teorema  anterior  y  las  observaciones  posteriores,  f3u  =  au  +  (/3  —  a)u ,  luego 
concluimos  que  PaPp  =  (j3  —  a)u  =  PoPp-a. 

Si  a  <  (3  <  0  sabemos  que  PaPo  =  PoP-a  y  PpPo  =  PqP-i 3,  de  donde 
PaPp  =  P-pP-a  y  el  problema  se  reduce  al  caso  ya  probado. 

Similarmente,  si  a  <  0  <  /?  partimos  de  que  PaPp  =  PaPo  +  P0P/3  y  usamos 
los  dos  casos  anteriores.  Sólo  faltan  los  casos  en  que  a  =  0  o  /3  =  0,  que  son 
inmediatos. 

Así  pues,  PaPp  =  (f3  —  a)u,  lo  que  significa  que  la  longitud  de  PaPp  respecto 
de  u  es  (3  —  a.  Si  (3  <  a  usamos  que  PaPp  =  PpPa  y,  por  la  parte  ya  probada, 
la  longitud  es  a  —  f3  =  \(3  —  a\.  m 

La  distancia  entre  dos  puntos  P  y  Q  se  define  como  la  longitud  dei  segmento 
PQ  (respecto  de  una  unidad  de  medida  prefijada  «)  si  P  /  Q  y  como  0  si 
P  =  Q.  En  estos  términos,  el  teorema  anterior  afirma  que  la  distancia  entre  dos 
puntos  Pa  y  Pp  de  una  recta  graduada  es  \a  —  (3\. 

Si  tomamos  dos  unidades  de  longitud,  por  ejemplo  el  metro  y  el  centímetro, 
para  expresar  en  centímetros  una  longitud  dada  en  metros  hemos  de  multiplicar 
por  100,  clebido  a  que  lm  =  100  cm.  En  general,  si  tenemos  dos  unidades  u 
y  v ,  para  expresar  respecto  de  v  la  longitud  de  un  segmento  dada  respecto  de 
u  necesitamos  conocer  la  longitud  de  u  respecto  de  v,  es  decir,  el  número  (3 
que  cumple  u  =  (3v.  Entonces,  si  s  =  au,  tendremos  también  s  =  a(3  v,  de 
modo  que  la  longitud  de  s  en  términos  de  v  se  obtiene  multiplicando  por  /?  su 
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longitud  en  términos  de  u.  Todo  esto  es  fácil  de  probar  si  las  longitudes  son 
todas  racionales,  pero  si  no  es  así  ni  siquiera  tenemos  definido  el  producto  a/3. 
Vamos  a  definir  un  producto  de  números  reales  que  dé  sentido  a  estas  fórmulas. 

Definición  2.19  Si  a  y  /3  son  números  reales  positivos  definimos 

a/3  =  sup{rs  r,  seQ,  0<r<a,  0<s<  /3}. 

El  producto  de  dos  números  reales  no  nulos  se  define  por  las  relaciones: 

(  —  ((—a)/3)  si  a  <  0,  /3  >  0, 

a/3  =  <  —  («(—/?))  si  a  >  0,  /3  <  0, 

[  (—a)(—/3)  si  a  <  0,  /3  <  0. 

Finalmente,  sia  =  0o/3  =  0  definimos  a/3  =  0. 

Teorema  2.20  (R, +,-,<)  es  un  cuerpo  ordenado  que  contiene  a  Q  como  sub- 
cuerpo. 

DemostraciÓN:  La  prueba  de  que  el  producto  de  números  reales  positivos 
es  asociativo,  comnutativo,  tiene  por  neutro  a  1  y  de  que  todo  número  real 
positivo  a  tiene  un  inverso  a^1  se  obtiene  cambiando  sumas  por  productos  en 
la  prueba  de  que  la  suma  de  números  reales  tiene  estas  propiedades.  Después  las 
propiedades  se  trasladan  formalmente  a  números  reales  arbitrários  a  partir  de 
la  definición  de  producto.  Para  probar  que  R  es  un  cuerpo  ólo  queda  comprobar 
que  la  suma  distribuye  al  producto. 

Tomemos  en  primer  lugar  a,  j3,  7  >  0  y  veamos  que  a(/3  +  7 )  =  a/3  +  ay. 

Si  r  €  Q  cumple  0  <  r  <  a(/3  +  7),  entonces  existen  u,  v  €  Q  positivos  y 
tales  que  r  <  uv,  u  <  a,  v  <  /3  +  7,  luego  existen  x,  y  €  Q  positivos  tales  que 
v<x  +  y,x<(3,y<^.  Entonces  r  <  u(x  +  y)  =  ux  +  uy  <  a/3  +  ay. 

Si  0  <  r  <  a/3  +  ay  entonces  existen  u,  v  £  Q  positivos  tales  que  r  <  u  +  v, 
u  <  a/3,  v  <  ay.  A  su  vez  existen  a,  b,  c,  d  €  Q  positivos  de  modo  que 
r  <  ab  +  cd,  a  <  a,  b  <  /3,  c  <  a,  d  <  y.  Sea  e  =  máx{a,  c}.  Entonces  e  <  a  y 
r  <  eb  +  ed  =  e(b  +  d)  <  a(/3  +  y).  Esto  prueba  la  igualdad. 

Si  /3  +  y  >  0,  /3  >  0,y  <  0,  entonces  a/3  =  a((/3  +  y)  — y)  =  a(/3  +  y) +a(— /3) 
(puesto  que  (3  +  y  >  0  y  — y  >  0),  de  donde  a(/3  +  y)  =  a/3  +  ay.  Los  clemás 
casos  se  siguen  formalmente  de  éstos  dos. 

Se  cumple  que  R  es  un  cuerpo  ordenado,  pues  esto  significa  que  la  suma 
cumple  la  tercera  propiedad  dei  teorema  2.16  y  que  el  producto  de  números 
positivos  es  positivo,  lo  cual  es  inmediato  por  la  definición. 

El  hecho  de  que  la  suma  en  R  extienda  a  la  suma  en  Q  implica  sucesivamente 
que  el  producto  en  R  extiende  al  producto  de  N,  al  de  Z  y  al  de  Q.  ■ 

A  partir  de  aqui  podemos  usar  en  R  todas  las  propiedades  generales  de  los 
cuerpos  ordenados,  así  como  los  conceptos  definibles  en  cllos,  como  el  signo,  el 
valor  absoluto,  etc. 

La  interpretación  geométrica  dei  producto  de  números  reales  es  la  que  ya 
habíamos  indicado: 
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Teorema  2.21  Si  a  y  (3  son  números  reales  positivos  y  u  es  un  segmento, 
entonces  a(/3u)  =  ( a/3)u . 

DemostraciÓn:  Sea  a(/3u )  =  7 u.  Tenemos  que  probar  que  7  =  a/3.  Si 
r  <  7,  entonces6  ru  <  a(/3u),  luego  existe  0  <  r'  <  a  tal  que  ru  <  r'{/3u),  luego 
[r/r')u  <  f3u,  luego  r/r'  <  (3,  luego  r  <  r'/3  <  a/3.  Esto  prueba  que  7  <  a/3. 

Si  r  <  a/3  existen  números  racionales  0<a<a,0<b</3  tales  que  r  <  ab, 
luego  ru  <  abu ,  luego  ( r/a)u  <  bu  <  /3u,  luego  ru  <  a(/3u)  <  a{/3u)  =  7 u, 
luego  r  <  7,  luego  7  =  a/3.  ■ 

Observemos  que  en  la  prueba  dei  teorema  anterior  suponemos  que  están  de¬ 
finidos  (3 u  y  a(/3u),  y  demostramos  que  también  lo  está  ( a/3)u .  Esto  no  significa 
que  si  están  definidos  au  y  f3u,  también  tenga  que  estarlo  ( a/3)u .  Veremos  que 
esto  puede  probarse  a  partir  dei  axioma  de  las  paralelas. 

Una  consecuencia  que  sí  que  podemos  extraer  clel  teorema  anterior  es  que  si 
u  <  v  y  a  >  0,  entonces  au  <  av  (si  están  definidos). 

En  efecto,  expresamos  v  =  (3u  >  1  u,  luego  (3  >  1  y  por  el  teorema  anterior 
av  =  ( a(3)u  >  au. 

Terminamos  con  una  caracterización  de  la  longitud  de  los  segmentos  que  nos 
será  útil  más  adelante: 

Teorema  2.22  Sea  m  una  aplicación  que  a  cada  segmento  le  asigna  un  número 
real  positivo  y  que  cumpla  las  propiedades  siguientes: 

1.  Si  u  =  v  entonces  m/u)  =  m/v), 

2.  Para  todo  par  de  segmentos  u,  y  v  se  cumple  m/u  +  v)  =  m/u)  +  m{v). 

Entonces,  para  todo  par  de  segmentos  u,  v  se  cumple 

m/v)  v 
m(u)  u 

DemostraciÓn:  Para  todo  número  natural  q  se  cumple  por  hipótesis  que 
m/qx)  =  qm(x),  y  si  aplicamos  esto  ai  =  u/q  tenemos  que  m(u)  =  qm(u/q),  o 
equivalentemente 

m/u/q)  1 
m/u)  q 

Multiplicando  esta  igualdad  por  un  número  natural  p  obtenemos,  para  cualquier 
número  racional  positivo  r  =  p/q,  que 

m(ru) 

-  =  r. 

m(u) 

6Aquí  usamos  que,  en  general,  si  s  <  au,  entonces  existe  un  número  racional  0  <  r  <  a 
tal  que  s  <  ru.  En  efecto,  será  s  =  fiu,  con  0  <  (3  <  a,  y  basta  tomar  (3  <  r  <  a  para  que 
s  =  (3u  <  ru. 
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Si  dos  segmentos  cumplen  x  <  y,  entonces  existe  un  segmento  z  tal  que  y  =  x+z, 
luego  m(x)  <  m(x)  +  m(z)  =  m(y).  Por  lo  tanto,  si  a  >  0  es  un  número  real 
para  el  que  está  definido  au  y  r,  s  son  números  racionales  tales  que  r  <  a  <  s 
tenemos 


m(ru) 

m(u) 


m(au)  m(ru ) 

<  — - — -  <  — - — - 

m(u)  m(u) 


=  s. 


Como  esto  es  válido  para  todo  r  y  todo  s,  ha  de  ser 


m(otu ) 
m(u) 


Expresando  v  =  au  tenemos  la  relación  buscada.  ■ 

Lo  que  afirma  este  teorema  es  que  si  una  aplicación  m  cumple  las  propiedades 
indicadas,  tomamos  una  unidad  de  longitud  u  y  llamamos  a  =  m(u),  entonces 
m  asigna  a  cada  segmento  su  longitud  multiplicada  por  a. 


2.3  Amplitud  de  ângulos 

Vamos  a  asignar  un  número  real  a  cada  ângulo  tal  y  como  hemos  hecho  con 
los  segmentos.  En  general,  dados  dos  ângulos  L  y  M  y  un  número  natural  ?n, 
la  relación  M  =  mL  indicará  que  M  se  obtiene  sumando  L  consigo  mismo  m 
veces.  Sin  embargo,  a  diferencia  de  lo  que  sucede  con  la  suma  de  segmentos,  no 
tiene  por  qué  haber  ningún  ângulo  M  que  cumpla  esto,  incluso  puede  ocurrir 
que  no  lo  haya  para  m  =  2.  Por  ejemplo,  si  L  es  un  ângulo  recto,  está  definido 
2 L,  pero  no  3 L,  si  L  es  la  mitad  de  un  ângulo  recto,  está  definido  4L,  pero  no 
5 L,  etc. 

En  primer  lugar  vamos  a  probar  que  la  propiedad  de  Arquímedes  implica 
una  propiedad  análoga  para  ângulos: 

Teorema  2.23  Dados  dos  ângulos  L  y  M ,  existe  un  número  natural  n  tal  que 
nL  no  está  definido  o  bien  nL  >  M . 

DemostraciÓN:  Pongamos  que  M  =  AOB ,  con  O  A  =  OB.  Sea  C  el  punto 
medio  de  AB ,  de  modo  que  la  recta  OC  es  la  bisectriz  de  M.  Sea  M'  =  AOC. 
Entonces  M  =  2 M'  y  basta  probar  el  teorema  para  M'  en  vez  de  M,  por  lo 
que  podemos  suponer  que  Aí  es  uno  de  los  ângulos  agudos  de  un  triângulo 
rectángulo. 

Sea  OAB  un  triângulo  rectángulo  con  O  =  AI  y  el  ângulo  recto  A.  Si  L  >  M 
no  hay  nada  que  probar.  En  caso  contrario,  suponemos  por  reducción  al  absurdo 
que  nL  está  definido  para  todo  n  >  0  y  que  nL  <  M.  Podemos  tomar  An  en 
AB  de  modo  que  AOAn  =  nL. 

Vamos  a  probar  que  AA\  <  A1A2  <  A2A3  <  •  •  •  Para  ello  llamamos  C,  D , 
E  a  tres  A,’s  consecutivos,  de  modo  que  tenemos  la  situación  que  muestra  la 
figura  de  la  página  siguiente. 
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Observamos  que  el  ângulo  a  =  ODÃ  es  agudo, 
pues  forma  parte  dei  triângulo  rectángulo  ODA.  Por 
lo  tanto,  su  suplementario  ODE  es  obtuso,  luego 
podemos  trazar  una  semirrecta  dP  de  modo  que 
a  =  O  DF.  Además  el  punto  F  podemos  tomar  lo  en 

ÕÊ.  _  _ 

Ahora,  ODF  =  ODC ,  porque  comparten  un 
lado  y  los  dos  ângulos  de  sus  extremos,  luego  se  cum- 
ple  ÊD  =  DC. 

Por  otra  parte,  b  =  DFE  es  un  ângulo  exte¬ 
rior  dei  triângulo  OFD,  luego  a  <  b  (teorema  1.70). 
Igualmente,  a  =  CDO  es  un  ângulo  exterior  de 
EDO ,  luego  c  <  a,  y  concluimos  que  c  <  b.  El 


teorema  1.71  aplicado  a  DEF  implica  entonces  que 

DC  =  FD<  UÊ, 


como  queríamos  probar. 

Por  la  propiedad  de  Arquímedes  existe  un  n  tal  que  AB  <  n  AA\ ,  y  como 
AAj  <  AiAi+ 1,  esto  implica  que  AB  <  AAn,  lo  cual  es  imposible,  porque  An 
está  en  AB.  ■ 


Nota  Si  aplicamos  el  teorema  anterior  a  un  ângulo  recto  M,  obtenemos  que 
para  todo  ângulo  L  existe  un  n  tal  que  nL  no  está  definido  o  bien  nL  >  R,  en 
cuyo  caso  2 nL  ya  no  está  definido,  luego  siempre  existe  un  natural  n  tal  que  nL 
no  está  definido.  ■ 

No  es  posible  demostrar  que  todo  ângulo  se  puede  dividir  en  n  partes  iguales 
ni  siquiera  suponiendo  el  axioma  de  las  paralelas.  Por  ello  trabajaremos  con 
bisecciones  y  números  racionales  diádicos,  igual  que  podríamos  haber  hecho  en 
el  caso  de  los  segmentos. 

Si  n  >  0  es  un  número  natural,  definimos  la  relación  M  =  L/n  como  que  M 
puede  sumarse  consigo  mismo  n  veces  y  el  resultado  es  un  ângulo  congruente 
con  L.  El  teorema  1.69  nos  asegura  que  siempre  existen  ângulos  M  =  L/ 2", 
para  todo  número  natural  n.  Además,  en  tal  caso  M  =  2"  (L/ 2n+n  ),  es  decir,  si 
dividimos  un  ângulo  en  2n+n  partes  y  sumamos  2n  de  ellas,  el  ângulo  resultante 
es  congruente  con  el  que  habríamos  obtenido  dividiéndolo  en  2”  partes. 

Como  consecuencia,  si  están  definidos  m(L/ 2n)  y  m' / ( 2n  )  y  m/ 2n  =  m! / 2n  , 
entonces 


m(L/2n)  =  m2n'{L/2n+n')  =  m'2n{L/2n+n')  =  m'{L/2n'). 

En  otras  palabras,  si  r  =  m/ 2n  es  un  número  racional  diádico  positivo,  po¬ 
demos  definir  la  relación  M  =  rL  como  M  =  m(L/2n).  Tal  vez  no  exista  ningún 
ângulo  M  que  cumpla  esto,  pero  si  existe  no  depende  de  la  representación  de  r 
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como  fracción,  y  la  clase  de  congruência  de  L  determina  la  clase  de  congruência 
de  M. 

Claramente,  si  está  definido  ( m/2n)L ,  también  lo  está  (m' /2n)L,  para  todo 
número  natural  0  <  m'  <  to,  y  también  es  claro  que  si  r  <  r'  1  entonces  rL  <  r' L 
(si  están  definidos). 


Teorema  2.24  Sea  L  un  ângulo.  Entonces 

1.  Existe  un  número  real  tt  >  1  tal  que,  para  todo  número  racional  diádico 
r  >  0,  se  cumple  que  rL  está  definido  si  y  sólo  si  r  <  n. 

2.  Dados  dos  ângulos  U  <  V,  hay  un  número  racional  diádico  r  >  0  tal  que 
U  <rL<V. 


DemostraciÓN :  Por  la  nota  siguiente  al  teorema  2.23  sabemos  que  existe 
un  natural,  que  podemos  tomar  de  la  forma  2",  tal  que  2 nL  no  está  definido. 

Si  r  =  m/2k  >  2n  es  un  número  racional  diádico,  podemos  suponer  que 
k  >  n  y  entonces  2n+k  <  m.  Si  estuviera  definido  rL,  también  lo  estaria 
(2n+k /2k)L,  es  decir,  2 nL,  lo  cual  es  falso.  Por  lo  tanto,  2"  es  una  cota  superior 
dei  conjunto  de  los  números  diádicos  r  para  los  que  rL  está  definido.  Basta 
tomar  como  tt  el  supremo  de  dicho  conjunto. 

Dados  dos  ângulos  L  y  L'  existe  un  número  natural  n  tal  que  (1/2 n)L  <  L' . 
En  efecto,  si  fuera  L'  <  (1/2 n)L  para  todo  n,  entonces  es  claro  que  2 nL'  estaria 
definido  para  todo  n,  y  nL'  también. 

Sean  ahora  dos  ângulos  U  <  V.  Existe  un  número  natural  n  de  manera  que 
(1/2")L  <  V  —  U  <  V.  Por  el  teorema  2.23  existe  un  mínimo  número  natural 
to  tal  que  (m./2n)L  no  está  definido  o  es  mayor  que  U.  No  puede  ser  m  =  1, 
luego  ((to  —  l)/2n)L  está  definido  y  es  menor  o  igual  que  U,  pero  entonces 


~2 7^L+±L<U  +  (V-U)^V, 


luego  (m/2n)L  sí  que  está  definido  luego  tiene  que  ser 

TO 

U  <—L<V, 

2n 

como  había  que  probar. 

Ahora  ya  podemos  definir  la  medida  de  ângulos: 


Defiiiición  2.25  Dados  dos  ângulos  L  y  U,  definimos 

L/U  —  sup{r  S  1  |  r  es  un  número  racional  diádico  positivo  y  rU  <  L }. 

Así  a  =  L/U  es  un  número  real  porque  el  conjunto  considerado  está  acotado 
superiormente  por  el  número  tt  dado  por  el  teorema  anterior.  De  hecho,  a  <  tt. 
Además  a  >  0,  porque  dicho  teorema  nos  da  también  que  existe  un  r  >  0  tal 
que  L/2  <  rU  <  L,  luego  a  >  r  >  0. 
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Es  evidente  que  a  sólo  depende  de  las  clases  de  congruência  de  U  y  L  y,  más 
aún,  si  L/U  =  L'/U,  entonces  L  =  L’ ,  pues  en  caso  contrario  seria  L  <  U  o 
U  <  L.  No  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  L  <  L',  entonces,  aplicando 
dos  veces  el  teorema  anterior,  existen  r  y  r'  tales  que  L  <  rU  <  r'U  <  L',  y 
entonces,  tomando  supremos,  L/U  <r<r’<  L' /U,  contradicción. 

Observemos  que  la  definición  de  L/U  tiene  sentido  incluso  si  L  es  un  ângulo 
llano,  en  cuyo  caso  L/U  es  simplemente  el  supremo  de  todos  los  números 
diádicos  r  para  los  que  rU  está  definido,  que  claramente  es  el  número  ir  dado 
por  el  teorema  anterior.  De  hecho,  L/U  =  tt  si  y  sólo  si  L  es  un  ângulo  llano. 

Si  a  =  L/U  escribiremos  también  L  =  aU,  donde  nuevamente  hay  que 
entender  que  no  hemos  definido  un  ângulo  aU  en  particular,  sino  que,  a  lo 
sumo,  existe  una  clase  de  congruência  de  ângulos  L  que  cumplen  la  relación 
L  =  aU.  Se  cumple  el  análogo  al  teorema  2.13: 

Teorema  2.26  Dados  dos  ângulos  L  y  U  y  a  >  0  un  número  real,  la  relación 
L  =  aU  equivale  a  que  para  todo  número  racional  r  >  0  para  el  que  esté  definido 
rU  se  cumple  rU  <  L  si  r  <  a  y  L  <  rU  si  r  >  a. 

DemostraciÓN:  Si  r  <  a,  existe  un  número  diádico  r  <  r'  <  a  tal  que 
r'U  <  L,  por  definición  de  aU,  luego  rU  <  r'U  <  L.  Si  r  >  a,  es  fácil  ver  que 
existe  un  número  diádico  tal  que  a  <  r'  <  r,  y  entonces  L  <  r'U  <  rU.  ■ 

De  este  teorema  se  sigue  en  particular  que  si  r  >  0  es  un  número  racional, 
rU  en  el  sentido  que  acabamos  de  definir  coincide  con  el  definido  previamente 
en  términos  de  subdivisiones  de  U. 

Como  en  el  caso  dei  teorema  2.13,  este  resultado  justifica  que  consideremos 
al  único  número  real  a  >  0  que  cumple  L  =  aU  como  la  amplitud  dei  ângulo  L 
medida  respecto  dei  ângulo  unitário  U,  en  el  sentido  de  que  para  todo  número 
racional  r  >  0  para  el  que  esté  definido  rU  se  cumple  que  rU  “se  queda  corto”  al 
compararlo  con  L  si  ra,  mientras  que  “se  pasa”  si  r  >  a,  luego  a  está  indicando 
la  amplitud  exacta  de  L  respecto  de  U. 

Las  propiedades  siguientes  se  demuestran  sin  dificultad  de  modo  totalmente 
análogo  a  las  correspondientes  para  segmentos: 

Teorema  2.27  Sean  a,  fi  números  reales  y  L,  L'  dos  ângulos.  Entonces  se 
cumplen  las  propiedades  siguientes  ( donde  suponemos  que  las  sumas  y  productos 
están  definidos): 

1.  Si  a  <  fi,  entonces  aL  <  j3L, 

2.  Si  L  <  L'  entonces  aL  <  aU , 

3.  (a  +  (3)L  =  aL  +  (3L, 

f.  a(L  -\-  L’)  =  cxL  -p  aL' , 

5.  ( ot(f3L ))  =  (a/3)L. 
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Por  ejemplo,  la  propiedad  3  se  interpreta  como  que  la  amplitud  de  la  suma 
de  dos  ângulos  es  la  suma  de  sus  amplitudes,  y  la  propiedad  5  nos  dice  que 
para  pasar  de  la  amplitud  a  de  un  ângulo  medida  respecto  de  un  ângulo  V  a  la 
medida  respecto  de  un  ângulo  L  tal  que  V  =  (3L  debemos  multiplicar  a/3. 

Nota  Hay  una  diferencia  destacable  entre  la  medida  de  segmentos  y  la  medida 
de  ângulos,  y  es  que  para  medir  segmentos  es  necesario  fijar  unidad  de  medida  y 
no  tenemos  ningún  critério  para  seleccionar  ninguna.  En  cambio,  sí  que  tenemos 
critérios  para  seleccionar  intrinsecamente  una  unidad  de  medida  de  ângulos.  Por 
ejemplo,  podemos  tomar  como  unidad  los  ângulos  rectos,  o  los  ângulos  llanos. 

Hemos  visto  que  cada  ângulo  U  que  fijemos  como  unidad  determina  un 
número  real  7 r,  que  es  la  medida  de  un  ângulo  llano  tomando  U  como  unidad. 
Por  ejemplo,  si  fijamos  como  U  un  ângulo  recto  tenemos  que  7r  =  2,  es  decir,  un 
ângulo  llano  mide  dos  ângulos  rectos. 

Por  razones  históricas,  es  habitual  tomar  como  unidad  de  medida  la  clase 
de  los  ângulos  U  =  (l/90)i?,  donde  R  es  un  ângulo  recto  (la  existência  de 
este  ângulo  no  puede  demostrarse  con  los  axiomas  que  conocemos  hasta  ahora, 
pero  sí  con  el  axioma  de  las  paralelas).  Esta  unidad  recibe  el  nornbre  de  grado 
sexagesimal,  de  modo  que  un  ângulo  recto  tiene  una  amplitud  de  90°  y  un  ângulo 
llano  de  180°. 

De  momento  no  vamos  a  fijar  ninguna  unidad  de  medida  de  ângulos,  y 
usaremos  la  letra  n  para  referimos  a  la  medida  de  un  ângulo  llano  respecto  de 
una  unidad  de  ângulos  arbitraria.  ■ 

El  teorema  1.70  puede  reenunciarse  ahora  como  que  la  suma  de  dos  ângulos 
de  un  triângulo  es  siempre  menor  que  7r.  En  realidad  podemos  probar  un  poco 
más: 

Teorema  2.28  (Lagrange)  La  suma  de  los  tres  ângulos  de  un  triângulo  es 
menor  o  igual  que  ^ r. 

DemostraciÓN:  Dado  un  triângulo  ABC  cuyos  ângulos  rnidan  a,  b  y  c, 
consideramos  el  punto  medio  M  dei  lado  AB  y  prolongamos  el  segmento  AM 
hasta  un  segmento  AD  =  2AM.  Es  claro  entonces  que  AMC  =  DMB,  con  lo 
que  el  triângulo  ABD  resulta  tener  un  ângulo  igual  a  b  +  c  y  otros  dos  ângulos 
x  e  y  tales  que  a  =  x  +  y.  Uno  de  estos  dos  será  menor  o  igual  que  a/2. 
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De  este  modo,  dado  un  triângulo  arbitrário  hemos  obtenido  otro  cuyos 
ângulos  suman  la  misma  cantidad  pero  uno  de  cllos  es  menor  o  igual  que  la 
mitad  de  uno  de  los  ângulos  originales.  Repitiendo  el  proceso  podemos  obtener 
triângulos  con  la  misma  suma  de  ângulos  y  donde  uno  de  ellos  sea  menor  o  igual 
que  a/2™.  Si  la  suma  de  los  ângulos  dei  triângulo  original  fuera  n  +  e,  entonces 
podemos  llegar  a  un  triângulo  cuyos  ângulos  sumen  n  +  e  con  uno  de  ellos  me¬ 
nor  que  e.  Por  lo  tanto,  los  otros  dos  sumarán  al  menos  7 r,  lo  cual  contradice  al 
teorema  1.70.  ■ 

Terminamos  lo  referente  a  la  medida  de  ângulos  con  un  resultado  análogo  al 
teorema  2.22.  Omitimos  la  prueba  por  ser  completamente  análoga. 

Teorema  2.29  Sea  m  una  aplicación  que  a  cada  ângulo  le  asigna  un  número 
real  positivo  y  que  cumpla  las  propiedades  siguientes: 

1.  Si  L  =  L'  entonces  m(L)  =  m(L'), 

2.  Si  L,  y  L'  se  pueden  sumar,  entonces  m(L  +  L')  =  m(L)  +  m(L'). 

Entonces,  para  todo  par  de  ángidos  L,  U  se  cumple 

m{L)  L 
m(U)  ~  Z7' 

2.4  Arcos  y  sectores  circulares 

Fijemos  una  circunferência  us  de  centro  O  y  radio  r.  Si  A  y  B  son  dos  puntos 
de  lo  no  diametralmente  opuestos  (es  decir,  no  alineados  con  O),  llamaremos  arco 
menor  de  extremos  A  y  B  a  la  intersección  de  w  con  AOB.  El  arco  mayor  de 
extremos  A  y  B  es  el  conjunto  formado  por  los  puntos  de  lo  que  no  están  en  el 
arco  menor,  más  los  puntos  Ay  B.  Diremos  que  estos  dos  arcos  son  mutuamente 
complementarios. 

Un  arco  determina  a  sus  extremos,  pues  son  los  únicos  puntos  P  con  la 
propiedad  de  que  todo  ângulo  de  vértice  O  y  que  contenga  a  P  en  su  interior 
(es  decir,  no  en  su  frontera)  contiene  puntos  de  lo  externos  al  arco. 

Si  A  y  B  son  puntos  de  lo  diametralmente  opuestos  llamaremos  arcos  de  ex¬ 
tremos  Ay  B  a  las  intersecciones  de  lo  con  los  dos  semiplanos  determinados  por 
la  recta  AB.  Así  tenemos  dos  pares  de  arcos  complementarios,  sin  que  podamos 
decir  que  uno  es  mayor  que  otro.  Estos  arcos  se  llaman  también  semicircunfe- 
rencias.  Las  semicircunferencias  determinan  sus  extremos  dei  mismo  modo  que 
los  demás  arcos.  Usaremos  la  notación  ÁB  para  referimos  a  un  arco  de  extremos 
A  y  B  en  una  circunferência  dada,  pero  hemos  de  tener  presente  que  ÂB  no 
determina  el  arco,  sino  que  éste  depende  de  la  circunferência  y  además  hay  dos 
arcos  distintos  con  los  mismos  extremos.  Cuando  no  sean  semicircunferencias 
los  distinguiremos  si  conviene  como  ÀBm  (arco  mayor)  y  ÂBm  (arco  menor). 

El  segmento  que  une  los  extremos  de  un  arco  se  llaman  cuerdas  dei  arco. 
Dos  arcos  complementarios  comparten  la  misma  cuerda. 
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Si  en  lugar  de  partir  de  una  circunferência  partimos  de  un  círculo  obtenemos 
las  definiciones  de  sector  circular  y  semicírculo.  La  frontera  de  un  sector  circular 
está  formada  por  dos  rádios  O  A,  OB  y  un  arco  de  extremos  A  y  B,  de  modo 
que  los  arcos  se  corresponden  biunívocamente  con  los  sectores,  por  lo  que  es 
equivalente  trabajar  con  unos  u  otros. 

Los  arcos  admiten  la  caracterización  siguiente: 

Teorema  2.30  Los  arcos  de  extremos  A  y  B  en  una  circunferência  oo  son  las 
intersecciones  con  lo  de  los  semiplanos  determinados  por  la  recta  AB. 

DemostraciÓN :  Si  AB  pasa  por  el  centro  O  de  w  los  arcos  de  extremos 
A  y  B  son  semicircunferencias,  y  el  resultado  es  cierto  por  defhnción.  Supon- 
gamos  el  caso  contrario.  Si  P  es  un  punto  dei  arco  menor  ÁBm,  entonces  P 
está  en  el  ângulo  AOB1  luego  la  semirrecta  OP  corta  al  segmento  AB.  Como 
este  segmento  está  contenido  en  el  círculo,  el  punto  de  corta  ha  de  estar  en 
OP,  y  esto  significa  que  O  y  P  están  en  semiplanos  distintos  respecto  a  AB. 
Recíprocamente,  si  P  es  un  punto  de  lo  en  el  semiplano  opuesto  a  O  respecto  a 
AB,  entonces  OP  ha  de  cortar  a  AB.  Como  OP  está  contenido  en  el  círculo, 
el  punto  de  corte  ha  de  estar  en  AB,  luego  la  semirrecta  OP  está  contenida  en 
AOB,  lo  que  se  traduce  en  que  P  está  en  ABm. 

Con  esto  hemos  probado  que  ABm  es  la  intersección  de  w  con  el  semiplano 
de  AB  que  no  contiene  a  O.  Obviamente  entonces  el  arco  mayor  ha  de  ser  la 
intersección  de  lo  con  el  semiplano  que  contiene  a  O.  ■ 


Definición  2.31  La  amplitud  de  un  arco  de  extremos  AB  (en  un  círculo  de 
centro  O)  es  la  dei  ângulo  AOB  si  el  arco  es  menor,  27t  menos  esta  amplitud  si 
es  mayor  y  tt  si  son  semicircunferencias. 

De  este  modo,  los  arcos  menores  son  los  arcos  de  amplitud  menor  que  7r  y  los 
mayores  son  los  de  amplitud  mayor  que  7r.  Podemos  pensar  en  las  circunferências 
como  arcos  de  amplitud  igual  27t. 

Teorema  2.32  Sean  AB  y  BC  dos  arcos  de  una  circunferência  con  el  extremo 
B  como  único  punto  común.  Entonces  AB  U  ÉC  es  un  arco  de  extremos  A  y 
C ,  y  su  amplitud  es  la  suma  de  las  amplitudes  de  los  arcos  dados. 

DemostraciÓN:  Sea  O  el  centro  de  la  circunferência  que  contiene  a  los  ar¬ 
cos.  Representemos  por  m(X)  la  amplitud  de  un  ângulo  o  arco  X.  Supongamos 
que  la  amplitud  de  uno  de  los  arcos  es  mayor  que  tt,  por  ejemplo  m(AB)  >  tt. 
Entonces  ÁB  es  un  arco  mayor,  luego  está  contenido  en  el  complementario  dei 
ângulo  AOB.  Como  BC  no  tiene  puntos  en  común  con  AB  (salvo  B)  ha  de 
estar  contenido  en  AOB.  En  particular  C  es  un  punto  interior  de  este  ângulo, 
luego  AOB  =  AOC  +  COB.  Es  claro  entonces  que  AB  U  BC  =  ACm  ■  Además 

?ti(ACm)  =  2-7T  —  m(AOC)  =  2tt  —  m(AOB )  +  m(COB)  =  in(AB)  +  m{BC). 
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Si  uno  de  los  arcos  tiene  amplitud  n  la  prueba  es  casi  idêntica.  Supongamos 
ahora  que  ambos  arcos  son  menores  que  n.  Esto  significa  que  ambos  arcos  son 
menores,  luego  están  contenidos  en  los  ângulos  AOB  y  BOC.  Llamemos  A'  y 
B'  a  los  puntos  diametralmente  opuestos  a  A  y  B. 

Notemos  que  A  y  C  han  de  estar  en  semiplanos  opuestos  respecto  a  BB\ 
pues  en  caso  contrario  los  ângulos  AOB  y  BOC  estarían  uno  contenido  en  otro, 
y  los  arcos  también.  Por  lo  tanto  C  está  en  uno  de  los  dos  ângulos  BOA'  o 
AOB'. 

Si  C  está  en  BOA'  (incluyendo  el  caso  C  =  A')  entonces  tenemos  la  relación 
AOC  =  AOB  +  BOC ,  luego  ABC  BC  =  ACm  y  la  relación  entre  las  amplitudes 
es  clara. 

Si  C  está  en  A'OB'  entonces  BOC  =  BOA'  +  A'OC,  luego 

ÃBcBC  =  ÃBCBÀ'  UÁ!Ò  =  ÃÀ'  U  À!Òm  =  ÁCM, 

donde  A  A'  es  la  semicircunferencia  que  contiene  a  B.  Las  amplitudes  cumplen 
la  relación  indicada: 

to(ACm)  =  27 r  —  m(AOC)  =  2tt  —  tt  +  m(A'OC)  =  tt  +  m{A'OC) 

=  m(AOB)  +  m{BOA')  +  m{A'OC)  =  m(AOB)  +  m(BOC) 

=  m{AB)  +  m{BC). 


2.5  El  axioma  de  continuidad 

Hemos  llamado  geometria  métrica  (tridimensional  o  bidimensional)  a  todo 
conjunto  de  puntos  E  en  el  que  hemos  seleccionado  una  familia  de  rectas,  otra  de 
planos  (el  el  caso  tridimensional),  una  relación  triádica  “estar  entre”  y  dos  rela¬ 
ciones  de  congruência  de  segmentos  y  ângulos,  de  modo  que  se  cumplen  los  tres 
bloques  de  axiomas  de  incidência  (A),  de  ordenación  (B)  y  de  congruência  (C). 

A  este  cuerpo  básico  de  axiomas  hemos  anadido  tres  axiomas  más,  el  axioma 
de  las  circunferências,  la  propiedad  de  división  de  segmentos  y  la  propiedad  de 
Arquímedes.  Ahora  presentamos  un  axioma  que  implica  estos  tres  hechos: 

Axioma  de  continuidad  Si  una  recta  r  puede  partirse  como  r  =  si  U  S2, 
donde  si  y  S2  son  dos  conjuntos  convexos  disjuntos  no  vacios,  entonces  existe 
un  punto  P  £  r  tal  que  uno  de  los  conjuntos  S{  es  una  de  las  semirrectas 
determinadas  por  P  en  r  y  el  otro  es  la  semirrecta  complementaria  menos  P. 

Si  tenemos  una  descomposición  r  =  Si  U  S2  en  las  condiciones  dei  axioma 
de  continuidad  y  U  €  s±,  V  €  S2,  entonces  el  requisito  de  que  si  y  S2  sean 
convexos  se  traduce  en  que  todos  los  puntos  de  si  tienen  que  ser  <uv  que  todos 
los  puntos  de  S2-  Si  si  no  tuviera  máximo  y  S2  no  tuviera  mínimo,  entonces 
ambos  conjuntos  estarían  poniendo  en  evidencia  la  presencia  de  un  “agujero” 
en  la  recta,  y  eso  es  lo  que  niega  el  axioma  de  continuidad  al  afirmar  que  tiene 
que  haber  un  punto  P  que  sea  el  máximo  de  Si  o  bien  el  mínimo  de  S2- 


68 


Capítulo  2.  La  geometria  arquimediana 


- - 3 - - 

< —  Si  p  S2 > 

Por  lo  tanto,  el  axioma  de  continuidad  puede  interpretarse  como  que  las  rec¬ 
tas  “no  tienen  huecos” .  Quizá  se  entienda  nrejor  esta  idea  al  ver  las  aplicaciones. 

En  la  práctica  suele  ser  más  conveniente  aplicar  una  versión  equivalente  para 
segmentos  dei  axioma  de  de  continuidad: 

Si  AB  =  si  U  S2  es  una  descomposición  de  un  segmento  en  dos 
conjuntos  convexos  disjuntos  con  A  £  si  y  B  £  s2.  Supongamos  que 
si  y  s2  contienen  otros  puntos  además  de  A  y  B.  Entonces  existe 
un  punto  A  —  P  —  B  tal  que  s i  y  s2  son  los  segmentos  AP  y  PB 
salvo  que  a  uno  de  ellos  le  falta  P. 

Para  demostrar  esta  versión  tomamos  puntos  U  —  A  —  B  —V  y  consideramos 
si  =  AÚCsi,  s'2  =  BVUs2.  Se  comprueba  fácilmente  que  cumplen  los  requisitos 
dei  axioma  de  continuidad,  y  el  punto  P  que  éste  proporciona  cumple  también 
la  conclusión  de  la  variante.  Para  probar  el  recíproco,  dados  si  y  s2  en  las 
condiciones  dei  axioma  de  continuidad,  tomamos  A  £  s\  y  B  £  s2  distintos  de 
sus  posibles  máximo  o  mínimo  y  aplicamos  la  variante  a  AB  fi  si  y  AB  D  s2. 

Demostración  de  la  propiedad  de  Arquímedes  Podemos  suponer  que 
u  =  AB  y  v  =  AC,  así  como  que  ambos  están  sobre  una  misma  semirrecta  s  de 
origen  A.  Supongamos  que  el  resultado  es  falso,  es  decir,  que  nu  <  v  para  todo 
número  natural  n  (observemos  que  si  se  diera  la  igualdad  para  un  n,  entonces 
n  +  1  cumpliría  el  teorema) . 

Para  cada  n  >  0,  sea  An  el  punto  de  s  que  cumple  que  AAn  =  nu.  Llamemos 
X  al  conjunto  de  todos  los  puntos  de  la  semirrecta  complementaria  a  s  más  los 
puntos  P  de  s  que  cumplen  P  <ab  An  para  algún  n.  Sea  Y  el  conjunto  de  los 
puntos  de  s  que  no  están  en  X  (por  ejemplo  C).  Es  evidente  que  se  cumplen  las 
hipótesis  dei  axioma  de  continuidad,  luego  existe  un  punto  D  en  s  de  modo  que 
X  eY  son  las  semirrectas  de  origen  D,  salvo  que  uno  de  los  dos  no  contendrá  a 
D,  pero  esto  no  afecta  a  que  podemos  tomar  un  punto  E  de  X  tal  que  ED  =  u. 
Si  fuera  D  —  A  —  E  o  bien  D  =  A,  cambiamos  D  por  otro  punto  A  —  D'  —  E, 
con  lo  que  se  cumple  D'E  <  DE  =  u.  Así  podemos  suponer  que  A  —  D  —  E. 
Como  D  £  X  existe  un  número  n  tal  que  E  <ab  An,  lo  que  significa  que 
AE  <  AAn  =  nu,  de  donde 

AD  =  AE  +  ED  <  nu  +  u  =  (n  +  l)u  =  AAn+ 1 , 
pero  entonces  An+ 1  es  un  punto  de  X  posterior  a  D,  contradicción.  ■ 


Demostración  de  la  propiedad  de  división  de  segmentos  Sea  AB  un 

segmento  contenido  y  n  >  2  un  número  natural.  Llamamos  X  al  conjunto 
formado  por  A  y  los  puntos  P  ^  A  de  AB  tales  que  nAP  <  AB.  Notemos  que 
X  contiene  otros  puntos  aparte  de  A,  pues  si  n  <  2m  y  2 ~mAB  =  AP,  entonces 
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también  P  £  X.  Sea  Y  el  conjunto  de  los  puntos  de  AB  que  no  están  en  X 
(entonces  B  £  Y,  y  también  pertenece  a  Y  el  punto  medio  dei  segmento  AB). 

Es  obvio  que  se  cumplen  las  hipótesis  dei  axioma  de  continudad  (de  la  va¬ 
riante  para  segmentos),  por  lo  que  existe  un  punto  A  —  C  —  B  de  manera  que 
AC  \  {C}  C  X  c  AC.  Veamos  que  n  AC  =  AB. 

Supongamos  que  nAC  <  AB.  Sea  entonces  D  un  punto  entre  A  y  B  tal 
que  nAC  =  AD.  Sea  m  un  número  natural  tal  que  2m  >  n.  Sea  u  =  2 ~mDB. 
Entonces  tenemos  nu  <  2 mu  =  DB.  Sea  A  —  C  —  E  de  modo  que  CE  =  u.  Así, 

~ÃÊ  <  nÃE  =  nÃC  +  nCÊ  <ÃD  +  UB  =  ÃB. 

Esto  implica  en  particular  que  A  —  E  —  B,  luego  E  €  X,  pero  por  otra  parte 
E  AC,  contradicción. 

Supongamos  ahora  que  AB  <  nAC.  Entonces  tomamos  D  £  A /)  tal  que 
nAC  =  AD,  con  lo  que  necesariamente  A  —  B  —  D.  Como  antes,  tomamos 
u  =  2 ~mBD  y  así  nu  <  BD.  Tomamos  E  £  CÀ  tal  que  EC  =  u.  Tiene  que 
ser  u  <  AC,  pues  si  AC  <  u,  entonces 

AD  =  n  AC  <nu<  AC 

y  seria  A  —  D  —  C ,  cuando  C  £  AB  C  AD.  Por  lo  tanto  podemos  tomar 
A  —  E  —  C  de  modo  que  EC  =  u,  y  así 

ÃB  +  ~BD  =  ÃD  =  nÃC  =  n~ÃÊ  +  nÊC  <  n~ÃE  +  TTB, 

luego  AB  <  nAE.  Esto  implica  que  E  £  Y  C  CB,  pero  E  £  AC,  y  ambos 
segmentos  no  tienen  más  que  a  C  como  punto  común,  contradicción.  ■ 


Nota  Hemos  dado  esta  prueba  para  mostrar  que  si  suponemos  el  axioma  de 
continuidad  podemos  definir  la  longitud  de  segmentos  contando  desde  el  prin¬ 
cipio  con  la  propiedad  de  la  división  de  segmentos,  sin  necesidad  de  considerar 
números  diádicos,  pero  obtenemos  una  demostración  mucho  más  sencilla  como 
consecuencia  dei  teorema  siguiente: 

Teorema  2.33  Dado  un  segmento  u  y  un  número  real  a  >  0,  existe  un  seg¬ 
mento  v  tal  que  v  =  au. 

Demostración  :  Consideremos  una  recta  graduada  r  con  unidad  u  y  sean 

s\  =  {P  £  r  \  ap  <  a},  S2  =  {P  £  r  \  ap  >  a}. 

Es  inmediato  comprobar  que  estos  conjuntos  cumplen  las  hipótesis  clel  axioma  de 
continuidad,  luego  existe  un  punto  P  £  r  tal  que  S2  es  una  semirrecta  de  origen 
P  y  si  U  {P}  es  la  semirrecta  complementaria  (notemos  que  la  definición  de  si 
implica  que  no  tiene  máximo).  Sea  ^  —  ap.  Entonces  /3  >  a  por  definición  de  s 2, 
pero  si  fuera  /3  >  a,  podríamos  tomar  un  número  racional  diádico  a  <  r  <  fd,  y 
entonces  Pr  £  S2  por  definición  de  S'2,  pero  entonces  es  un  elemento  de  S2  menor 
que  P/3,  que  es  el  mínimo  de  S2,  contradicción.  ■ 
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Así  pues,  el  axioma  de  continuidad  garantiza  que  todo  número  real  es  la 
longitud  de  un  segmento  respecto  de  cualquier  unidad  prefijada,  de  donde  se 
sigue  inmediatamente  que  la  aplicación  P  ap  considerada  en  el  teorema  2.10 
es  biyectiva  o,  dicho  de  otro  modo,  que  cada  graduación  de  una  recta  r  establece 
una  biyección  entre  los  puntos  de  r  y  los  números  reales,  cuya  inversa  es  a  K >  Pa. 

En  otros  términos,  cl  axioma  de  continuidad  (que  seria  más  razonable  11a- 
mar  “axioma  de  completitud” )  afirma  que  cada  recta  está  “completa”,  en  el 
sentido  de  que  tiene  todos  los  puntos  que  puede  tener  admitiendo  la  propiedad 
de  Arquímedes  (pues  si  admitimos  que  una  recta  pueda  tener  puntos  infinita¬ 
mente  alejados,  entonces  le  “caben”  aún  más  puntos). 

Teniendo  esto  en  cuenta,  la  propiedad  de  división  de  segmentos  es  inmediata, 
pues,  dado  cualquier  segmento  u  y  un  número  natural  n  >  1,  está  definido 
v  =  (1  /n)u,  que  cunrple  u  =  nv. 

Teorema  2.34  Sea  L  un  ângulo  arbitrário  y  sea  ir  >  1  el  número  real  dado  por 
el  teorema  2.24.  Entonces,  para  todo  número  real  0  <  a  <  ir  existe  un  ângulo 
L'  tal  que  L'  =  aL. 

DemostraciÓN:  Podemos  suponer  que  L  no  es  un  ângulo  llano,  pues  si  cl 
teorema  vale  para  un  ângulo  recto  R  (en  cuyo  caso  7r  =  2)  vale  también  para 
un  ângulo  llano  (con  n  =  1),  pues  si  0  <  a  <  1,  el  ângulo  2 aR  =  2  (aR)  cunrple 
lo  requerido. 

También  podemos  suponer  que  0  <  a  <  tt,  pues  un  ângulo  llano  L'  cunrple 
L'  =  ttL. 

Fijenros  un  número  racional  diádico  a  <  ro  <  n  y  sea  L'  =  r$L  =  AOB. 
Entonces,  a  cada  punto  P  £  AB  distinto  de  A  le  podenros  asignar  el  ângulo 
Lp  =  AOP  <  L' .  En  efecto,  la  senrirrecta  O está  contenida  en  L'  por  1.39,  cl 
teorenra  1.41  nos  da  que  Lp  C  L'  y  entonces  Lp  <  L'  por  definición. 

Más  aún,  si  0  <<  ro  es  un  número  diádico,  entonces  rL  <  r$L  =  L' ,  luego 
existe  un  Pr  £  AB  tal  que  Lpr  =  rL. 

Llamamos  X  al  conjunto  formado  por  A  y  los  puntos  P  ^  A  de  AB  tales 
que  Lp  <  rL,  para  cierto  número  diádico  0  <  r  <  a.  En  particular,  esto  incluye 
a  todos  los  puntos  Pr  con  0  <  r  <  a.  Sea  Y  el  conjunto  de  los  puntos  P  en  AB 
que  no  están  en  X,  lo  cual  incluye  a  todos  los  puntos  Pr  con  a  <  r  <  ro- 

Es  fácil  probar  que  X  e  Y  cumplen  las  hipótesis  de  la  variante  para  intervalos 
dei  axioma  de  continuidad,  luego  existe  un  punto  A  —  C  —  B  de  modo  que 
AC  \  {C}  C  X  c  AC.  Sea  Lc  =  (3L  <  L' ,  luego  0  <  (3  <  r0.  Vamos  a  probar 
que  (3  =  a. 

Si  /3  <  a,  podemos  tomar  un  número  diádico  (3  <  r  <  a,  con  lo  que  tenemos 
Lc  =  (3 L  <  rL  =  Lpr.  Esto  implica  que  la  senrirrecta  OÒ  esté  contenida  en 
Lpr,  lo  que  a  su  vez  implica  que  A  —  C  —  Pr,  pero  Pr  £  X,  y  esto  es  una 
contradicción. 

Sinrilarnrente,  si  a  <  (3  podemos  tornar  un  núnrero  diádico  a  <  r  <  (3,  y 
entonces  Lpr  =  rL  <  f3L  =  Lc,  de  donde  A  —  Pr  —  C,  pero  Pr  £Y ,  y  de  nuevo 
tenemos  una  contradicción.  ■ 
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Así  pues,  fijada  una  unidad  de  ângulos  U,  para  la  que  n  sea  la  amplitud 
dei  ângulo  llano,  existen  ângulos  de  todas  las  amplitudes  posibles  0  <  a  <  ir 
respecto  de  U  como  unidad  de  medida.  En  particular: 

Teorema  2.35  (Propiedad  de  la  división  de  ângulos)  Para  todo  ângulo  L 
y  todo  número  natural  n  >  1  existe  un  ângulo  L'  tal  que  L  =  nL' . 

DemostraciÓn:  Basta  tomar  L'  =  (1  /n)L,  que  está  definido,  pues  se  cum- 
ple  l/n  <  1  <  7T.  ■ 

Vamos  a  probar  que  el  axioma  de  continuidad  implica  el  axioma  de  las  cir¬ 
cunferências,  para  lo  cual  demostraremos  primero  el  teorema  1.90: 

DemostraciÓn  dei  teorema  1.90  Sea  lo  una  circunferência  de  centro  O  y 
radio  r  y  sea  s  una  recta  en  su  mismo  plano  que  pase  por  un  punto  interior 
A.  Si  A  =  O  la  conclusión  es  trivial.  En  caso  contrario  sea  B  el  pie  de  la 
perpendicular  a  s  por  O.  El  teorema  1.77  implica  que  B  también  es  interior  a 
oo.  luego  podemos  suponer  que  B  =  A. 

Fijemos  una  semirrecta  so  de  s  respecto  de  A  y  llamemos  X  al  conjunto  de 
los  puntos  P  de  s  que  están  en  la  semirrecta  complementaria  a  sq  o  bien  son 
interiores  a  u>.  Sea  Y  el  conjunto  de  los  puntos  de  s  que  no  están  en  X  (es  decir, 
que  están  en  la  semirrecta  so  y  son  exteriores  a  oo  o  están  en  oo).  El  teorema  1.77 
permite  probar  fácilmente  que  estos  conjuntos  están  en  las  hipótesis  dei  axioma 
de  continuidad,  por  lo  que  son  semirrectas  de  origen  un  punto  C.  Basta  probar 
que  C  €  oo.  Supongamos  que  OC  <  r.  Entonces  podemos  tomar  A  —  C  —  C 
de  modo  que  CC  <r  OC.  El  teorema  1.76  aplicado  al  triângulo  OCC  nos 
da  que  OC  <  OC  +  CC  <  r,  luego  C  £  X ,  lo  cual  contradice  que  C  sea  el 
extremo  de  X. 

Si  OC  >  r  la  situación  es  similar.  Ahora  podemos  tomar  A  —  C  —  C  de 
modo  que  CC  <  OC  —  r,  y  entonces  OC  >  OC  —  CC  >  r,  con  lo  que  C  £  Y, 
lo  que  contradice  que  C  sea  el  extremo  de  Y .  Por  lo  tanto  OC  =  r.  m 


DemostraciÓn  dei  axioma  de  las  circunferências  Sea  u>  una  circunferên¬ 
cia  de  centro  O  y  radio  r,  y  sea  oo'  una  circunferência  (en  el  mismo  plano)  de 
centro  O'  y  radio  r' .  Supongamos  que  ui'  pasa  por  un  punto  interior  y  por  un 
punto  exterior  a  lo. 

Sea  r  =  OO',  sean  P,  Q  los  puntos  de  r  que  cumplen  OP  =  OQ  =  r  y 
sean  P',  Q'  los  que  cumplen  0'P'  =  0'Q'  =  r’ .  Fijando  en  r  el  orden  <oo'> 
podemos  suponer  que  Q  <  O  <  P,  P'  <  O'  <  Q' . 

Es  claro  que  la  intersección  con  r  dei  círculo  de  frontera  u>  es  QP  y  el  dei 
círculo  de  frontera  w'  es  P’Q’ .  Si  estos  segmentos  son  disjuntos,  es  fácil  ver  que 
los  círculos  son  disjuntos,  por  lo  que  u/  no  tiene  puntos  interiores  a  lo.  Esto  vale 
incluso  si  P  =  P',  pues  entonces  las  circunferências  son  tangentes  en  P  y  todos 
los  puntos  de  lo'  distintos  de  P  son  exteriores  a  oo. 

Por  lo  tanto,  los  segmentos  QP  y  P'Q'  se  cortan,  y  no  sólo  en  P.  Tampoco 
puede  suceder  que  uno  esté  contenido  en  el  otro.  Por  ejemplo,  si  se  curnple 
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P'  <  Q  <  O  <  P  <  Q' ,  es  claro  que  7  no  tiene  puntos  interiores  de  w  en  r,  y 
si  A  £  7  fuera  un  punto  interior  de  lo  fuera  de  r,  entonces 

77Ã  <  777)  +  77Ã  <  77Õ  +  ÕQ  =  777)  <  7 77  =  r', 

en  contradicción  con  que  A  G  7.  La  otra  opción  es  Q  <  P'  <  O'  <  Q'  <  P. 
Entonces  7  no  tiene  puntos  exteriores  a  lo  en  r,  y  si  A  G  7  es  exterior  a  lo  fuera 
de  r,  entonces 

77Ã  <  7x7  +  77Ã  <  7x7  +  7777  =  ÕQ7  <77P=r, 


en  contradicción  con  que  A  es  exterior  a  lo. 

Así  pues,  tiene  que  ser  Q  <  P'  <  P  <  Q' ,  con  lo  que  P'  es  interior  auyPes 
interior  a  7.  Es  claro  entonces  que  todos  los  puntos  de  P'P  salvo  los  extremos 
son  interiores  a  ambas  circunferências.  Fijemos  un  semiplano  E  dei  plano  de 
lo  respecto  de  la  recta  OO' .  Para  cada  A  G  P'P  que  no  sea  un  extremo,  la 
semirrecta  perpendicular  a  P'P  por  A  contenida  en  E  tiene  por  origen  un  punto 
interior  a  ambas  circunferências,  luego  las  corta  en  puntos  Ca  G  lo  y  C'A  G  7. 
Esto  vale  también  para  los  extremos  si  entendemos  que  Cp  =  P  y  C'pl  =  P' . 
Basta  ver  que  existe  un  punto  A  G  P’P  tal  que  Ca  =  C'A.  Supongamos  lo 
contrario. 


Llamamos  X  al  conjunto  de  todos  los  puntos  U  de  P'P  para  los  que  existe 
un  punto  V  tal  que  P'  <  U  <  V  <  P  con  VC'v  <  VCy ,  más  los  puntos  de  la 
semirrecta  de  origen  P'  que  no  contiene  a  P.  Llamamos  Y  al  conjunto  de  los 
puntos  de  PP'  que  no  están  en  X.  En  particular  contiene  a  todos  los  puntos  de 
la  semirrecta  de  origen  P  que  no  contiene  a  P' .  Es  inmediato  que  se  cumplen 
las  hipótesis  dei  axioma  de  continuidad,  por  lo  que  X  e  Y  son  semirrectas  de 
origen  un  punto  M,  que  claramente  tiene  que  estar  en  P'P .  Supongamos  que 


cumple  MCm  <  MCm  ■ 


Sea  s  la  tangente  a  7  por  C'M,  sea  R 
un  punto  entre  C'M  y  Cm,  sea  t  una  recta 
que  pase  por  R  y  corte  a  la  recta  P'P  en 
cualquier  punto  distinto  de  M.  Entonces  t 
corta  a  lo  en  dos  puntos  K  y  L ,  de  modo  que 
los  puntos  dei  segmento  KL  distintos  de  sus 
extremos  son  interiores  a  lo.  Sea  S  un  punto 
de  este  segmento  que  esté  en  el  mismo  se¬ 
miplano  que  P  respecto  a  AIR  y  que  sea 
anterior  a  un  eventual  corte  entre  KL  y  la 
tangente  s.  Tracemos  desde  S  la  perpendi¬ 
cular  a  P'P,  que  cortará  a  esta  recta  en  un 
punto  V. 

Como  las  rectas  MRyVS  tienen  una  perpendicular  común  ( P'P )  no  pueden 
cortarse  (o  formarían  un  triângulo  con  dos  ângulos  rectos) .  Esto  implica  que  V 
está  entre  M  y  P.  Aliora  notamos  que  el  segmento  RS  no  corta  a  s,  luego  S  está 
en  el  mismo  semiplano  que  R  respecto  a  s,  es  decir,  en  el  semiplano  opuesto  a 
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M.  o  sea,  en  el  que  no  está  to' .  Por  lo  tanto  S  es  exterior  aw'y  por  consiguiente 
VS  corta  a  u/  antes  de  llegar  a  S ,  pero  como  S  es  interior  a  w,  resulta  que 
corta  a  oj  después  de  llegar  a  S,  o  sea,  VC'v  <  VCy.  Por  consiguiente  cualquier 
punto  entre  M  y  V  está  en  X ,  lo  cual  es  imposible. 

Notemos  que,  de  hecho,  si  M  —  U  —  V,  la  perpendicular  a  P'P  por  U  no 
puede  cortar  a  MR  ni  a  VS  (o  formaria  triângulos  con  dos  ângulos  rectos), 
luego  por  B4  tiene  que  cortar  aMSyasu  vez  a  RS  en  un  punto  S'  que  curnple 
el  mismo  critério  con  el  que  liemos  elegido  a  S,  por  lo  que  el  mismo  argumento 
muestra  que  UC[j  <  UCu- 

Esto  es  importante  porque  ahora,  invirtiendo  los  papeies  de  las  dos  circun¬ 
ferências,  llegamos  a  que  si  MCm  <  MC'm  existe  un  punto  U  entre  P'  y  M 
de  modo  que  todos  los  puntos  entre  U  y  M  cumplen  la  misma  desigualdad, 
pero  entonces  U  €  X  (por  ser  anterior  a  Aí)  y  tendría  que  existir  un  V  tal 
que  P'  <  U  <  V  de  modo  que  V  C'v  <  VCy ,  pero  necesariamente  entonces 
P'  <  U  <  M  <  V,  y  aplicando  a  V  el  razonamiento  inicial  que  hemos  aplicado 
a  M  llegamos  a  que  V  €  X,  lo  que  de  nuevo  es  una  contradicción.  ■ 


Consideraciones  finales  Quizá  el  lector  se  pregunte  qué  interes  puede  haber 
en  considerar  tres  axiomas  (la  propiedad  de  división  de  segmentos,  la  propiedad 
de  Arquímedes  y  el  axioma  de  las  circunferências)  cuando  es  suficiente  postular 
el  axioma  de  continuidad.  La  razón  es  que  en  cuanto  pasemos  a  considerar 
el  axioma  de  las  paralelas  la  propiedad  de  división  de  segmentos  podrá  ser 
demostrada  sin  necesidad  dei  axioma  de  continuidad,  y  así  nos  quedarán  sólo 
dos  axiomas:  la  propiedad  de  Arquímedes,  que  es  justo  la  necesaria  para  medir 
segmentos  y  ângulos  con  números  reales,  y  el  axioma  de  las  circunferências,  que 
es  el  único  critério  de  existência  de  puntos  más  allá  de  los  que  podemos  obtener 
a  partir  de  los  axiomas  restantes  que  hace  falta  para  desarrollar  la  mayor  parte 
de  la  geometria  clásica.  De  hecho,  la  propiedad  de  Arquímedes  es  prescindible 
en  muchos  casos  si  en  lugar  de  usar  números  para  medir  segmentos  y  ângulos 
usamos  los  propios  segmentos  y  ângulos  a  modo  de  “números” ,  lo  que  supone 
definir  geométricamente  la  suma  y  el  producto  de  segmentos,  lo  cual  es  posible 
con  el  axioma  de  las  paralelas. 

Por  otra  parte,  se  puede  cuestionar  que  el  axioma  de  continuidad  tenga 
realmente  un  fundamento  intuitivo,  no  porque  la  intuición  lo  desmienta,  sino 
más  bien  porque  es  demasiado  abstracto  como  para  que  podamos  decir  que  la 
intuición  lo  confirma.  Más  bien  podríamos  decir  que  es  consistente  con  nuestra 
intuición  geométrica. 

El  axioma  de  continuidad  se  hace  realmente  necesario  a  la  hora  de  aplicar 
a  la  geometria  las  técnicas  dei  análisis  matemático  y,  por  otra  parte,  tiene  una 
consecuencia  notable,  y  es  que  (considerando  también  el  axioma  de  las  paralelas) 
hace  que  exista  una  única  geometria  (tridimensional  euclídea)  salvo  isomorfismo, 
es  decir,  que  dos  geometrias  métricas  que  cumplan  el  axioma  de  las  paralelas  y 
el  de  continuidad  son  esencialmente  “la  misma” ,  en  el  sentido  de  que  se  pueden 
poner  en  correspondência  sus  puntos,  sus  rectas  y  sus  planos  de  modo  que  se 
conservan  todas  las  propiedades  geométricas.  ■ 


Capítulo  III 


La  geometria  euclídea 


Vamos  finalmente  a  explorar  las  consecuencias  que  resultan  de  anadir  el 
axioma  de  las  paralelas  a  los  axiomas  restantes  que  liemos  considerado  en  los 
capítulos  anteriores  para  la  geometria  métrica  (aunque  el  axioma  de  continuidad 
no  será  necesario  en  ningún  momento).  Hemos  visto  que  en  la  geometria  ab¬ 
soluta  es  posible  definir  los  conceptos  geométricos  básicos  (ângulos,  triângulos, 
circunferências,  etc.)  y  demostrar  sus  propiedades  elementales.  Cabe  senalar  que 
todos  los  teoremas  que  hemos  demostrado  son  intuitivamente  triviales,  en  el  sen¬ 
tido  de  que  basta  mirar  una  figura  para  convencerse  de  que  son  ciertos.  Toda 
dificultad  que  haya  podido  encerrar  una  demostración  no  estaba  relacionada  con 
la  falta  de  evidencia  de  la  conclusión,  sino  con  el  problema  técnico  de  deducirla 
lógicamente  de  las  pocas  aíirmaciones  que  hemos  seleccionado  como  axiomas. 
En  cambio,  en  este  capítulo  nos  encontraremos  con  las  primeras  aíirmaciones 
geométricas  no  triviales,  es  decir,  aíirmaciones  nada  evidentes,  de  interés  en  si 
misnro,  y  que  requieren  de  un  razonamiento  lógico  para  convencerse  de  que  son 
ciertas. 


3.1  Paralelas 

Recordemos  que  dos  rectas  son  paralelas  si  son  iguales  o  bien  están  conteni- 
das  en  un  mismo  plano  y  no  tienen  puntos  en  conrún,  así  como  que  dos  planos 
son  paralelos  si  son  iguales  o  bien  están  contenidos  en  la  misma  variedad  afín 
de  dimensión  3  y  no  tienen  puntos  en  conrún.  Muy  poco  es  lo  que  podemos 
decir  sobre  rectas  y  planos  paralelos  sin  recurrir  al  axioma  de  las  paralelas.  No 
obstante,  podemos  demostrar  su  existência: 

Teorema  3.1  Por  cada  punto  pasa  una  paralela  a  una  recta  dada. 

Demostración:  Dada  una  recta  r  y  un  punto  P,  podemos  suponer  que 
P  es  exterior  a  r,  ya  que  en  caso  contrario  sirve  r  como  paralela.  Sea  s  la 
perpendicular  a  r  por  P  y  sea  t  la  perpendicular  a  s  por  P  contenida  en  el 
plano  de  r  y  s.  Las  rectas  r  y  t  han  de  ser  paralelas,  pues  si  se  cortaran 
formarían  un  triângulo  con  dos  ângulos  rectos.  ■ 
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Teorema  3.2  Por  cada  punto  pasa  un  plano  paralelo  a  un  plano  dado. 

DemostraciÓN:  Sea  II  un  plano  y  P  un  punto  que  podemos  suponer  ex¬ 
terior.  Supongamos  en  primer  lugar  los  axiomas  de  tridimensionalidad.  Sea  r 
la  recta  perpendicular  a  II  por  P  y  sea  IIi  el  plano  perpendicular  a  r  por  P. 
Entonces  II  y  II i  son  planos  paralelos,  pues  si  tuvieran  un  punto  en  común  Q , 
el  triângulo  formado  por  P,  Q  y  la  intersección  de  r  con  II  tendría  dos  ângulos 
rectos.  Sin  los  axiomas  de  tridimensionalidad  aplicamos  el  razonamiento  prece¬ 
dente  a  la  variedad  afín  A3(II,P),  y  así  obtenemos  un  plano  paralelo.  ■ 


Definición  3.3  Una  geometria  de  Plilbert  euclídea  es  una  geometria  de  Hilbert 
que  satisfaga  los  axiomas  A,  B,  C,  junto  con  el  axioma  siguiente: 

Axioma  de  las  paralelas  Por  cada  punto  exterior  a  una  recta  pasa  una  única 
paralela. 

Ya  hemos  observado  que  la  existência  de  paralelas  (únicas)  por  puntos  de 
una  recta  es  trivial  por  definición,  por  lo  que  al  admitir  este  axioma  tenemos  de 
hecho  la  existência  de  una  única  paralela  a  cada  recta  por  cada  punto. 

En  principio  no  incluimos  la  propiedad  de  Arquímedes  en  la  definición  de 
geometria  euclídea,  y  los  resultados  de  esta  sección  no  la  requieren,  aunque  en 
las  secciones  siguientes  pasaremos  a  usaria.  Tampoco  suponemos  los  axiomas 
de  tridimensionalidad. 

En  el  capítulo  I  hemos  visto  que  el  axioma  de  las  paralelas  puede  reemplazar 
al  axioma  de  incidência  A2,  y  hemos  probado  el  teorema  1.37,  que  afirma  que  el 
paralelismo  es  una  relación  de  equivalência.  El  análogo  para  planos  dei  axioma 
de  las  paralelas  se  demuestra  fácilmente: 

Teorema  3.4  Por  cada  punto  pasa  un  único  plano  paralelo  a  un  plano  dado. 

DemostraciÓN:  Sea  II  un  plano  y  P  un  punto  que  podemos  suponer  exte¬ 
rior.  Ya  hemos  probado  que  existe  un  plano  paralelo.  Si  hay  dos,  digamos  IIi  y 
II2,  ambos  tienen  que  estar  contenidos  en  la  variedad  tridimensional  A3(II,P), 
luego  se  cortan  en  una  recta  s.  Consideremos  un  plano  IT  que  pase  por  P,  por 
un  punto  P'  £  s  y  por  un  punto  de  IIi  \  s.  Entonces  ü'  fl  II  es  una  recta  r  que 
pasa  por  P,  IT  fl  IIi  es  una  recta  ry  que  corta  a  s  en  P'  y  IT  fl  II2  es  una  recta 
r2  que  también  corta  a  s  en  P',  luego  ry  y  r2  son  paralelas  a  P  por  un  mismo 
punto  P' ,  contradicción.  ■ 

Más  fácilmente  se  demuestra: 

Teorema  3.5  Dos  planos  paralelos  a  un  tercero  son  paralelos. 

El  teorema  1.37  equivale  a  que  si  dos  rectas  son  paralelas,  toda  recta  conte- 
nida  en  su  plano  común  que  corte  a  una  de  cilas  tiene  que  cortar  también  a  la 
otra. 
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Consideremos  una  figura  formada  por  dos  rectas  r  y  s  que  cortan  a  una 
recta  t  en  puntos  distintos  P  y  Q.  De  los  ocho  ângulos  determinados  por  los  dos 
cortes,  llamaremos  ângulos  internos  de  la  figura  a  los  dos  que  tienen  vértice  P  y 
que  están  contenidos  en  el  semiplano  de  r  que  contiene  a  Q ,  así  como  a  los  dos 
que  tienen  vértice  Q  y  están  contenidos  en  el  semiplano  de  s  que  contiene  a  P. 
Hay,  pues,  cuatro  ângulos  internos,  dos  con  vértice  P ,  uno  en  cada  semiplano 
respecto  a  t,  y  dos  con  vértice  Q ,  también  uno  en  cada  semiplano  respecto  a  t. 
Los  cuatro  ângulos  restantes  son  externos.  También  hay  dos  en  cada  vértice  y 
cada  uno  en  un  semiplano  distinto  respecto  a  t.  Diremos  que  dos  ângulos  son 
alternos  si  tienen  vértices  distintos  y  están  contenidos  en  semiplanos  distintos 
respecto  a  t. 

En  la  figura  siguiente  a  y  a'  son  ângulos  alternos  internos,  mientras  que  0 
y  0’  son  ângulos  alternos  externos. 


ângulos  alternos 

,  "  ~~ — - — P/fi  externos 

ângulos  alternos  — ______ 

internos  „  , 

ângulos  alternos 

s _ /a'  internos 

ângulos  alternos  0/ Q 
externos 


Teorema  3.6  Sean  r  y  s  dos  rectas  que  corten  a  una  recta  t  en  dos  puntos  P 
y  Q.  Entonces  r  y  s  son  paralelas  si  y  sólo  si  los  ângulos  alternos  internos  que 
determinan  son  iguales. 

DemostraciÓN:  Si  los  ângulos  alternos  internos  son  iguales,  entonces  dos 
ângulos  internos  no  alternos  son  suplementarios,  luego  no  pueden  ser  los  ângulos 
de  un  triângulo,  cosa  que  ocurriría  si  las  rectas  r  y  s  se  cortaram 

Supongamos  ahora  que  r  y  s  son  paralelas.  Tomamos  uno  de  los  ângulos 
internos  de  vértice  P  y  lo  transportamos  a  un  ângulo  de  vértice  Q ,  con  un  lado 
igual  a  qÍ3  y  con  el  otro  lado  en  el  semiplano  opuesto  al  ângulo  de  partida 
respecto  de  t.  La  prolongación  de  dicho  lado  es  una  recta  s'  de  modo  que  t 
determina  ângulos  alternos  internos  iguales  en  r  y  s' .  Por  la  parte  ya  probada 
r  y  s'  son  rectas  paralelas,  y  como  s'  pasa  por  Q,  por  el  axioma  de  las  paralelas 
ha  de  ser  s  =  s' ,  luego  ciertamente  los  ângulos  alternos  internos  son  iguales. 


Así  pues  cuando  una  recta  t  corta  a  dos  rectas  paralelas  r  y  s  se  forman  ocho 
ângulos  divididos  en  dos  grupos  de  cuatro  que  son  iguales  entre  sí  (porque  cada 
ângulo  interno  es  opuesto  por  el  vértice  a  uno  externo).  Los  de  un  grupo  son 
los  suplementarios  de  los  dei  otro  grupo.  En  particular,  si  una  recta  corta  a  dos 
paralelas  y  es  perpendicular  a  una,  también  lo  es  a  la  otra  (pues  en  tal  caso  los 
ocho  ângulos  son  iguales,  luego  son  rectos). 
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Nota  El  teorema  anterior  es  la  afirmación  que  Euclides  tomó  como  ‘quinto 
postulado’  en  sus  Elementos,  y  ciertamente  es  nrucho  menos  elemental  que  sus 
otros  postulados  (o  que  cualquiera  de  los  axiomas  restantes  de  los  que  hemos 
partido  nosotros).  Esto  hizo  que,  durante  siglos,  rnuchos  matemáticos  trataran 
de  demostrarlo  a  partir  de  los  dernás  axiomas  o,  cuanto  menos,  de  algún  axioma 
más  sirnple.  El  axioma  de  las  paralelas  que  hemos  adoptado  cumple  satisfacto- 
riamente  este  propósito,  pues  es  sin  duda  intuitivamente  evidente.  ■ 

Como  aplicación  inmediata  tenemos  el  liecho  siguiente: 

Teorema  3.7  La  suma  de  los  ângulos  de  un  triângulo  es  igual  a  un  ângulo 
llano. 

DemostraciÓN:  Dado  un  triângulo  cualquiera  ABC ,  trazamos  la  paralela  r 
al  lado  BC  por  el  punto  A.  Obviamente  r  deja  a  B  y  C  en  un  mismo  semiplano. 


Las  semirrectas  A  /}  y  A Ò  dividen  a  dicho  semiplano  en  tres  ângulos  cuya 
suma  es  ir.  Uno  de  ellos  es  A,  y  los  otros  dos  son  iguales  a  B  y  C  por  el  teorema 
anterior. 

Con  más  detalle:  tomemos  puntos  P  y  Q  a  ambos  lados  de  A  en  r.  Entonces 
los  ângulos  PAB  y  PAC  están  contenidos  en  el  mismo  semiplano  respecto  a  r 
(pues  r  no  corta  a  BC)  luego  uno  está  contenido  en  el  otro.  Supongamos  por 
ejemplo  que  PAB  es  el  menor.  Entonces  Al)  está  contenida  en  PAC ,  luego 
corta  a  PC,  luego  P  y  C  están  en  semiplanos  distintos  respecto  a  AB ,  de  donde 
se  sigue  que  PAB  y  ABC  son  alternos  internos.  Así  pues,  PAB  =  B,  luego 
PAC  =  PAB  +  BAC  =  Â  +  B.  Por  otra  parte,  QAC  es  adyacente  a  PAC  y  de 
aqui  que  B  y  Q  estén  en  semiplanos  distintos  respecto  a  AC,  con  lo  que  QAC 
y  AC B  son  alternos  internos.  En  total  queda  que  A  +  B  +  C  =  PAC  +  CAQ, 
que  es  un  ângulo  llano.  ■ 


En  particular,  si  dos  triângulos  tienen  dos  ângulos  iguales,  de  lrecho  tienen 
los  tres  ângulos  iguales,  pues  el  tercero  es  el  suplementario  de  la  suma  de  los 
otros  dos,  luego  el  critério  de  igualdad  ALA  puede  aplicarse  con  dos  ângulos 
cualesquiera,  no  necesariamente  los  contíguos  al  lado. 


Ejercicio:  Probar  que  por  tres  puntos  no  alineados  pasa  una  única  circunferência. 


Definición  3.8  Sean  A,  B,  C,  D  cuatro  puntos  coplanares  no  colineales  tres  a 
tres  tales  que  la  recta  AB  sea  paralela  a  CD  y  la  recta  AD  sea  paralela  a  BC. 
Entonces  C  y  D  están  en  el  mismo  semiplano  respecto  a  AB,  Ay  B  están  en  el 
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mismo  semiplano  respecto  a  CD,  A  y  D  están  en  el  mismo  semiplano  respecto 
a  BC  y  B  y  C  están  en  el  mismo  semiplano  respecto  a  AD.  A  la  intersección 
de  estos  cuatro  semiplanos  se  le  llama  paralelogramo  (gr.  ‘de  líneas  paralelas’) 
de  vértices  A,  B,  C  y  D. 

Los  segmentos  AB ,  BC,  CD  y  DA  se  llaman  lados  dei  paralelogramo.  Dos 
lados  son  contíguos  si  tienen  un  vértice  en  común  y  son  opuestos  en  caso  con¬ 
trario.  La  unión  de  todos  ellos  constituye  su  frontera. 

Los  ângulos  DAB,  ABC ,  BC  D  y  CD  A  se  llaman  ângulos  dei  paralelogramo. 
Los  segmentos  AC  y  BD  se  llaman  diagonales  dei  paralelogramo.  Dos  vértices 
son  contíguos  u  opuestos  según  si  son  extremos  de  un  lado  o  de  una  diagonal. 


Los  paralelogramos  son  intersecciones  de  semiplanos,  luego  son  convexos. 
En  particular  las  diagonales  de  un  paralelogramo  están  contenidas  en  él.  No  es 
difícil  probar  que  un  paralelogramo  determina  sus  vértices. 

Teorema  3.9  Los  lados  y  los  ângulos  opuestos  de  un  paralelogramo  son  iguales, 
los  ângulos  contíguos  son  suplementarios,  las  diagonales  se  cortan  por  su  punto 
medio. 

DemostraciÓN:  Con  la  notación  de  la  defmición  anterior,  tenemos  que  A 
y  D  están  en  el  mismo  semiplano  respecto  a  BC,  luego  si  D  y  B  estuvieran 
en  el  mismo  semiplano  respecto  a  AC  tendríamos  que  D  pertenecería  al  ângulo 
C  AB,  luego  AD  cortaria  al  segmento  BC,  cuando  en  realidad  son  paralelos. 
Así  pues,  B  y  D  están  en  semiplanos  distintos  respecto  a  AC,  por  lo  que  BD 
corta  a  AC.  Similarmente  llegamos  a  que  AC  ha  de  cortar  a  la  recta  BD,  y 
como  el  punto  de  corte  ha  de  ser  el  mismo  en  ambos  casos,  concluimos  que  las 
diagonales  AC  y  BD  se  cortan  en  un  punto  P. 

Es  claro  que  dos  ângulos  contíguos,  por  ejemplo  Ay  B  son  ângulos  internos 
respecto  a  la  figura  formada  por  las  rectas  paralelas  AD  y  BC  cortadas  por  AB, 
pero  no  son  alternos,  sino  que  ambos  están  en  el  mismo  semiplano  respecto  a 
AB.  Por  lo  tanto  A  y  un  ângulo  adyacente  a  B  sí  son  ângulos  alternos  internos, 
luego  Ã  y  B  son  suplementarios.  De  aqui  que  dos  ângulos  opuestos  sean  iguales, 
pues  tienen  un  suplementario  común. 

Puesto  que  Ay  C  están  en  semiplanos  distintos  respecto  a  BD,  los  ângulos 
ABD  y  BDC  son  alternos  internos,  luego  son  iguales.  Igualmente  se  cumple 
que  ADB  =  DBC,  luego  ADB  =  CBD ,  lo  que  en  particular  implica  que  los 
lados  opuestos  son  iguales. 

Es  fácil  ver  también  que  PAB  =  PCD ,  de  donde  se  sigue  que  PB  =  PD  y 
PA  =  PC,  luego  P  es  el  punto  medio  de  las  diagonales.  ■ 
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Definición  3.10  Un  rombo  (gr.  ‘alternado’)  es  un  paralelogramo  cuyos  cuatro 
lados  son  iguales.  Un  rectángulo  es  un  paralelogramo  cuyos  cuatro  ângulos  son 
iguales  (luego  los  cuatro  son  rectos).  Un  cuadrado  es  un  paralelogramo  con  los 
cuatro  lados  y  los  cuatro  ângulos  iguales. 

Ejercicio:  Probar  que  las  diagonales  de  un  rombo  son  perpendiculares,  y  son  las 
bisectrices  de  los  ângulos  que  unen. 


3.2  Semejanza  de  triângulos 

En  esta  sección  trabajamos  en  una  geometria  euclídea  con  la  propiedad  de 
Arquímedes. 

Definición  3.11  Dos  triângulos  ABC  y  A' B'C  son  semejantes  si  sus  lados  son 
proporcionales  dos  a  dos,  es  decir,  si 

ÃB  _  ÃC  _  BC 

WB 7  ~  ÃÃJ7  ~  WÜ7  ' 

Diremos  que  dos  triângulos  ABC  y  A'B'C  están  en  posición  de  Tales  si, 
nombrando  los  vértices  adecuadamente,  A  =  A',  B'  está  en  AB  y  B'C  es 
paralela  a  BC  (con  lo  que  también  O  está  en  AC). 


A 


Es  fácil  probar  el  teorema  siguiente: 

Teorema  3.12  Si  dos  triángidos  ABC  y  A! B'C  están  en  posición  de  Tales 
entonces  Â  =  À! ,  È  =  B'  y  C  =  C' .  Recíprocamente,  si  ABC  y  A'B'C 
cumplen  estas  igualdades  existe  un  triângulo  A" B"C"  semejante  a  A'B'C  de 
modo  que  ABC  y  A" B"C"  están  en  posición  de  Tales. 

Con  ayuda  de  este  hecho  ya  podemos  probar  el  resultado  básico: 

Teorema  3.13  Sean  l\  y  I2  dos  semirrectas  no  alineadas  de  origen  O.  Sean 
P  y  P'  puntos  de  l\  y  I2  respectivamente  distintos  de  O.  Sean  A  y  B  dos 
puntos  cualesquiera  de  l\  distintos  entre  sí  y  distintos  de  O.  Sean  A!  y  B'  los 
puntos  donde  las  rectas  paralelas  a  PP '  por  A  y  B,  respectivamente,  cortan  a  Z2. 
Entonces  la  clase  de  congruência  de  A! B'  depende  de  la  clase  de  congruência 
de  AB,  pero  no  de  la  elección  de  los  puntos  A  y  B  en  l\. 
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DemostraciÓn:  Podemos  suponer  que  A  está  más  cerca  de  O  que  B. 
Notemos  que  la  recta  paralela  a  PP'  por  A  ha  de  cortar  efectivamente  a  1-2,  o 
de  lo  contrario  serían  paralelas,  luego  PP'  también  seria  paralela  a  I2,  lo  cual 
es  absurdo.  Tracemos  por  A  la  paralela  a  Í2,  que  cortará  a  BB'  en  un  punto  X 
(por  el  axioma  B4). 


Los  triângulos  BOB'  y  BAX  están  en  posición  de  Tales,  luego  se  curnple 
BAX  =  BOB'  =  POP' .  Lo  mismo  sucede  con  OPP '  y  OBB' ,  luego  también 
ABX  =  OBB'  =  OPP'.  __ 

Esto  significa  que  los  ângulos  dei  triângulo  ABX  son  independientes  de  la 
elección  de  A  y  B.  Por  lo  tanto,  si  hacemos  otras  elecciones  distintas  conser¬ 
vando  la  clase  de  congruência  de  AB  obtendremos  triângulos  iguales,  luego  los 
lados  AX  también  serán  iguales,  pero  AX  =  A'B'  porque  son  los  lados  opuestos 
de  un  paralelogramo.  Así  pues,  la  clase  de  congruência  de  A!B’  sólo  depende 
de  la  clase  de  congruência  de  AB.  ■ 

Como  primera  aplicación  demostramos  lo  siguiente: 

Teorema  3.14  (Propiedad  de  la  división  de  segmentos)  Todo  segmento 
se  puede  dividir  en  cualquier  número  prefijado  de  partes  iguales. 

DemostraciÓn:  La  figura  muestra  el  proceso  de  división  de  un  segmento 
en  tres  partes  iguales,  pero  el  método  es  general: 


Consideremos  cualquier  semirrecta  de  origen  A  no  colineal  con  AB,  elegimos 
cualquier  punto  P\  en  ella  y  lo  transportamos  las  veces  que  queramos  hasta 


82 


Capítulo  3.  La  geometria  euclídea 


determinar  (en  este  caso  dos)  puntos  P2  y  P3  de  modo  que  AP\  =  P1P2  =  PiPz- 
Seguidamente  consideramos  la  recta  BP3  y  trazamos  las  paralelas  a  esta  recta 
que  pasan  por  P\  y  P2,  que  cortarán  a  AB  en  puntos  Q\  y  Q2,  respectivamente. 
Por  el  teorema  anterior  AQ 1  =  Q1Q2  =  Q2B.  m 

Ya  estamos  en  condiciones  de  demostrar  los  teoremas  fundamentales  de  la 
geometria  euclídea: 

Teorema  3.15  (Teorema  de  Tales)  Si  dos  triângulos  están  en  posición  de 
Tales  entonces  son  semejantes. 

DemostraciÓN:  Sean  ABC  y  A! B'C  triângulos  en  posición  de  Tales,  di¬ 
gamos  con  el  vértice  A  en  común.  Para  cada  segmento  s  podemos  tomar  dos 
puntos  P  y  Q  en  AÀ  tales  que  PQ  =  s,  transportados  a  A Ò  mediante  rectas 
paralelas  a  BC  de  acuerdo  con  el  teorema  3.13  y  obtener  así  un  segmento  cuya 
longitud  sólo  depende  de  la  longitud  de  s.  Llamemos  m(s)  a  esta  longitud. 
Es  obvio  que  se  cumplen  las  hipótesis  dei  teorema  2.22,  luego  en  particular,  y 
teniendo  en  cuenta  que  AB  se  transforma  en  AC  y  AB'  se  transforma  en  AC, 
concluimos  que 

ÃB  _  ÃC 
WW  ~  WC  ' 

Ahora  bien,  los  dos  triângulos  dados  tienen  los  ângulos  iguales,  luego  (pa- 
sando  a  otros  congruentes)  podemos  ponerlos  en  posición  de  Tales  con  otro 
vértice  en  común,  por  ejemplo  B,  y  entonces  obtenemos  la  igualdad  que  nos 
falta  para  concluir  que  son  semejantes.  ■ 

Teorema  3.16  Dos  triângulos  son  semejantes  si  y  sólo  si  tienen  los  ángidos 
iguales. 

DemostraciÓN:  Si  dos  triângulos  tienen  los  ângulos  iguales,  entonces  pue- 
den  ponerse  en  posición  de  Tales,  luego  son  semejantes.  Supongamos  ahora  que 
ABC  y  A' B'C  son  dos  triângulos  semejantes.  Es  claro  que  podemos  construir 
un  triângulo  A" B"C"  en  posición  de  Tales  respecto  a  ABC  y  de  modo  que 
A  A  =  A  A  .  Entonces  los  triângulos  A' B'C  y  A"  B"C"  son  semejantes  y  tie¬ 
nen  un  lado  igual.  De  la  definición  de  semejanza  se  sigue  entonces  que  tienen 
los  tres  lados  iguales,  luego  son  iguales.  ■ 

De  aqui  se  sigue  una  variante: 

Teorema  3.17  Dos  triângulos  son  semejantes  si  sólo  si  tienen  un  ângulo  igual 
y  sus  lados  adyacentes  proporcionales. 

DemostraciÓN:  Sustituyendo  uno  de  los  triângulos  por  otro  congruente  (y 
por  lo  tanto  semejante)  podemos  suponer  que  ambos  tienen  un  ângulo  coinci¬ 
dente.  Sean,  pues  ABC  y  AB'C,  donde  las  semirrectas  .4  /)  y  AC  coinciden 
respectivamente  con  AÀ'  y  A Ò' .  Trazamos  la  paralela  a  BC  que  pasa  por  B' ,  la 
cual  cortará  a  AC  en  un  punto  C" .  Por  el  teorema  de  Tales,  el  triângulo  AB'C" 
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es  semejante  a  ABC  luego  a  AB'C ,  con  lo  que  sus  lados  son  proporcionales, 
pero  tienen  un  lado  coincidente,  de  hecho  todos  sus  lados  han  de  ser  iguales.  En 
particular  AC  =  AC ",  luego  C  =  C"  y  así  AB'C  es  semejante  a  ABC.  El 
recíproco  es  obvio.  ■ 

Teorema  3.18  (Teorema  de  Pitágoras)  En  un  triângulo  rectángulo,  el  cua- 
drado  de  la  hipotenusa  es  igual  a  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  catetos. 

DemostraciÓn:  Sea  ABC  un  triângulo  rectángulo,  donde  Â  es  el  ângulo 
recto.  Sea  P  el  pie  de  la  perpendicular  a  BC  por  A.  No  puede  ocurrir  que  P 
coincida  con  B  o  con  C,  o  de  lo  contrario  el  triângulo  tendría  dos  ângulos  rectos. 
Además  P  ha  de  estar  en  el  segmento  BC,  pues  si,  por  ejemplo,  B  estuviera  entre 
P  y  C  los  ângulos  PB  A  y  CBA  serían  adyacentes,  pero  el  primero  forma  parte 
dei  triângulo  PB  A,  que  tiene  un  ângulo  recto  en  P,  luego  PB  A  seria  agudo, 
y  CBA  seria  obtuso,  lo  cual  es  imposible.  Por  lo  tanto  P  está  ciertamente  en 
BC. 


A 


El  triângulo  rectángulo  ABP  comparte  un  ângulo  agudo  con  el  triângulo 
también  rectángulo  CBA,  luego  tienen  dos — y  por  consiguiente  tres — ângulos 
iguales,  es  decir,  son  semej antes.  Así  pues 

ÃB  ~BC 
KP  ~  ÃB  ’ 

y  por  consideraciones  análogas  sobre  el  triângulo  ACP  concluimos  que 

ÃC  _  BC 
CP  ~  ÃC  ' 


Por  lo  tanto 

ÃB2  +  ÃC 2  =  ÃCÃP  +  ÃCCJP  =  BC  í BP  +  CP)  =  ~BC2 . 

m 

De  aqui  se  sigue  fácilmente  que  la  diagonal  de  un  cuadrado  mide  ypí  veces 
su  lado,  pero  no  existe  ningún  número  racional  cuyo  cuadrado  sea  2,  luego  la 
diagonal  no  guarda  una  proporción  racional  con  el  lado.  Así  fue  como  los  grie- 
gos  descubrieron  que  una  de  las  figuras  geométricas  más  sencillas,  el  cuadrado, 
determina  dos  segmentos  mutuamente  inconmensurables,  es  decir,  la  existência 
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de  números  irracionales,  y  esto  explica  por  qué  liemos  tenido  que  introducir 
los  números  reales  a  la  hora  de  medir  segmentos.  Ahora  bien,  en  ausência 
dei  axioma  de  continuidad  no  necesitamos  todos  los  números  reales  para  medir 
segmentos.  Ahora  podemos  decir  algo  más  al  respecto: 

Teorema  3.19  El  conjunto  Mg  de  los  números  reales  que  tienen  asociados  pun- 
tos  en  una  recta  graduada  es  un  subcuerpo  de  R,  el  mismo  para  todas  las  rectas. 

DemostraciÓN:  Fijemos  una  recta  graduada.  Por  el  teorema  2.17  y  las 
observaciones  posteriores  sabemos  que  la  suma  y  la  resta  de  números  de  Rg  está 
en  Mg-  Ahora,  dado  cualquier  par  de  segmentos  de  longitudes  a  y  b,  podemos 
construir  dos  triângulos  como  indica  la  figura: 


El  primer  triângulo  rectángulo  lo  construimos  fijando  los  catetos,  lo  cual 
determina  la  hipotenusa  y,  en  particular,  el  ângulo  a.  El  segundo  lo  construimos 
transportando  el  ângulo  a  y  fijando  el  cateto  de  longitud  b.  Entonces  ambos 
triângulos  tienen  los  mismos  ângulos,  luego  son  semejantes,  luego  b/l  =  x/a,  es 
decir,  x  =  ab.  Esto  prueba  que  el  producto  de  elementos  positivos  de  Rg  está 
en  Mg,  y  de  aqui  se  generaliza  trivialmente  a  elementos  arbitrários. 

Ahora  repetimos  la  construcción  intercambiando  la  a  y  el  1  en  el  primer 
triângulo  y  poniendo  b  =  1  en  el  segundo.  El  resultado  es  x/l  =  l/a,  luego 
x  =  a-1.  Esto  prueba  que  el  inverso  de  un  número  positivo  de  Rq  está  en  Rg, 
y  claramente  lo  mismo  vale  para  números  negativos. 

Con  esto  tenemos  que  Rg  es  un  subcuerpo  de  R.  Falta  probar  que  no 
depende  de  la  elección  de  la  recta  graduada.  Ahora  bien,  si  tomamos  otra  recta 
graduada  cuyo  cuerpo  asociado  es  Rg  y  su  unidad  mide  u  €  Mg  respecto  de  la 
primera,  entonces  cada  segmento  que  mida  a  £  Rg  respecto  a  la  segunda  recta 
medirá  b  =  ua  G  Rg  respecto  a  la  primera,  pero  entonces  a  =  b/u  €  Mg-  Esto 
prueba  que  Rg  C  Mg,  y  por  simetria  se  da  también  la  inclusión  opuesta.  ■ 

Es  importante  tener  claro  que  Rg  es  el  mismo  cuerpo  para  todas  las  rectas 
graduadas  de  una  misma  geometria  euclídea  con  la  propiedad  de  Arquímedes, 
pero  nada  impide  en  principio  que  existan  distintas  geometrias  euclídeas  (es 
decir,  distintos  espacios  que  cumplan  los  axiomas  de  la  geometria  euclídea)  que 
determinen  distintos  subcuerpos  Rg  de  R. 

No  obstante,  Mg  no  puede  ser  cualquier  subcuerpo  de  M,  pues  el  teorema  de 
Pitágoras  implica  que  debe  cumplir  una  condición  adicional: 

Definición  3.20  Un  cuerpo  K  es  pitagórico  si  la  suma  de  dos  cuadrados  de  K 
es  de  nuevo  un  cuadrado  en  K. 
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Por  ejemplo,  R  es  pitagórico  porque  toda  suma  de  cuadrados  es  >  0  y  todo 
número  real  >  0  tiene  raiz  cuadrada.  En  cambio,  Q  no  es  pitagórico,  pues 
2  =  l2  +  l2  no  tiene  raiz  cuadrada  en  Q.  Es  inmediato  que  si  K  es  un  cuerpo 
pitagórico,  entonces  toda  suma  finita  de  cuadrados  es  un  cuadrado. 

Teorema  3.21  El  cuerpo  Kg  es  pitagórico. 

DemostraciÓN:  Tomemos  a,  /3  €  Kg  y  veamos  que  7  =  a2  +  fl2  tiene  raiz 
cuadrada  en  Kg-  No  perdemos  generalidad  si  suponemos  a,  f3  >  0.  Entonces 
podemos  construir  un  triângulo  rectángulo  cuyos  catetos  midan  a  y  /3,  con  lo 
que  su  hipotenusa  medirá  y/j  €  Kg-  ■ 

Por  ejemplo,  ahora  podemos  concluir  que  si  n  es  un  número  natural,  entonces 
y/n  G  Kg-  Obviamente  es  cierto  para  n  =  0  y  si  y/n  €  Kg,  entonces  tenemos 
que  n  +  1  =  y/n  +  l2  es  una  suma  de  cuadrados  en  Kg,  luego  y/n  +  1  €  Kg- 

Ejemplo:  El  número  áureo  Euclides  definió  así  el  número  áureo: 

Se  dice  que  un  segmento  ha  sido  cortado  en  extrema  y  media  razón 
cuando  el  segmento  entero  es  a  la  parte  mayor  como  la  parte  mayor 
es  a  la  parte  menor. 


Más  claramente,  si 

a  +  b  a 
a  b 

Para  que  esto  suceda,  la  razón  </>  =  a /b  tiene  que  cumplir  la  ecuación 

1  +  —  =  </)  <f>—  1  =  0 

9 

y  esta  ecuación  tiene  una  única  solución  positiva: 

=  1  +  \/5  =  !  618033988749895  _  _ . 

2 

Este  número  recibe  el  nombre  de  número  áureo.  Los  antiguos  consideraron 
que  las  proporciones  áureas  eran  particularmente  estéticas. 

C  He  aqui  una  forma  de  dividir  un  seg¬ 

mento  arbitrário  AB  en  proporción  áu¬ 
rea:  se  construye  un  triângulo  rectángulo 
ABC  cuyo  cateto  BC  mida  la  mitad  que 
AB  (si  tomamos  AB  como  unidad  de 
medida,  entonces  BC  mide  1/2  y,  por 
„  el  teorema  de  Pitágoras,  la  hipotenusa 
mide  y/h/2). 
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Luego  consideramos  el  punto  D  sobre  la  hipotenusa  tal  que  DC  =  BC,  con 
lo  que  AD  mide  v^~1 .  Por  último  consideramos  el  punto  E  en  el  segmento 
dado  tal  que  AE  =  AD.  Entonces  EB  mide  y  la  proporción  es 

~ÃE  (V5-i)(3  +  V5)  2  +  2y/5 

- " - _ - 4 - =  =  ^ 

Veamos  ahora  cómo  construir  un  seg¬ 
mento  cuya  longitud  sea  el  número  áureo. 
Partimos  de  un  cuadrado  de  longitud  uni¬ 
tária,  formamos  un  triângulo  rectángulo 
uniendo  un  vértice  con  la  mitad  de  un 
lado  (de  modo  que  la  hipotenusa  mide 
y/h/ 2  y  abatimos  la  hipotenusa.  El  seg¬ 
mento  AE  tiene  entonces  longitud  (f> . 

Esta  construcción  prueba  que  existen  segmentos  de  longitud  <f>,  sin  suponer 
el  axioma  de  continuidad,  o  ni  siquiera  el  axioma  de  las  circunferências.  Alter¬ 
nativamente,  esto  se  deduce  dei  hecho  de  que  el  cuerpo  Mq  es  pitagórico,  pues 
y  esto  implica  a  su  vez  que  (f>  £  Mg- 

Más  aún,  hemos  construido  un  rectángulo  áureo,  es  decir,  un  rectángulo 
cuyos  lados  están  en  proporción  áurea.  Es  el  caso  dei  rectángulo  AEFD ,  y 
es  fácil  ver  que  el  hecho  de  que  sea  áureo  equivale  a  que  el  rectángulo  menor 
BEFC  sea  proporcional  a  AEFD ,  en  el  sentido  de  que 

BÊ  _  ÊF 
ÃD  ~  ÃE  ' 

También  podemos  hablar  de  triângulos  áureos.  Un  triân¬ 
gulo  áureo  es  un  triângulo  isósceles  ABC  tal  que  cuando 
bisecamos  uno  de  sus  ângulos  iguales  el  triângulo  BDA  es 
seme jante  a  ABC. 

A  B 

Si  llamamos  a  =  ACB,  entonces  los  otros  dos  ângulos  dei  triângulo  original 
miden  2a,  luego  5a  =  27t.  Así  pues,  un  triângulo  es  áureo  si  sus  ângulos  miden 
27t/5,  27t/5,  n/5  (pues  entonces  es  claro  que  el  triângulo  menor  tiene  estos 
mismos  ângulos,  luego  es  semejante  al  dado). 

Notemos  que  el  triângulo  AC  D  también  es  isósceles,  por  lo  que  tenemos  las 
congruências  CD  =  AD  =  AB.  Por  consiguiente,  la  semejanza  que  define  al 
triângulo  áureo  se  traduce  en  que 

~BC  BC  ÃD  CD 
CD  ~  ÃB  ~  LSD  ~  LSD  ’ 

lo  que  significa  que  D  divide  a  BC  en  proporción  áurea,  luego  las  razones 
anteriores  (en  particular,  las  razones  entre  los  lados  de  un  triângulo  áureo)  son 
todas  iguales  a  (f>.  En  particular,  la  existência  de  triângulos  áureos  se  sigue  dei 
axioma  de  las  circunferências  a  través  dei  teorema  1.91.  No  obstante,  luego 
veremos  que  el  axioma  de  las  circunferências  no  es  necesario  realmente. 
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Definición  3.22  Diremos  que  un  ângulo  está  inscrito  en  una  circunferência  u> 
si  su  vértice  está  en  w  y  sus  lados  cortan  a  w  (en  otros  puntos  distintos  de  su 
origen) .  Cuando  digamos  que  un  ângulo  AV B  está  inscrito  en  una  circunferência 
lo  se  sobrentenderá  que  A,  V  y  B  están  en  lo. 


En  estas  condiciones,  la  intersección  de  AVB  con  uj 
es  V  y  uno  de  los  arcos  de  extremos  A  y  B,  concreta¬ 
mente  el  que  no  contiene  a  V.  En  efecto,  si  P  es  un 
punto  de  la  intersección  distinto  de  V,  entonces  la  se- 
mirrecta  Vp  está  contenida  en  el  ângulo,  luego  corta  a 
AB ,  luego  P  y  V  están  en  semiplanos  distintos  respecto 
a  AB ,  luego  en  arcos  distintos.  El  recíproco  se  prueba 
igualmente. 


Llamaremos  arco  abarcado  por  un  ângulo  inscrito  en  una  circunferência  al 
arco  formado  por  los  puntos  dei  ângulo  contenidos  en  ella  y  distintos  de  su 
vértice. 


Teorema  3.23  Un  ângulo  inscrito  en  una  circunferência  mide  la  mitad  dei  arco 
que  abarca. 


B 


DemostraciÓN:  Sea  AVB  un  ângulo  ins¬ 
crito  en  una  circunferência  lo  de  centro  O.  Su- 
pongamos  primeramente  que  O  está  en  uno  de 
los  lados  dei  ângulo,  por  ejemplo  en  VB.  Sea  a 
la  amplitud  de  AV  B.  Como  el  triângulo  V  O  A  es 
isósceles,  tiene  dos  ângulos  iguales  a  a ,  luego  el 
ângulo  VOA  mide  7r  —  2a,  luego  AOB  mide  2a. 
Así,  el  arco  menor  ÁB  tiene  amplitud  2a,  y 
éste  es  precisamente  el  arco  abarcado,  pues  claramente  no  puede  contener  a  V. 


Supongamos  ahora  que  O  está  contenido  en  AVB  (pero  no  en  su  frontera). 
Al  igual  que  antes,  sea  a  su  amplitud.  Sea  P  el  punto  diametralmente  opuesto  a 
V.  Entonces  la  semirrecta  vP  divide  el  ângulo  en  suma  de  dos  ângulos  inscritos 
AVP  y  PVB.  El  arco  abarcado  AB  será  la  unión  de  los  arcos  abarcados  por 
los  sumandos,  ÀP  y  PB.  Como  el  único  punto  en  común  entre  estos  dos  es  P, 
la  amplitud  de  la  unión  es  la  suma  de  las  amplitudes.  Si  llamamos  a i  y  a2  a 
las  amplitudes  de  AVP  y  PVB ,  por  el  caso  anterior  tenemos  que  la  amplitud 
de  AB  es  2ai  +  2a2  =  2a.  ^  ^ 

Por  último  supongamos  que  O  no  está  contenido  en  AVB.  Sea  como  antes 
P  el  punto  diametralmente  opuesto  a  V .  Ahora  A  y  B  están  en  un  mismo 
semiplano  respecto  a  VP,  luego  uno  de  los  ângulos  AVP  o  BVP  está  contenido 
en  el  otro.  Supongamos  que  el  segundo  es  el  menor.  Entonces  tenemos  la 
descomposición  AVP  =  AVB  +  BVP ,  y  la  ínisma  relación  se  tiene  entre  los 
arcos  abarcados  por  los  tres  (igual  que  en  el  caso  anterior).  Aplicando  el  primer 
caso  a  los  ângulos  AVP  y  BVP,  obtenemos  la  relación  buscada.  ■ 
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El  teorema  anterior  es  válido  también  en  el  caso  en  que  uno  de  los  lados  dei 
ângulo  sea  tangente  a  la  circunferência.  Entonces  tenemos  lo  que  se  llama  un 
ângulo  semiinscrito: 

Definición  3.24  Diremos  que  un  ângulo  está  semiinscrito  en  una  circunferên¬ 
cia  ui  si  su  vértice  está  en  w,  uno  de  sus  lados  es  tangente  a  u  y  el  otro  es 
secante. 

Si  I1I2  está  semiinscrito  a  w,  l\  corta  aweni 
y  I2  es  tangente,  es  fácil  ver  que  el  arco  abarcado 
por  el  ângulo,  es  decir,  su  intersección  con  ui  es 
el  arco  VA  contenido  en  el  mismo  semiplano  que 
I2  respecto  a  VA.  Distinguiendo  tres  casos,  según 
que  el  ângulo  sea  agudo,  recto  u  obtuso  y  usando 
el  teorema  anterior,  es  fácil  probar  que  la  amplitud 
de  un  ângulo  semiinscrito  es  también  la  mitad  de 
la  dei  arco  que  abarca. 

Supongamos  ahora  que  un  ângulo  tiene 
su  vértice  V  en  el  exterior  de  una  circun¬ 
ferência  w,  y  que  sus  lados  cortan  a  cj  en 
puntos  A,  A!  y  B,  B'  respectivamente.  Su¬ 
pongamos  que  A  y  B  están  más  cerca  de 
V  que  A'  y  B' .  Entonces  la  intersección 
dei  ângulo  con  uj  está  formada  por  dos  ar¬ 
cos  AÒ  y  A'Ô'  sin  puntos  comunes.  Con¬ 
cretamente,  AÈ  es  el  arco  contenido  en  el 
mismo  semiplano  que  V  respecto  a  su  cuerda,  mientras  que  A'B'  es  el  arco 
contenido  en  el  semiplano  opuesto  a  V  respecto  a  su  cuerda. 

Teorema  3.25  La  medida  de  un  ângulo  exterior  a  una  circunferência  cuyos 
lados  sean  secantes  a  la  misma  es  la  semidiferencia  de  los  arcos  que  abarca. 

Esbozo  de  LA  PRUEBA:  El  caso  general  se  reduce  al  caso  en  que  el  centro 
O  de  la  circunferência  está  contenido  en  uno  de  los  lados,  por  ejemplo  en  BB' . 
Entonces: 


AVB  =  7 r  -  VBA  -  BAV  =  n  -  (tt  -  ABO)  -  (tt  -  BAÕ  -  OAÃ') 

_  _  _  fjo 

=  ABO  +  BAO  +  OAA'  —  n  =  n  —  AB  +  7t/2 - — - 7r 

Al~B'  -  ÃB 
2  ’ 

usando  que  AB  +  ^4^4'  +  A' B'  =  tt.  m 

Esto  nos  da  un  método  sencillo  para  construir  las  tangentes  a  una  circunfe¬ 
rência  por  un  punto  exterior: 
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Sea,  pues  to  una  circunferência  de  centro  Oy^un  punto  exterior.  Sea  P  el 
punto  medio  de  VO.  Entonces  la  circunferência  de  centro  P  y  radio  VP  tiene 
un  punto  interior  y  un  punto  exterior  a  cu,  luego  corta  a  ésta  en  dos  puntos 
distintos  Ay  B. 


Los  ângulos  V AO  y  VBO  son  rectos,  pues  abarcan  arcos  de  amplitud  tt, 
luego  las  rectas  VA  y  VB  son  tangentes  a  w.  Observar  que  la  distancia  de  V  a 
los  dos  puntos  de  tangencia  es  la  misma. 


Ejercicio:  Probar  que  la  amplitud  de  V  es  la  semidiferencia  de  la  de  los  arcos  en  que 
los  puntos  de  tangencia  dividen  a  lo.  Generalizar  este  hecho  al  caso  en  que  un  lado  sea 
tangente  y  el  otro  secante. 


El  último  caso  posible  es  aquel  en  que  el  vértice  dei 
ângulo  está  en  el  interior  de  la  circunferência.  Aqui 
liemos  de  considerar  tanto  el  arco  AB  abarcado  por 
el  ângulo  dado  como  el  arco  A'B'  abarcado  por  su 
opuesto  por  el  vértice.  Dejamos  a  cargo  dei  lector 
precisar  las  deíiniciones  de  estos  arcos  así  como  la 
prueba  dei  teorema  siguiente.  Respecto  a  ella  digamos 
tan  sólo  que  se  reduce  como  siempre  al  caso  en  que 
O  está  en  uno  de  los  lados  (además  podemos  suponer 
que  es  distinto  de  V,  o  el  resultado  es  trivial)  y  que  entonces  basta  estudiar  los 
triângulos  VOA  y  AO  A'. 


Teorema  3.26  La  amplitud  de  un  ângulo  interior  a  una  circunferência  es  la 
semisuma  de  los  arcos  abarcados  por  él  y  por  su  opuesto  por  el  vértice. 


Ejemplo:  el  pentágono  y  el  pentagrama  Dividamos  una  circunferência 
en  cinco  arcos  iguales,  de  amplitud  27t/5.  Basta  el  axioma  de  las  circunferências 
para  justificar  que  esto  es  posible,  pues  ya  liemos  visto  que  implica  la  existência 
de  triângulos  áureos.  Sin  embargo,  en  la  sección  siguiente  demostraremos  que 
no  es  necesario  dicho  axioma. 

La  figura  que  se  forma  al  unir  consecutivamente  los  puntos  A ,  B,  C,  D,  E 
es  lo  que  se  conoce  como  un  pentágono  regular,  mientras  que  la  estrella  de  cinco 
puntas  que  resulta  de  unir  cada  punto  con  el  siguiente  dei  siguiente  se  conoce 
como  pentagrama. 
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B 


Usando  que  los  ângulos  inscritos  miden  la 
mitad  de  arco  que  abarcan  es  inmediato  que 
los  ângulos  dei  triângulo  EB  D  miden  27r/5 
y  7t/5,  por  lo  que  se  trata  de  un  triângulo 
áureo,  al  igual  que  ABE'  y  E' B'  D' . 

Las  propiedades  de  los  triângulos  áureos 
implican  entonces  que  las  diagonales  dei  pen¬ 
tágono  se  cortan  mutuamente  en  secciones 
áureas,  o  que  están  en  proporción  áurea  con 
los  lados  o,  más  en  general,  que  los  segmentos 


BD>  DE  >  BE'  >  D'E' 


están  sucesivamente  en  proporción  áurea.  En  particular,  los  lados  dei  pentágono 
menor  A'  B'  C  D'  E'  están  en  proporción  la  (f)2  con  los  dei  pentágono  mayor. 


3.4  Las  razones  trigonométricas 

Sabemos  que  los  ângulos  y  los  lados  de  un  triângulo  están  sometidos  a  mu- 
chas  relaciones.  Por  ejemplo,  si  conocemos  los  ângulos  de  un  triângulo  y  uno 
de  sus  lados,  los  otros  dos  lados  están  completamente  determinados,  pero  en 
principio  no  sabemos  cómo  calcularlos  a  partir  de  estos  datos.  Este  tipo  de 
problemas  constituye  el  objeto  de  la  trigonometria  (gr.  ‘medida  de  triângulos’), 
aunque  ahora  no  profundizaremos  mucho  en  ella,  pues  más  adelante  estaremos 
en  condiciones  de  hacerlo  con  más  fluidez. 

Definición  3.27  Sea  L  un  ângulo  agudo  de  vértice  O,  sea  A  un  punto  arbitrário 
en  uno  de  sus  lados  y  sea  B  el  pie  de  la  perpendicular  al  lado  opuesto  por  A. 

Entonces  el  triângulo  AOB  tiene  un  ângulo  recto  y  otro  igual  a  L ,  luego 
sus  ângulos  son  independientes  de  la  elección  de  A  e  incluso  dei  lado  en  que  lo 
tomamos  (más  aún,  sólo  dependen  de  la  clase  de  congruência  de  L) . 

Si  tomamos  puntos  distintos  obtendremos  triângulos  seme- 
jantes,  luego  podemos  definir  el  seno  y  el  coseno  de  L  como  las 
razones 

r  ÃB  T  ÕB 

sen  L  =  ,  cos  L  = 

OA  OA 

Puesto  que  el  seno  y  el  coseno  dependen  sólo  de  las  clases  de 
congruência  de  los  ângulos,  podemos  definir  el  seno  y  el  coseno 
de  un  número  real  positivo  0  <  a  <  tt  como  el  seno  y  el  coseno 
de  los  ângulos  de  amplitud  correspondiente. 

Volviendo  a  la  figura  anterior,  observamos  que  podemos  tomar  el  punto 
A  a  una  unidad  de  distancia  de  O,  y  entonces  el  seno  y  el  coseno  de  L  son 
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simplemente  las  longitudes  de  AB  y  OB.  El  teorema  de  Pitágoras  nos  da 
entonces  la  que  llamaremos  relación  fundamental: 

sen2  a  +  cos2  a  =  1. 


Las  definiciones  de  seno  y  coseno  valen  tal  cual  para 
ângulos  obtusos,  pero  en  este  caso  convendremos  en 
que  el  coseno  tiene  signo  negativo.  Es  claro  entonces 
que  se  cumplen  las  relaciones: 

sena  =  sen(7r  —  a),  cosa  =  —  cos(7r  —  a). 

Además  se  sigue  cumpliendo  la  relación  fundamental. 

Observemos  que  el  seno  y  el  coseno  pueden  carac- 
terizarse  dei  modo  siguiente:  dado  un  ângulo  L,  si  to¬ 
mamos  un  punto  en  uno  de  sus  lados  a  una  distancia  r  dei  vértice,  su  proyección 
sobre  el  otro  se  encuentra  a  una  distancia  r  cos  L  dei  vértice  (donde  el  signo  es 
negativo  si  el  punto  de  corte  está  fuera  dei  lado  opuesto)  y  la  distancia  entre  el 
punto  y  su  proyección  es  rsenL.  Ahora  bien,  todo  esto  tiene  sentido  también 
si  el  ângulo  es  recto,  en  cuyo  caso  la  proyección  dei  punto  escogido  es  el  propio 
vértice  dei  ângulo,  de  modo  que  todo  lo  dicho  se  sigue  cumpliendo  si  definimos 

7T  7T 

sen  —  =  1,  cos  —  =  0. 

2  2 


Es  útil  considerar  también  la  tangente  de  un 
ângulo  a  dada  por 


tana  = 


sena 


cosa 


que  está  definida  para  todos  los  ângulos  excepto 
para  a  =  7t/2,  porque  el  coseno  de  un  ângulo  recto 
es  nulo.  Para  un  ângulo  agudo,  si  la  circunferência 
de  la  figura  tiene  radio  1,  tenemos  que 


OC  AB 

cosa  =  OB  = - ,  tana  = - =  CD. 

OD  OB 


Para  ângulos  obtusos  se  cumple  trivialmente  la  relación 

tan(7T  —  a)  =  —  tan  a, 


porque  el  coseno  cambia  de  signo. 

La  relación  entre  las  razones  trigonométricas  y  los  problemas  sobre  triângulos 
viene  dada  por  el  teorema  dei  coseno  y  el  teorema  de  los  senos,  que  demostramos 
a  continuación.  El  teorema  dei  coseno  es  una  generalización  dei  teorema  de 
Pitágoras: 
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Teorema  3.28  (Teorema  dei  coseno)  Todo  triângulo  ABC  verifica  la  re- 
lación 

a2  =  b2  +  <?  —  2òccosÂ 

DemostraciÓN:  Sea  P  el  pie  de  la  altura  dei  triângulo  desde  C  (que  puede 
o  no  estar  en  AB).  Podemos  suponer  que  el  triângulo  no  es  rectángulo,  pues  si 
no  el  teorema  se  reduce  al  de  Pitágoras.  Entonces  P  es  distinto  de  B  y  C.  Sean 
Ci,  C2  y  h  las  longitudes  indicadas  en  la  figura. 


C 


A  ci  P  C2  B 


Por  el  teorema  de  Pitágoras  se  cumple 

a2  =  h2  +  c22,  b2  =  h2  +  cl , 

luego  a2  =  b2  —  cf  +  c2  ■ 

Por  otra  parte,  c  =  C2±Ci,  donde  el  signo  es  positivo  si  A  es  agudo  y  negativo 
si  es  obtuso.  Así,  c2  =  (c=F  Ci)2  =  c2  +  c{- f  2cci,  con  lo  que  a2  =  b2  +  c2  =F  2cci. 
Ahora  bien,  Ci  =  iòcosÁ,  luego  concluimos  que  a2  =  b2  +  c2  —  2òccos  A.  m 

Para  probar  el  teorema  de  los  senos  recordamos  que  la  mediatriz  de  un 
segmento  es  la  perpendicular  por  su  punto  medio,  así  como  que  está  formada 
por  los  puntos  que  equidistan  de  sus  extremos.  Las  mediatrices  de  dos  lados 
de  un  triângulo  ABC ,  por  ejemplo,  AB  y  BC  se  cortan  en  un  punto  O  que 
equidista  de  A  y  B  por  una  parte  y  de  B  y  C  por  otra,  luego  equidista  de  los 
tres  vértices,  lo  que  implica  que  también  se  encuentra  sobre  la  tercera  mediatriz. 

Defmición  3.29  Se  llama  circuncentro  de  un  triângulo  a  la  intersección  O  de 
las  mediatrices  de  sus  lados.  La  distancia  R  dei  punto  O  a  cualquiera  de  los 
vértices  se  llama  circunradio  dei  triângulo,  la  circunferência  de  centro  O  y  radio 
R  se  llama  circunferência  circunscrita  al  triângulo. 

Claramente  la  circunferência  circunscrita  a  un  triângulo  es  la  única  que  pasa 
por  sus  vértices. 

Teorema  3.30  (Teorema  de  los  senos)  Si  R  es  el  circunradio  de  un  triân¬ 
gulo  ABC ,  entonces  se  cumple 


sen  A  sen  B  sen  C 
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C 


DemostraciÓN:  Sea  lo  la  circunferência  cir¬ 
cunscrita  dei  triângulo.  Sea  J  el  punto  diametral¬ 
mente  opuesto  a  C.  Si  J  =  B  entonces  el  ângulo  A 
abarca  un  semicírculo,  luego  es  un  ângulo  recto,  y 
trivialmente  se  cumple 

"  =^=2K. 


senÁ 


Si  B  yé  J  entonces  los  ângulos  J  y  Â  abarcan  arcos 
que  comparten  la  cuerda  BC.  Esto  implica  que  los  ângulos  son  iguales  o  suple- 
mentarios,  luego  tienen  el  mismo  seno.  Por  otra  parte  el  ângulo  JBC  es  recto, 
pues  abarca  un  semicírculo.  Así  pues 


sen  À  sen  j 


z/2  R 


=  2  R. 


Notemos  que  el  teorema  de  los  senos  refina  al  teorema  de  Tales,  pues  dos 
triângulos  en  posición  de  Tales  tienen  sus  ângulos  iguales,  y  el  teorema  de  los 
senos  nos  da  entonces  que  sus  lados  son  proporcionales. 


Algunas  razones  trigonométricas  Analizando  un  triângulo  equilátero,  un 
cuadrado  y  un  triângulo  áureo  podemos  deducir  fácilmente  las  razones  trigo¬ 
nométricas  de  algunos  ângulos: 


a 

sen  a 

COS  OL 

tana 

v/3/2 

l/v/3 

7r/6 

1/2 

7t/5 

1+V5 

4 

v/5-2/5 

Ar 

/  6 
i / 

vy 

7r/ 4 

v/2/2 

v/2/2 

1 

V3\ 

2  \ 

7t/3 

v/3/2 

1/2 

/r/3 

^r/4 

7t/2 

1 

0 

- 

1/2 

i 

Los  datos  correspondientes  a  7r/5  se  obtienen  aplicando  el  teorema  dei  coseno 
a  un  triângulo  áureo,  cuyos  lados  miden  1,  <f>  y  </>,  y  sus  ângulos  7t/5,  27t/5,  27t/5. 
Así  obtenemos  cos(7r/5),  a  partir  dei  cual  se  obtienen  el  seno  y  la  tangente.  ■ 


Nota  Aplicando  el  teorema  dei  coseno  a  un  triângulo  áureo  obtenemos  también 
que 

2tt  1  — 1  -P  -s/5  ,  2tt  /  5  +  y/5 

COST  =  20  =  — i— ’ '  lueg“  Sen_5"  =  V  8  ' 

Recíprocamente,  como  el  cuerpo  Rg  es  pitagórico,  es  claro  que 

-1  +  y/E  „ 


a  = 


4 
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y  la  relación 


prueba  que  también  /? 


5  +  y/E 


£  Re.  Por  consiguiente,  existe  un  triângulo 


isósceles  de  base  2a  =  1/0  y  altura  j3,  con  lo  que  los  otros  dos  lados  miden  1. 


C 


Si  dividimos  el  lado  BC  en  proporción  áurea,  las  dos 
partes  miden  1/0  y  1  /0  ,  respectivamente,  y  el  teorema 
3.17  implica  que  los  triângulos  BAD  y  ACB  son  seme- 
jantes.  Por  consiguiente,  BAD  es  isósceles,  luego  ADC 
también  lo  es,  y  esto  implica  que  los  dos  ângulos  en  que 
AD  divide  a  BAC  son  iguales  a  ACB. 

Así  pues,  AD  es  la  bisectriz  de  BAC ,  lo  que  implica 
que  el  triângulo  ABC  es  áureo,  y  que  sus  ângulos  miden 
27t/5  y  7t/5. 


Con  esto  hemos  probado  la  existência  de  triângulos  áureos  y  de  ângulos  de 
amplitud  27t/5,  luego  de  pentágonos  regulares,  sin  necesidad  dei  axioma  de  las 
circunferências,  tal  y  como  habíamos  afirmado  que  podia  hacerse.  ■ 

Si  tenemos  datos  suficientes  sobre  un  triângulo  (los  tres  lados,  dos  lados  y  el 
ângulo  que  forman,  dos  ângulos  y  un  lado),  los  teoremas  anteriores  nos  permiten 
calcular  los  lados  y  ângulos  restantes  supuesto  que  sepamos  calcular  las  razones 
trigonométricas  de  un  ângulo  y  sus  funciones  inversas. 


Ejemplo  Calcular  la  altura  de  una  montaria 
conociendo  los  datos  que  muestra  la  figura  (to¬ 
dos  los  cuales  pueden  medirse  con  facilidad): 

SoluciÓN:  Por  el  teorema  de  los  senos 

x  _  200 

sen  60°  sen  45o’ 

luego  x  =  200-\/3/\/2  «  245  m,  de  donde 


h  =  x  sen  60°  =  245^/2  «  212. 19  m. 


3.5  Propiedades  de  los  triângulos 

Terminaremos  el  capítulo  introduciendo  algunos  conceptos  adicionales  rela¬ 
cionados  con  los  triângulos.  Con  la  teoria  que  hemos  desarrollado  estamos  en 
condiciones  de  probar  resultados  interesantes,  aunque  en  los  próximos  capítulos 
profundizaremos  más  en  ellos. 
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Definición  3.31  Se  llama  altura  de  un  triângulo  a  cualquiera  de  los  segmentos 
que  une  perpendicularmente  un  vértice  con  la  prolongación  dei  lado  opuesto. 
Dicho  lado  se  llama  base  dei  triângulo  correspondiente  a  la  altura  considerada. 
El  punto  donde  la  altura  corta  a  la  prolongación  dei  lado  se  llama  pie  de  la 
altura. 

Teorema  3.32  El  producto  de  una  altura  de  un  triângulo  por  su  base  corres¬ 
pondiente  no  depende  de  la  elección  de  la  altura. 

DemostraciÓn:  Sea  ABC  un  triângulo.  Sea  P  el  pie  de  la  altura  que 
parte  de  A  y  sea  Q  el  pie  de  la  altura  que  parte  de  B.  Hemos  de  probar  que 
AP  BC  =  BQAC. 

Los  triângulos  APC  y  BQC  tienen  los  ângulos  iguales,  pues  por  una  parte 
P  y  Q  son  rectos  y  por  otra  PC  A  =  BC  A  =  BCQ.  Por  lo  tanto  son  semejantes 
y  en  consecuencia 

~ÃP  ÃC 
BQ  ~  BC  ‘ 

Esto  implica  la  igualdad  buscada.  ■ 


Definición  3.33  Llamaremos  área  de  un  triângulo  ABC  de  altura  h  y  base 
correspondiente  b  al  número  real 


(ABC)  =  i  bh. 

El  lector  sabrá  sin  duda  que  el  área  así  definida  se  corresponde  con  la  noción 
intuitiva  de  área  que  trataremos  en  la  sección  7.7.  De  momento  nos  limitaremos 
a  aprovechar  que  este  valor  no  depende  de  la  elección  de  la  base  o  la  altura  con 
la  que  se  calcula.  El  teorema  siguiente  hace  explícito  este  hecho: 

Teorema  3.34  El  área  de  un  triângulo  ABC  viene  dada  por 


(ABC) 


abc 

Zr’ 


donde  R  es  el  circunradio  dei  triângulo. 

DemostraciÓn:  La  altura  de  ABC  que  parte  de  A  es  claramente  b sen C, 
y  por  el  teorema  de  los  senos  sen  C  =  c/2R.  La  conclusión  es  obvia.  ■ 

Otra  fórmula  más  práctica  aún  para  calcular  el  área  de  un  triângulo  y  que 
es  igualmente  simétrica  es  la  siguiente: 


Teorema  3.35  (Fórmula  de  Herón)  El  área  de  un  triângulo  de  lados  a, 
viene  dada  por  _ 


\J s(s  -  a)(s  -  b)(s  -  c), 


b,  c 


donde  s  = 


a  +  b  +  c 


es  el  semiperímetro  dei  triângulo. 


2 
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DemostraciÓN:  Pongamos  que  el  triângulo  es  ABC.  Como  en  el  teorema 
anterior,  tenemos  que 

{ABC)  =  -absenC. 

El  teorema  dei  coseno  nos  da  que 


cos  C  = 


a2  +  b2  —  c 


2 


2  ab 


luego 


Por  lo  tanto 


(c-  (a 


a  f  7T  U a2b2  -  (a2  +  b2  -  c2)2 

sen  C  =  1  —  cos2  C  =  y - ^52 - 

\J  (2  ab  —  ( a 2  +  b2  —  c2)){2ab  +  ( a 2  +  b2  —  c2)) 

2  ab 

{ABC)  =  i\/(c2  —  (a  —  b)2){{a  +  b)2  —  c2) 

b)){c+{a-b)){a  +  b-c){a  +  b  +  c)  - - - — - 7 

- — - =  Vs(s  -  a){s  -  b){s  -  c) 


Cada  triângulo  tiene  asociados  vários  puntos  de  interés.  Ya  conocemos  el 
circuncentro,  que  es  el  punto  de  intersección  de  sus  mediatrices.  Similarmente 
podemos  considerar  el  punto  de  intersección  de  sus  bisectrices. 


El  incentro  Recordemos  que  la  bisectriz  de  un  ângulo  es  la  recta  que  lo  divide 
en  dos  ângulos  iguales,  y  es  fácil  probar  que  está  formada  por  los  puntos  que 
equidistan  de  sus  lados  (la  distancia  de  un  punto  a  una  recta  es  la  longitud 
dei  segmento  que  lo  une  perpendicularmente  con  ella).  Si  dos  bisectrices  de  un 
triângulo  se  cortan  en  un  punto  /,  entonces  I  equidista  de  los  tres  lados  dei 
triângulo,  luego  está  también  sobre  la  tercera  bisectriz. 

Definición  3.36  Se  llama  incentro  de  un  triângulo  al  punto  I  en  el  que  se  cor¬ 
tan  sus  bisectrices.  La  distancia  r  de  I  a  cualquiera  de  los  lados  se  llama  inradio 
dei  triângulo.  La  circunferência  de  centro  I  y  radio  r  se  llama  circunferência 
inscrita  al  triângulo. 

El  pie  de  la  perpendicular  por  el  incentro  a  uno  de  los  lados  pertenece  a  la 
circunferência  inscrita,  luego  los  lados  dei  triângulo  son  tangentes  a  la  circunfe¬ 
rência. 


Circunferências  inscrita  y  circunscrita  de  un  triângulo 
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En  principio  no  conocemos  los  puntos  de  tangencia,  pero  podemos  deter- 
minarlos.  Para  ello  consideramos  el  punto  L  donde  una  bisectriz  corta  al  lado 

Notemos  que  los  dos  ângulos  con  vértice 
L  son  suplementarios,  luego  tienen  el  mismo 
seno,  al  cual  podemos  llamar  sin  ambigüedad 
senL.  El  teorema  de  los  senos  implica  enton- 
ces  que 

~BL  _  c  TC  _  b 
sen  a  sen  L  ’  sen  a  sen  L  ’ 

~BL  _  c 
TC  ~  b' 
o: 

Teorema  3.37  Una  bisectriz  de  un  triângulo  divide  a  su  lado  opuesto  en  seg¬ 
mentos  proporcionales  a  los  lados  adyacentes. 

Todavia  podemos  decir  más.  Llamemos  x  a  la  distancia  entre  A  y  los  puntos 
donde  la  circunferência  inscrita  toca  a  los  lados  AB  y  AC  (hemos  visto  que  las 
tangentes  por  un  punto  exterior  tienen  la  misma  longitud).  Similarmente,  sea 
y  la  distancia  de  B  a  los  puntos  de  tangencia  en  BA  y  BC  y  2  la  distancia  de 
C  a  los  puntos  de  tangencia  en  CA  y  CB.  Entonces 

a  =  y  +  z,  b  =  x  +  z,  c  =  x  +  y. 

Se  cumple  que 

{ABC)  =  {ABI)  +  {BCI)  +  {ACI). 

Esto  es  inmediato  según  la  interpretación  dei  área,  pero  sin  recurrir  a  cila  se 
prueba  fácilmente  considerando  el  punto  D  donde  la  bisectriz  de  A  corta  a  BC. 
Entonces 

{ABC)  =  {ABD)  +  {ADC)  =  {ABI)  +  {BDI)  +  {CDI)  +  {ACI) 

=  {ABI)  +  {BCI)  +  {ACI), 

donde  hemos  usado  varias  veces  que  si  partimos  un  triângulo  uniendo  uno  e  sus 
vértices  con  el  lado  opuesto,  el  área  dei  triângulo  es  la  suma  de  las  áreas  de  los 
dos  triângulos  en  que  queda  dividido,  pues  los  tres  tienen  una  altura  en  común 
y  la  base  dei  inicial  es  la  suma  de  las  bases  de  los  otros  dos. 


A 


opuesto. 


A 


Por  lo  tanto  hemos  demostradc 
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Llamando  s  =  (a  +  b  +  c)/ 2  al  semiperímetro  dei  triângulo,  tenemos  que 
x  +  y  +  z  =  s,  y 

x  =  s  —  a,  y  =  s  —  b,  z  =  s  —  c. 

Además,  observamos  que  el  triângulo  AIB  tiene  base  c  y  altura  r  (el  inradio) 
luego  su  área  es  cr/2.  Calculando  dei  rnisino  modo  el  área  de  los  otros  dos 
triângulos  AIC  y  BIC  concluimos  que 

{ABC)  =  sr. 

Los  excentros  Se  llaman  ângulos  exteriores  de  un  triângulo  los  ângulos  adya- 
centes  a  sus  ângulos  (interiores).  Cada  vértice  tiene,  pues,  dos  ângulos  exteriores 
opuestos  por  el  vértice  y,  por  lo  tanto,  iguales.  Los  dos  ângulos  exteriores  por 
un  vértice  comparten  la  bisectriz.  Consideremos  el  punto  Ia  donde  se  cortan  las 
bisectrices  exteriores  de  los  ângulos  B  y  C  (es  fácil  probar  que  no  pueden  ser 
paralelas).  Entonces  Ia  equidista  de  las  prolongaciones  de  los  tres  lados,  luego 
está  también  sobre  la  bisectriz  dei  ângulo  (interior)  A. 


Hemos  probado: 

Las  bisectrices  exteriores  de  dos  ângulos  de  un  triângulo  son  concu- 
rrentes  con  la  bisectriz  interior  dei  tercer  ângulo. 

Definición  3.38  Llamaremos  excentros  de  un  triângulo  a  los  puntos  de  inter- 
sección  de  cada  par  de  bisectrices  exteriores  con  la  bisectriz  interior  dei  tercer 
ângulo.  Los  representaremos  por  70,  /&,  Ic.  La  distancias  de  cada  excentro  a  las 
prolongaciones  de  los  lados  se  llaman  exradios ,  r0,  77,,  rc.  Las  circunferências 
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determinadas  por  los  excentros  y  los  exradios  se  llaman  circunferências  excritas 
al  triângulo  y  son  tangentes  a  un  lado  y  a  las  prolongaciones  de  los  otros  dos. 
Las  circunferências  excritas  y  la  circunferência  inscrita  se  llaman  circunferências 
tritang entes  al  triângulo. 

Es  fácil  determinar  los  puntos  donde  los  excírculos  tocan  a  los  lados.  Note¬ 
mos  que  BXb  =  BZb  y  por  otro  lado 

~BXb  +  BZb  =  'BC  +  CXb  +  KÃ  +  ÃZb 

=  ISC  +  CYb  +  l3Ã  +  ÃYb  =a  +  b  +  c  =  2s. 

Por  consiguiente  BXb  =  s,  luego  CY b  =  CXb  =  BXb  —  BC  =  s  —  a. 
Similarmente  podemos  calcular  la  distancia  de  cualquier  vértice  a  cualquier 
punto  de  tangencia. 

El  teorema  de  Ceva  Los  triângulos  tienen  asociadas  varias  ternas  de  rectas 
concurrentes,  como,  por  ejemplo,  las  bisectrices.  El  matemático  italiano  Gio- 
vanni  Ceva  (1647  1734)  obtuvo  un  resultado  general  sobre  este  tipo  de  rectas, 
a  raiz  dei  cual  se  llaman  cevianas  de  un  triângulo  a  las  rectas  que  pasan  por 
un  vértice  y  cortan  a  la  prolongación  dcl  lado  opuesto  en  puntos  distintos  de 
los  vértices,  de  modo  que  cuando  hablamos  de  tres  cevianas  en  un  triângulo  se 
sobrentiende  que  cada  una  pasa  por  uno  de  los  vértices. 

Para  enunciar  el  teorema  de  Ceva  conviene  introducir  un  convênio:  si  A,  B , 
C  y  D  son  cuatro  puntos  colineales,  consideraremos  que  la  razón 

ÃB 

CD 

es  positiva  si  las  relaciones  <ab  y  <cd  son  iguales,  mientras  que  será  negativa 
si  las  relaciones  son  mutuamente  inversas.  De  este  modo,  dados  tres  puntos 
colineales  A,  B  y  C  con  A  ^  B,  existe  un  único  punto  D  colineal  con  ellos  y 
para  el  que  la  proporción  anterior  tome  un  valor  dado  (en  principio  habría  dos 
puntos  posibles,  uno  en  cada  semirrecta  de  origen  C,  pero  el  ajuste  dei  signo 
descarta  a  uno  de  ellos). 

Teorema  3.39  (Ceva)  En  un  triângulo  arbitrário,  tres  cevianas  AX ,  BY ,  CZ 
son  concurrentes  si  y  sólo  si 


BX  CY  AZ 


=  1. 


XC  Y  A  ZB 

DemostraciÓn  :  Supongamos  en  primer 
lugar  que  las  cevianas  se  cortan  en  un  punto 
P.  Por  definición  de  ceviana  el  punto  X  es 

distinto  de  B  y  C.  Así  mismo,  el  punto  P  no  _ . _ _  _ 

puede  estar  en  la  recta  BC,  o  de  lo  contrario  ^ 

seria  Y  =  C.  Por  lo  demás  X  puede  estar  o  no  entre  B  y  C.  En  cualquier  caso 
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los  triângulos  ABX  y  AXC  tienen  la  misma  altura,  así  como  PBX  y  PXC, 
luego 


BX  {ABX)  {PBX)  _  ±{ABX)  ±  {PBX)  {ABP) 

XC  ~  {AXC)  ~  {PXC)  ~  ±{AXC)  ±  {PXC)  ~  {AGP) ' 

(Notemos  que  la  elección  dei  signo  es  la  misma  en  el  numerador  y  el  denomina¬ 
dor,  según  la  posición  de  P  respecto  a  A  y  X .)  Del  mismo  modo  obtenemos 


CY 

{BCP) 

AZ 

YA 

■  {BApy 

Yb 

Multiplicando  las  tres  igualdades  resulta 


{CAP) 
{CBP) ' 


BX  CY  A£ 

XC  VÃ  ZB  ~ 

Estudiemos  el  signo.  Si  dos  de  los  factores  son  positivos,  por  ejemplo  los  dos 
primeros,  eso  significa  que  X  está  entre  B  y  C  y  que  Y  está  entre  A  y  C. 
Entonces  la  semirrecta  Adi  está  contenida  en  Â,  luego  ha  de  cortar  al  segmento 
BY,  y  la  intersección  es  P,  luego  P  está  en  el  triângulo,  luego  está  en  C,  luego 
cè  ha  de  cortar  a  AB  y  la  intersección  es  Z ,  luego  Z  está  entre  A  y  B  y  el 
tercer  factor  es  también  positivo. 

Sólo  falta  ver  que  los  tres  factores  no  pueden  ser  negativos  a  la  vez.  Si  así 
fuera,  entonces  X  no  está  entre  B  y  C.  Podemos  suponer  que  C  está  entre  B 
y  X.  Por  otra  parte  Y  no  está  entre  Ay  C,  luego  BY  no  está  contenida  en  B , 
luego  no  corta  a  AX,  luego  P  no  está  entre  A  y  X.  Distinguimos  dos  casos: 
si  es  A  quien  está  entre  P  y  X,  entonces  P  está  en  el  mismo  semiplano  que  A 
respecto  a  BC  y  en  semiplano  opuesto  a  X  respecto  a  AC,  luego  en  el  mismo 
que  B.  Por  consiguiente  P  está  en  C ,  luego  CP  corta  a  AB,  y  la  intersección 
es  Z,  con  lo  que  el  tercer  factor  es  positivo.  Si  por  el  contrario  es  X  quien  está 
entre  Ay  P  entonces  P  está  en  el  mismo  semiplano  que  X  respecto  a  AC,  luego 
en  el  opuesto  a  B,  y  también  en  el  semiplano  opuesto  a  A  respecto  a  BC,  luego 
está  en  el  ângulo  opuesto  por  el  vértice  a  C.  Por  consiguiente  la  semirrecta 
complementaria  de  CP  está  contenida  en  C,  luego  corta  a  AB  y  de  nuevo  la 
intersección  ha  de  ser  Z . 


Probemos  el  recíproco.  Si  se  cumple  la  relación  indicada,  sea  P  el  punto 
donde  AX  corta  a  BY  y  sea  CZ'  la  ceviana  que  pasa  por  P.  Notar  que  Z'  ha 
de  ser  distinto  de  A  y  B,  pues  en  caso  contrario  P  estaria  en  uno  de  los  lados 
y  X  o  Y  coincidiría  con  un  vértice.  Podemos  aplicar  la  parte  ya  probada  a  las 
cevianas  AX,  BY,  CZ' ,  con  lo  que  obtenemos  la  relación 

RX  CY  ~ÃY 
~XC  YÃ  ~WW  ~ 

Comparando  con  la  hipótesis  concluímos  que 

~ÃZ  _  ~ÃY 
YB  ~  YB  ’ 

lo  cual  sólo  es  posible  si  Z  =  Z' ,  luego  las  cevianas  dadas  se  cortan  en  P.  ■ 
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El  baricentro  Una  aplicación  inmediata  dei  teorema  de  Ceva  nos  da  la  inter- 
sección  de  las  medianas: 

Definición  3.40  Se  llaman  medianas  de  un  triângulo  a  los  segmentos  que  unen 
cada  vértice  con  el  punto  medio  dei  lado  opuesto.  El  punto  de  intersección  de 
las  medianas  de  un  triângulo  se  llama  baricentro  (gr./lat.  ‘centro  de  peso’),  y  lo 
representaremos  por  G. 

El  baricentro  debe  su  nombre  a  que  la 
física  demuestra  que  es  el  centro  de  gravedad 
dei  triângulo. 

Los  triângulos  marcados  con  la  misma  le¬ 
tra  en  la  figura  tienen  la  misma  área,  pues 
comparten  una  altura  y  sus  bases  son  iguales 

Por  la  misma  razón  ( BCC' )  =  ( ACC '),  luego  2 y+x  =  2 z+x  (es  fácil  ver  que 
podemos  sumar  las  áreas).  Así  pues  y  =  z,  y  dei  mismo  modo  se  concluye  que 
las  seis  áreas  son  iguales.  Esto  a  su  vez  implica  que  ( GAB )  =  2 {GB A'),  y  como 
los  dos  triângulos  comparten  una  altura,  se  lia  de  cumplir  que  AG  =  2  GA! .  En 
otros  términos:  las  medianas  de  un  triângulo  se  cortan  en  razón  2:1. 

El  ortocentro  Veamos  que  el  teorema  de  Ceva  es  aplicable  a  las  alturas  de  un 
triângulo  no  rectángulo  (pero  las  alturas  de  un  triângulo  rectángulo  se  cortan 
trivialmente  en  el  vértice  correspondiente  al  ângulo  recto). 

Para  ello  basta  observar  que 

BX  c  cos  B 
XC  òcosC1’ 

donde  el  signo  dei  coseno  ajusta  correctamente 
el  signo  de  la  proporción  (hay  que  tener  presente 
que  a  lo  sumo  uno  de  los  ângulos  es  obtuso). 

Las  otras  dos  proporciones  se  calculan  dei 
mismo  modo: 

CY  a  cos  C  AZ  b  cos  Â 

YA  ccosÂ’  ZB  acosB1 

y  es  claro  que  su  producto  es  1. 

Definición  3.41  La  intersección  de  las  alturas  de  un  triângulo  se  llama  orto¬ 
centro  (gr./lat.  ‘centro  de  perpendiculares’),  y  lo  representaremos  por  H.  Si  el 
triângulo  no  es  rectángulo,  los  pies  de  las  alturas  determinan  un  triângulo  que 
recibe  el  nombre  de  triângulo  ártico. 

Es  fácil  comprobar  que  las  bisectrices  de  dos  ângulos  adyacentes  son  perpen¬ 
diculares,  de  donde  se  sigue  que  todo  triângulo  es  el  triângulo  órtico  dei  triângulo 
formado  por  sus  excentros.  Veamos  que  se  cumple  el  recíproco.  Consideremos 
un  triângulo  acutángulo. 


A 
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A 


Es  claro  que  el  circuncentro  de  un  triângulo 
rectángulo  es  el  punto  medio  de  su  hipotenusa. 
Por  lo  tanto,  los  triângulos  BFH  y  BHD  tienen  el 
mismo  circuncentro,  luego  los  cuatro  puntos  B,  F, 
E  y  D  están  sobre  un  mismo  círculo.  Por  lo  tanto 
los  ângulos  FBFl  y  FDH  son  iguales  (abarcan 
el  mismo  arco).  El  primero  es  claramente  n  —  A, 


argumento  EDH  =  n  —  A.  Vemos,  pues,  que  la 
altura  AD  divide  el  ângulo  D  dei  triângulo  órtico  en  dos  ângulos  iguales,  o  sea, 
es  la  bisectriz  de  D.  Además  entonces  el  lado  BC  es  la  bisectriz  de  los  ângulos 
adyacentes  de  D.  Como  esto  es  válido  por  igual  para  todos  los  vértices,  hemos 
probado  lo  siguiente: 


El  ortocentro  y  los  vértices  de  un  triângulo  acutángulo  coinciden 
respectivamente  con  el  incentro  y  los  excentros  de  su  triângulo  órtico. 


La  situación  es  similar  en  el  caso  de  triângulos  obtusángulos.  De  hecho,  si  en 
la  figura  anterior  consideramos  que  AHC  es  un  triângulo  obtusángulo  arbitrário, 
entonces  DEF  sigue  siendo  el  triângulo  órtico  y  B  es  el  ortocentro,  de  modo 
que  en  un  triângulo  obtusángulo,  el  vértice  correspondiente  al  ângulo  obtuso  es 
el  incentro  dei  triângulo  órtico  y  el  ortocentro  junto  con  los  otros  dos  vértices 
son  los  excentros.  Dejamos  las  comprobaciones  a  cargo  dei  lector. 

Para  terminar  sehalamos  que  los  triângulos  AEF,  DFB  y  DEC  son  todos 
semejantes  a  ABC. 


Capítulo  IV 


La  geometria  analítica 


En  el  siglo  XVII,  Descartes  revoluciono  la  geometria  al  descubrir  la  geometria 
analítica,  una  potente  técnica  capaz  de  convertir  los  problemas  geométricos  en 
problemas  algebraicos  equivalentes  y,  a  menudo,  más  fáciles  de  tratar.1  Por 
contraposición,  el  tratamiento  de  la  geometria  que  hemos  seguido  hasta  ahora 
recibe  el  nombre  de  geometria  sintética.  La  primera  sección  de  este  capítulo 
contiene  los  resultados  técnicos  necesarios  para  que  el  trânsito  de  una  a  la  otra 
se  produzca  sin  salto  lógico  alguno. 


4.1  Vectores 

En  toda  esta  sección  R  representará  el  cuerpo  ordenado  Rg  dado  por  el  teo¬ 
rema  3.19,  es  decir,  el  cuerpo  de  todos  los  números  reales  que  tienen  asignado  un 
punto  en  cualquier  recta  graduada,  cuyos  elementos  positivos  son  las  longitudes 
de  los  segmentos.  El  axioma  de  continuidad  equivale  a  que  R  =  R,  pero  no 
vamos  a  necesitar  esto  en  ningún  momento. 

Definición  4.1  Una  orientación  en  una  recta  es  cualquiera  de  las  dos  relaciones 
de  orden  <ab  mutuamente  inversas  determinadas  por  dos  cualesquiera  de  sus 
puntos.  Una  recta  orientada  es  un  par  (r,  <)  formado  por  una  recta  y  una  de 
sus  dos  orientaciones  posibles. 

Podemos  representar  una  recta  orientada  marcando  una  fle¬ 
cha  en  ella,  como  muestra  la  figura,  de  modo  que  al  movemos 
en  la  dirección  de  la  flecha  pasamos  a  puntos  mayores  respecto 
de  la  orientación  seleccionada. 

Si  fijamos  un  punto  P  en  una  recta  orientada  r,  entonces  P  divide  a  r  en  dos 
semirrectas,  una  formada  por  los  puntos  menores  o  iguales  que  P  y  otra  por  los 
puntos  mayores  o  iguales  que  P.  Las  llamaremos,  respectivamente,  semirrecta 
menor  y  semirrecta  mayor. 


1  A 1  parecer,  Descartes  partió  de  una  sugerencia  que  le  hizo  Fermat  en  una  carta. 
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Diremos  que  dos  rectas  paralelas  orientadas  r  ^  s  tienen 
la  misma  orientación  si  existe  una  recta  t  que  las  cruza  en 
puntos  P  y  P'  de  modo  que  las  semirrectas  menores  deter¬ 
minadas  por  estos  puntos  estén  contenidas  en  el  nrismo  se- 
miplano  respecto  de  t  (y,  por  lo  tanto,  las  mayores  también). 


Veamos  que  esta  definición  no  depende  de  la  recta  t  escogida.  En  efecto, 
supongamos  que  esto  se  cumple  con  una  recta  t  y  que  t'  es  cualquier  otra  recta 
que  corte  a  r  y  a  s  en  dos  puntos  Q  y  Q' .  Tomemos  puntos  A  y  A!  en  r  y  s  que 
sean  menores  que  P,  Q ,  P'  1  Q'  respectivamente.  Basta  probar  que  t!  no  corta  al 
segmento  A  A  ,  pues  entonces  Ay  A'  están  en  el  mismo  semiplano  respecto  a  t' , 
y  como  están  ambos  en  las  semirrectas  menores  respecto  a  P'  y  Q' ,  concluímos 
que  ambas  están  en  el  mismo  semiplano  respecto  a  t' . 

Supongamos  que  AÁ  corta  a  t' .  Es  fácil  ver 
que  entonces  de  hecho  corta  al  segmento  QQ  .  (El 
primer  segmento  está  contenido  en  la  banda  deter¬ 
minada  por  r  y  s,  esto  es,  en  la  intersección  dei 
semiplano  de  frontera  r  que  contiene  a  s  con  el  se¬ 
miplano  de  frontera  s  que  contiene  a  r.  Por  otra  parte  la  intersección  de  t'  con 
esta  banda  es  QQ  ,  luego  si  la  recta  corta  a  AA  el  punto  de  corte  ha  de  estar 
en  dicho  segmento.) 

Si  AA!  corta  a  QQ'  y  P  /  Q,  entonces  el  axioma  B5  aplicado  al  triângulo 
PQQ'  obtenemos  que  AA'  corta  a  PQ'  (no  puede  cortar  al  otro  lado  PQ  porque 
entonces  A  estaria  entre  P  y  Q).  Si  P  =  Q  tenemos  directamente  que  AA!  corta 
a  PQ' .  Por  el  mismo  argumento  aplicado  al  triângulo  PQ'  P'  llegamos  a  que 
AA!  corta  a  PP  ,  pero  el  punto  de  corte  ha  de  estar  en  AA  ,  con  lo  que  Ay  A' 
están  en  semiplanos  distintos  respecto  de  t,  en  contradicción  con  la  hipótesis. 


Así  pues,  siempre  que  una  recta  t  corta  a  dos  rectas  paralelas  igualmente 
orientadas  r  y  s,  las  semirrectas  menores  quedan  en  el  mismo  semiplano  (y  las 
mayores  también).  Como  consecuencia: 

Teorema  4.2  Sean  rq,  r2  y  r 3  tres  rectas  orientadas  paralelas  dos  a  dos.  Si 
ri  tiene  la  misma  orientación  que  r2  y  r2  tiene  la  misma  orientación  que  r 3, 
entonces  rq  tiene  la  misma  orientación  que  r 3 . 

DemostraciÓN:  El  resultado  es  trivial  si  dos  de  las  rectas  coinciden,  así 
que  suponemos  lo  contrario.  Si  las  tres  están  contenidas  en  un  mismo  plano, 
una  recta  t  que  corte  a  q  y  a  r2  tiene  que  cortar  a  r$,  y  entonces  tenemos  que 
la  semirrecta  menor  de  ri  está  en  el  mismo  semiplano  que  la  de  r2,  y  ésta  está 
en  el  mismo  semiplano  que  la  de  r%,  luego  lo  mismo  vale  para  7*1  y  r3,  luego  su 
orientación  es  la  misma. 

Si  las  tres  rectas  no  están  contenidas  en  un  mismo  plano,  tomamos  un  plano 
II  que  pase  por  un  punto  de  cada  una  de  ellas.  Sea  lli2  el  plano  que  contiene  a 
ri  y  f2,  e  igualmente  tenemos  II23  y  II13.  La  recta  II  fi  II12  corta  a  rq  y  r2  en 
dos  puntos  de  modo  que  las  semirrectas  menores  están  en  el  mismo  semiplano 
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de  II12,  pero  esto  equivale  a  que  estén  en  el  mismo  semiespacio  respecto  de  II. 
Similarmente,  las  semirrectas  menores  de  r2  y  r 3  están  en  el  mismo  semiespacio 
respecto  de  II,  luego  lo  mismo  vale  para  r\  y  r3,  pero  esto  significa  que  las 
semirrectas  menores  de  estas  rectas  respecto  de  los  puntos  de  corte  con  la  recta 
II13  n  II  están  en  el  mismo  semiplano  respecto  de  II13 ,  luego  rq  y  r3  tienen  la 
misma  orientación.  ■ 

Con  esto  ya  estamos  en  condiciones  de  iniciar  el  trânsito  hacia  la  geometria 
analítica: 


Deíinición  4.3  Un  vector  fijo  (lat  ‘transportador’)  es  un  par  ordenado  de  pun¬ 
tos  dei  plano.  Lo  representaremos  P('}  (no  confundir  con  la  notación  para  las 
semirrectas).  El  punto  P  se  llarna  origen  dei  vector  PÓ-  mientras  que  el  punto 
Q  es  el  extremo.  Si  el  origen  es  igual  al  extremo  diremos  que  el  vector  es  nulo. 

_ ,  Gráficamente,  los  vectores  fijos  no  nulos  los  podemos 

PÓ  .  Q  representar  mediante  flechas.  La  figura  muestra  un  vec- 
tor  PÓ.  El  vector  Q&  estaria  representado  por  la  flecha 
P  opuesta,  con  la  punta  en  P  en  lugar  de  en  Q. 

Ahora  queremos  hacer  que  los  vectores  fijos  dejen  de  “estar  fijos” ,  de  modo 
que  podamos  trasladarlos  libremente  por  el  espacio  y  afirmar,  por  ejemplo,  que 
los  dos  vectores  de  la  figura  son  un  mismo  vector  v. 

Q  Lo  cierto  es  que  PÓ  y  P'Q'  son  dos  vectores 

fijos  distintos,  y  cuando  queremos  que  dos  cosas 
p  q/  distintas  puedan  pasar  a  verse  como  “la  misma 

cosa”,  la  estratégia  es  definir  la  relación  de  equi- 
pl^^  valência  que  queremos  que  las  identifique  y  pasar 

a  considerar  las  clases  de  equivalência  correspon- 
dientes.  Nos  ocupamos  de  ello  seguidamente: 

Llamaremos  norma  de  un  vector  fijo  no  nulo  P(J  a  la  longitud  ||P(^||  dei 
segmento  PQ  (respecto  a  una  unidad  de  longitud  prefijada).  Convenimos  que 
la  norma  de  los  vectores  nulos  es  0.  Notemos  que  la  norma  depende  de  la  unidad 
de  medida  elegida,  pero  la  relación  de  equivalência  “tener  la  misma  norma”  es 
independiente  de  dicha  unidad. 


Diremos  que  dos  vectores  fijos  no  nulos 
si  las  rectas  PQ  y  P'Q'  son  paralelas. 


y  P'Q'  tienen  la  misma  dirección 


En  tal  caso,  diremos  que  los  dos  vectores  tienen  el  mismo  sentido  si  las 
relaciones  <pq  en  PQ  y  <p'Q'  en  P'Q'  determinan  la  misma  orientación.  En 
caso  contrario  diremos  que  tienen  sentidos  opuestos. 

Es  claro  que  si  P  ^  Q,  los  vectores  P()  y  QP  tienen  la  misma  norma  y  la 
misma  dirección,  pero  sentidos  opuestos. 


Diremos  que  dos  vectores  fijos  PQ  y  P'Q'  son  equipolentes  (lat.  de  igual 
fuerza)  si  ambos  son  nulos  o  si  ambos  son  no  nulos  y  tienen  la  misma  norma,  la 
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misma  dirección  y  el  mismo  sentido.  Es  claro  que  la  equipolencia  es  una  relación 
de  equivalência  sobre  el  conjunto  de  los  vectores  fijos. 

Un  vector  libre  es  una  clase  de  equipolencia  de  vectores  fijos.  Si  v  es  un  vector 
libre,  a  los  vectores  fijos  que  lo  componen  los  llamaremos  trasladados  de  v.  Si 
PQ  es  un  trasladado  de  v  escribiremos  simplemente  v  =  P(§.  Por  definición  de 
equipolencia,  todos  los  vectores  nulos  determinan  un  mismo  vector  libre  al  que 
representaremos  por  0. 

Ahora  ya  podemos  decir  que  los  dos  vectores  de  la  figura  anterior  son  dos 
trasladados  dei  mismo  vector  libre  v. 


En  general,  dado  un  punto  P  y  un  vector  libre  v,  existe  un  único  punto  Q 
tal  que  v  =  P(}.  En  efecto,  si  v  =  0  es  claro.  Si  v  =  Jê  ,  un  vector  con  origen 
P  y  la  misma  dirección  que  v  ha  de  tener  el  extremo  en  la  recta  paralela  a  AB 
por  P.  En  dicha  recta  hay  dos  puntos  Q  tales  que  /Y,)  tiene  la  misma  norma 
que  v,  y  cada  uno  de  ellos  determina  una  ordenación  < pq  diferente,  luego  sólo 
uno  de  ellos  hace  que  /Y,)  tenga  el  mismo  sentido  que  v. 

Al  único  punto  Q  que  cunrple  P($  =  v  lo  llamaremos  trasladado  de  P  por  v 
y  lo  representaremos  por  Q  =  P  +  v.  También  diremos  que  PC*)  es  el  trasladado 
de  v  de  origen  P.  En  particular  tenemos  P  +  P(}  =  Q. 

Así,  podemos  pensar  en  los  vectores  libres  como  en  regias  para  trasladar  un 
punto  cualquiera  P  hasta  otro  punto  Q,  de  modo  que  un  mismo  vector  traslada 
a  todos  los  puntos  en  una  misma  dirección,  en  un  mismo  sentido  y  recorriendo 
una  misma  distancia.  El  vector  nulo  es  el  único  que  no  nrueve  los  puntos. 


Podemos  decir  que  dos  vectores  tienen  la  misma  norma  si  dos  de  sus  trasla¬ 
dados  respectivos  tienen  la  misma  norma,  lo  cual  no  depende  de  la  elección  de 
los  trasladados.  Si  fijamos  una  unidad  de  longitud,  podemos  definir  incluso  la 
norma  de  un  vector  ||u||  como  la  norma  de  cualquiera  de  sus  trasladados. 

Similarmente,  podemos  decir  que  dos  vectores  no  nulos  v  y  w  tienen  la  misma 
dirección  si  esto  les  sucede  a  dos  cualesquiera  de  sus  trasladados.  Si  los  tomamos 
con  origen  conrún  v  =  l’(J  y  w  =  P(}' ,  esto  equivale  a  que  los  puntos  P,  Q  y 
Q'  sean  colineales  (pues  las  rectas  PQ  y  PQ '  tienen  que  ser  paralelas,  luego 
iguales). 

Diremos  que  dos  vectores  con  la  misma  dirección  tienen  el  mismo  sentido  si 
esto  lo  cumplen  dos  cualesquiera  de  sus  trasladados,  y  en  el  caso  en  que  v  =  P() 
y  w  =  P&,  esto  equivale  a  que  Q  y  Q'  1  además  de  ser  colineales  con  P,  estén 
en  la  misma  semirrecta  respecto  a  P. 

Dado  un  vector  libre  v  ^  0  y  un  número  a  €  R  no  nulo,  definimos  el  vector 
libre  av  como  el  único  vector  con  norma  |oj  ||v||,  con  la  misma  dirección  que  v 
y  cuyo  sentido  es  el  mismo  que  el  de  v  si  a  >  0  o  el  opuesto  si  a  <  0.  Definimos 
también  Ou  =  a0  =  0. 


Observemos  que,  en  efecto,  existe  un  único  vector  libre  en  tales  condiciones 
y,  más  aún,  que  no  depende  de  la  unidad  de  longitud  con  la  que  calculamos  las 
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normas.  En  efecto,  si  v  =  PQ,  sabemos  que  |a|||i7||  £  R  es  la  longitud  de  un 
segmento  s,  y  que  en  la  recta  PQ  hay  exactamente  dos  puntos  A\  y  A2  tales 
que  P Ai  =  PA2  =  s,  de  los  cuales,  uno  estará  en  la  misma  semirrecta  que  Q 
respecto  de  P  y  el  otro  en  la  opuesta.  Entonces  av  =  PAi ,  donde  el  índice  i  se 
elige  según  el  signo  de  a.  La  unicidad  se  debe  a  que  la  definición  determina  la 
norma,  la  dirección  y  el  sentido  de  av. 

Si  liemos  hecho  el  cálculo  con  una  unidad  de  medida  u  y  tomamos  otro 
segmento  v! ,  entonces  u  =  ôu',  para  cierto  õ  £  R.  Por  consiguiente 

PQ=\\v\\uu=\\v\\uôu'  =>  IHIu'  =  IHI«£ 

s  =  |a|||iT||uu  =  |a|||u||u  ôu'  =  ||a|||v||u/  u' , 

luego  el  segmento  s  es  independiente  de  la  unidad  elegida,  y  por  tanto  av 
también. 

Es  fácil  comprobar  que  (aj3)v  =  a(/3v),  así  como  que  lv  =  v. 

Dada  una  recta  r,  un  vector  director  de  r  es  cualquier  vector  v  =  PQ,  donde 
P  y  Q  son  dos  puntos  distintos  de  r. 


Teorema  4.4  Si  P  es  un  punto  de  una  recta  r  y  v  es  un  vector  director,  en¬ 
tonces  cada  punto  de  r  se  expresa  de  forma  única  como  Q  =  P+  Xv,  con  X  £  R. 

.  , . - . '  DemostraciÓN:  En  principio  v  =  jê,  para 

_l_  \y  cierto  par  de  puntos  A,  B  en  r,  pero  si  lo  traslada- 
mos  Par&  que  tenga  origen  en  P ,  entonces  v  =  PP' , 
t  donde  P'  está  en  r,  porque  las  rectas  PP'  y  r  =  PA 

son  paralelas,  luego  coincidem 

Los  vectores  v  y  P<^  tienen  la  misma  dirección.  Por  lo  tanto  existe  un  A  £  R 
tal  que  P()  =  Xv,  luego  Q  =  P  +  Xv. 

Si  Q  =  P  +  Xv  =  P  +  X'v,  entonces  Xv  =  X'v  =  P$.  Obviamente  A  =  0  si  y 
sólo  si  X'  =  0.  Si  no  son  nulos,  comparando  las  normas  y  los  sentidos  concluimos 
que  A  =  A'.  ■ 

Si  r  es  una  recta  graduada,  v  =  PqP\  y  a  £  R,  entonces  Pa  =  Pq  +  av  es  un 
punto  de  la  recta  cuya  distancia  a  Po  (medida  respecto  de  la  unidad  de  longitud 
de  la  graduación)  es  a  y  que  está  en  la  semirrecta  de  Pi  o  en  la  contraria  según 
que  a  sea  positivo  o  negativo.  En  definitiva,  Pa  =  Pq  +  aP^Pi  es  el  punto  de  la 
recta  que  se  corresponde  con  a  a  través  de  la  graduación  (el  que  ya  veníamos 
llamando  Pa). 

Más  en  general,  se  cumple  que  Pa  +  Pq Pp  =  Pa+p. 

En  efecto,  si  llamamos  Q  =  Pa  +  PqP/3,  entonces  Pn  (!}  =  PqP/3  =  /3PqFi, 
luego  Q  está  en  r  y  dista  |/3|  unidades  de  Pa.  Teniendo  en  cuenta  que  la  distancia 
entre  dos  puntos  Pa  y  Pf 3  es  \a  —  /3|,  en  este  caso  tiene  cjue  ser  Q  =  Pa±p- 
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Si  (3  >  0  entonces  Po  <  P/3,  luego  PQ  <  Q  (pues  ambos  pares  de  puntos  han 
de  inducir  el  mismo  orden  en  r),  luego  Q  =  Pa+p ■  Similarmente,  si  /?  <  0  ha  de 
ser  Q  <  Pa,  luego  también  Q  =  Pa+p- 

En  particular,  si  v  es  cualquier  vector  no  nulo,  P  es  cualquier  punto,  llama- 
mos  Po  =  P,  Pi  =  P  +  v  y  consideramos  la  recta  graduada  PoPi,  de  modo  que 
Pa  =  P  +  av,  P/3  =  P  +  (3v  y  PqP/3  =  (3v,  queda 

P  +  (a  +  f3)v  =  (P  +  av)  +  f3v. 


Las  propiedades  básicas  de  los  vectores  se  siguen  dei  teorema  siguiente. 


Teorema  4.5  Para  todo  par  de  puntos  A  y  B  y  todo  vector  libre  v,  si  A!  —  A+v 
y  B'  =  B  +  v,  entonces  AB  =  A'  B' . 


DemostraciÓN:  Podemos  suponer  que  v  ^  0.  Supongamos  ahora  que  A, 
B  y  A'  están  alineados.  Graduemos  la  recta  que  los  contiene  tomando  Pq  =  A 
y  P\  =  B.  Sea  v  —  PoPa-  Entonces  A  +  v  =  Pa  y  B  +  v  =  Pi+a,  y  claramente 
P0Pi  =  K?a+i  (ambos  miden  una  unidad  de  longitud  e  inducen  la  ordenación 
de  la  graduación).  Así  pues,  AÀ  =  A' B' . 

Supongamos  ahora  que  A'  no  está  en  AB.  Entonces  las  rectas  AA!  y  BB' 
son  paralelas.  Si  las  ordenamos  con  las  relaciones  <aa'  y  <bb'  la  orientación 
es  la  misma,  luego  A'  y  B'  están  en  el  mismo  semiplano  respecto  de  AB. 


A' 


B' 


A 


B 


La  paralela  a  AB  que  pasa  por  A '  corta  a  BB' 
en  un  punto  X  que  forma  un  paralelogramo  con  A, 
A',  B,  luego  X  dista  de  B  lo  mismo  que  A!  dista  de 
A,  luego  lo  mismo  que  B'  dista  de  B.  Como  además 


B'  y  X  están  en  el  mismo  semiplano  respecto  de  AB  (el  que  contiene  a  B ),  de 
hecho  están  en  la  misma  semirrecta  de  origen  P,  luego  X  =  B’ .  Así  pues,  A'B' 
y  AÈ  tienen  la  misma  dirección  y  la  misma  norma.  Como  la  recta  A  A!  deja  a  B 
y  a  B'  en  el  mismo  semiplano,  el  sentido  también  es  el  mismo  (B'  y  B  están  en 
las  semirrectas  mayores  para  las  ordenaciones  que  inducen  A'B'  y  Aiè).  Esto 
prueba  que  los  dos  vectores  son  iguales.  ■ 


Teorema  4.6  Para  todos  los  puntos  A  y  B  y  todos  los  vectores  v  yw  se  cumple: 

1.  SiA  +  v  =  B  +  v  entonces  A  =  B. 

2.  Si  A  +  v  =  A  +  w  entonces  v  =  w. 

3.  {A  +  v)  +  w  =  (A  +  w)  +  v. 

4-  Si  A!  =  {A  +  v)  +  w  y  B'  =  (P  +  v)  +  w,  entonces  AA'  =  BB' . 

DemostraciÓN:  1)  Si  llamamos  C  =  A  +  v  =  B  +  v,  el  teorema  anterior 
nos  da  que  AB  es  equipolente  a  CÒ,  luego  ha  de  ser  A  =  B. 

2)  Si  C  =  A  +  v  =  A  +  w,  obviamente  v  =  AÒ  =  w. 
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3)  Sean  B  =  A  +  v,  A'  =  A  +  w  y  B'  =  B  +  w.  Por  el  teorema  anterior 
~FÊ’  =  ÃÈ  =  v.  Así 

(A  +  v)+w  =  B+  w  =  B’ ,  {A  +  w)  +  v  =  A!  +  AfÚ'  =  B' . 

4)  Sea  x  =  AÈ.  Entonces 

B'  =  (B  +  v)  +  w  =  (( A  +  x)  +  v)  +  w  =  ((A  +  v)  +  w)  +  x  =  A'  +  x, 

y  como  también  B  =  A  +  x,  el  teorema  anterior  implica  que  ÃÊ  =  A' B' .  m 

La  propiedad  4)  dei  teorema  anterior  nos  permite  definir  la  suma  de  dos 
vectores  v  y  w  como  el  único  vector  v  +  w  que  cumple 

A  +  {v  +  w)  =  (A  +  v)  +  w, 

para  todo  punto  A. 

Teorema  4.7  El  conjunto  V  de  los  vectores  libres  con  la  suma  y  el  producto 
que  hemos  definido  forma  un  espado  vectorial  sobre  R  en  el  sentido  algebraico 
dei  término,  es  decir,  se  cumplen  las  propiedades  siguientes: 

1.  (v  +  w)  +  x  =  íT  +  (w  +  x), 

2.  v  +  w  =  iv  +  v , 

3.  v  +  0  =  v, 

4 ■  Para  cada  vector  v  existe  un  vector  —v  tal  que  v  +  {—v)  =  0, 

5.  a({3v)  =  (afS)v, 

6.  (a  +  P)v  =  av  +  /3v, 

1.  a(v  +  w)  =  av  +  aw, 

8.  lv  =  v. 

DemostraciÓN:  Todas  las  propiedades  son  inmediatas  a  partir  de  lo  ya 
probado  salvo  la  séptima.  Las  propiedades  restantes  permiten  reducir  la  prueba 
al  caso  en  que  a  >  0  y  los  vectores  v  y  w  tienen  direcciones  distintas. 
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Sea  A  un  punto  cualquiera,  B  =  A  +  v,  C  =  A  +  v  +  wyB'  =  A  +  av.  Sea 
C  el  punto  donde  la  paralela  a  BC  por  B'  corta  a  AC. 

Entonces  B' Ó'  tiene  la  misma  dirección  y  sentido  que  w,  y  por  el  teorema  de 
Tales  su  norma  es  a||ü>||,  luego  B'Ó'  =  aw  y  por  consiguiente  Ac!'  =  av  +  aw. 

Por  otra  parte  AC'  tiene  la  misma  dirección  y  sentido  que  v  +  w  y  también 
por  el  teorema  de  Tales,  su  norma  es  a\\v  +  tu||,  luego  AÒ  =  a(y  +  w).  • 

El  teorema  4.4  se  interpreta  ahora  como  que  una  recta  está  formada  por 
los  trasladados  de  uno  cualquiera  de  sus  puntos  mediante  los  vectores  de  un 
subespacio  vectorial  de  V  de  dimensión  1.  Vamos  a  probar  un  resultado  análogo 
para  los  planos: 


Teorema  4.8  Sea  II  un  plano,  sean  P,  Q  y  R  tres  puntos  de  ir  no  colineales. 
Sean  ü  =  IA)  y  v  =  PÀ.  Entonces  cada  punto  de  II  se  expresa  de  forma  única 


V  —  P  ~\~  A u  T  pv,  A,  p  £  R. 

DemostraciÓN:  Dado  un  punto  X  en  II,  consideramos  la  recta  paralela  a 
PR  que  pasa  por  X.  Esta  cortará  a  PQ  en  un  punto  de  la  forma  Y  =  P  +  Au. 
El  vector  YÀ  tiene  la  misma  dirección  que  PR  =  v,  luego  será  de  la  forma 
Yjt  =  pv.  Así 

V  =  P  +  PY  +  YÈ  =  P  +  XÚ+  pv. 

La  unicidad  equivale  a  que  los  vectores  ú  y  v  sean  linealmente  independientes, 
pero  esto  se  sigue  de  que  P,  Q  y  R  no  son  colineales.  Es  fácil  ver  de  modo 
similar  que  todo  punto  de  la  forma  indicada  está  en  II.  ■ 

Similarmente: 

Teorema  4.9  Sean  Po,  Pi,  P2,  P3  cuatro  puntos  no  coplanares  y  consideremos 
la  variedad  afín  tridimensional  E  =  T3(Po,  Pi,  P2,  P3).  Consideremos  los  vec¬ 
tores  u  =  P0Pi,  v  =  P0P2  y  w  =  P0P3 .  Entonces  todo  punto  X  £  E  se  expresa 
de  forma  única  como 

X  =  Po  +  Au  +  pv  +  uw,  \,p,v£  R. 

DemostraciÓN:  Sea  n  =  P0PiP2.  El  plano  IT  =  P0P3X  c  E  corta  a  II 
en  una  recta  r  que  corta  a  P0P3  en  Pq.  Además  contiene  a  la  recta  paralela  a 
P0P3  que  pasa  por  X,  la  cual  tiene  que  cortar  también  a  r  en  un  punto  Y  £  II 
que,  por  el  teorema  anterior,  será  de  la  forma 


Y  =  Po  +  Xu  +  pv. 

El  vector  Y À  tiene  la  misma  dirección  que  P0P3  =  w,  luego  Y í*  =  vw.  Como 
en  el  teorema  anterior,  concluímos  que  X  tiene  la  forma  indicada.  La  expresión 
es  única  porque  los  vectores  ú,  v  y  w  son  linealmente  independientes  (o  de  lo 
contrario  E  estaria  contenida  en  un  plano).  ■ 
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En  particular,  los  axiomas  de  tridimensionalidad  implican  (y,  de  hecho,  equi- 
valen  a)  que  el  espacio  V  de  los  vectores  libres  tiene  dimensión  3,  pues  entonces 
Ê  =  E  y  todo  vector  libre  es  de  la  forma  Pq^,  para  cierto  punto  X,  luego 
V  =  (u,  v,  w) . 

En  otras  palabras,  lo  que  hemos  probado  es  que  toda  recta  se  obtiene  su- 
mando  a  uno  de  sus  puntos  todos  los  vectores  de  un  subespacio  vectorial  de  V 
de  dimensión  1,  que  todo  plano  se  obtiene  sumando  a  uno  de  sus  puntos  todos 
los  vectores  de  un  subespacio  vectorial  de  dimensión  2,  y  que  todos  los  puntos  de 
una  variedad  tridimensional  (que  son  todos  los  puntos  dei  espacio  si  suponemos 
los  axiomas  de  tridimensionalidad)  se  obtienen  sumando  a  un  punto  cualquiera 
todos  los  vectores  de  V,  que  tiene  dimensión  3. 

En  particular,  cada  punto  de  una  recta  está  determinado  por  un  parâmetro 
real,  cada  punto  de  un  plano  está  determinado  por  dos  parâmetros  reales  y 
cada  punto  de  un  espacio  tridimensional  está  determinado  por  tres  parâmetros 
reales.  Eso  precisa  el  sentido  en  que  podemos  decir  que  las  rectas  son  objetos  de 
una  dimensión,  los  planos  son  objetos  de  dos  dimensiones  y  que  el  espacio  tiene 
tres  dimensiones,  a  la  vez  que  da  una  interpretación  geométrica  al  concepto 
abstracto  de  dimensión  de  un  espacio  vectorial. 


4.2  Espacios  afines 

Ahora  estamos  en  condiciones  de  introducir  una  estructura  algebraica  que 
capture  y  generalice  la  parte  de  la  geometria  relacionada  con  los  axiomas  de 
incidência  (incluyendo  el  axioma  de  las  paralelas): 


Defiiiición  4.10  Un  espacio  afín  de  dimensión  n  es  una  terna  (E,  E,  +),  donde 
E  es  un  conjunto  no  vacío,  a  cuyos  elementos  se  les  llama  puntos ,  E  es  un  espacio 
vectorial  de  dimensión  n  sobre  un  cuerpo  K  y  +  es  una  aplicación  E  x  E  — >  E 
que  cumple  las  propiedades  siguientes: 

1.  Para  cada  par  de  puntos  P,  Q,  existe  un  único  vector  v  tal  que  Q  =  P  +  v, 
y  se  le  representa  por  v  =  PQ. 

2.  P  +  0  =  P, 

3.  (P  +  v)  +  w  =  P  +  (v  +  w). 


En  la  sección  anterior  hemos  probado  que  el  espacio  de  la  geometria  (tri¬ 
dimensional)  euclídea  es  un  espacio  afín  tridimensional  con  R  como  cuerpo  de 
escalares.  Es  fácil  demostrar  que  todas  las  propiedades  de  vectores  que  hemos 
probado  allí  son  válidas  en  cualquier  espacio  afín.  Por  ejemplo, 

P  +  P$  +  0f’  =  Q  +  Qf,  =  P  =  P  +  Õ,  luego  QP=-P$. 


Del  mismo  modo  se  prueba  que  PQ  + 


=  pÂ. 
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Una  variedad  UneaP  de  dimensión  m  en  un  espado  afín  es  un  conjunto  de 
puntos  de  la  forma 

L  =  P  +  L  =  {P  +  w\  w£  L}, 

donde  L  es  un  subespacio  vectorial  de  E  de  dimensión  m,  llamado  espado 
director  de  la  variedad. 

Notemos  que  L  =  {v£E\P  +  v£L},  luego  L  está  determinado  por  L. 
Recíprocamente,  una  variedad  lineal  L  está  determinada  por  su  espado  director 
L  y  uno  cualquiera  de  sus  puntos,  pues  si  Q  £  P  +  L1  entonces  Pó}  £  L ,  luego 
Q  +  L  =  P  +  Pí}  +  L  =  P  +  L  =  L. 

En  la  sección  anterior  hemos  probado  que  las  rectas  son  las  variedades  linea- 
les  de  dimensión  1  dei  espado  de  la  geometria  euclídea,  mientras  que  los  planos 
son  las  variedades  de  dimensión  2.  Por  ello  las  variedades  lineales  de  dimensión 
1  y  2  de  cualquier  espado  afín  reciben  el  nombre  de  rectas  y  planos.  Las  va¬ 
riedades  lineales  de  dimensión  0  son  los  puntos  (con  rigor,  los  conjuntos  con  un 
solo  punto).  En  un  espado  afín  de  dimensión  n,  las  variedades  de  dimensión 
n  ~  1  se  llaman  hiperplanos. 

Toda  variedad  lineal  L  =  P  +  L  de  dimensión  m  se  puede  considerar  en 
sí  misma  como  un  espado  afín  de  dimensión  m  con  L  como  espado  vectorial 
asociado. 


Dado  un  conjunto  de  puntos  A  yó  0,  existe  una  mínima  variedad  lineal  que  lo 
contiene,  la  llamaremos  la  variedad  lineal  generada  por  A  y  la  representaremos 
por  (d).  En  efecto,  si  P  £  A  es  fácil  ver  que 

(d)  =  P  +  (P^  |  Q£  A). 

es  una  variedad  que  contiene  a  d  y  está  contenida  en  cualquier  otra  que  cumpla 
lo  mismo. 

Diremos  que  n  +  1  puntos  do,...,dra  son  afínmente  independientes  si  la 
variedad  lineal  que  generan  tiene  dimensión  n  (en  caso  contrario  se  dice  que  son 
afínmente  dependientes).  Según  lo  que  acabamos  de  ver,  esto  equivale  a  que  los 
vectores  dgdi, . . . ,  AoAn  sean  linealmente  independientes. 


En  particular  tres  puntos  P,  Q,  R  son  colineales  si  y  sólo  si  son  afínmente 
dependientes,  si  y  sólo  si  los  vectores  P()  y  PÀ  son  linealmente  dependientes. 
Análogamente,  cuatro  puntos  P,  Q,  P,  S  son  coplanares  si  y  sólo  si  Pó},  PÀ  y 
pè  son  linealmente  dependientes,  etc. 

Es  claro  que  en  un  espado  afín  de  dimensión  n  hay  conjuntos  afínmente 
independientes  con  n  +  1  puntos,  pero  no  con  más. 


Diremos  que  dos  variedades  lineales  son  paralelas  si  el  espacio  director  de 
una  está  contenido  en  el  de  la  otra. 


El  teorema  siguiente  prueba  que  esta  noción  general  de  paralelismo  coincide 
con  la  que  conocemos  para  rectas  y  planos  en  los  espacios  tridimensionales. 

2E1  nombre  hace  referencia  a  que  los  elementos  de  una  variedad  están  determinados  por 
varias  coordenadas. 
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Teorema  4.11  Dos  variedades  lineales  de  dimensiones  k  y  l  con  k  <  l  son 
paralelas  si  y  sólo  si  están  contenidas  en  una  variedad  de  dimensión  l  +  l  y  una 
está  contenida  en  la  otra  o  bien  no  tienen  puntos  en  común. 

DemostraciÓN:  Sean  P+(i J\, . . .  ,Vk)  y  Q+(wi, ... ,wi )  las  dos  variedades. 
Si  (vi, . . . ,  Vk)  C  (wi, . . . ,  wi),  entonces  ambas  están  contenidas  en  la  variedad 

P+Çp Wi,...,  w,  ^  de  dimensión  /+1  y,  si  tienen  un  punto  en  común,  podemos 
tomar  P  =  Q  y  es  claro  que  una  está  contenida  en  la  otra. 

Supongamos  ahora  que  no  se  cortan  y  están  contenidas  en  una  variedad  de 
dimensión  l  +  l.  Veamos  en  primer  lugar  que  PÓ  no  es  combinación  lineal  de 
v\, . . . ,  Vk,  wi,  ■  ■  ■ ,  wi-  Si  lo  fuera  tendríamos 

oí\V\  H - akVk  =  P^  +  PiWi  H - ftiwi, 

con  lo  cjue  el  punto 

P  +  aiv i  H - oikVk  =  Q  +  Piwi  H - Piwi 


estaria  en  las  dos  variedades. 

Una  variedad  de  dimensión  l  + 1  que  contenga  a  ambas  variedades  contiene  a 
los  puntos  P ,  Q,  P  +  Vi,  Q  +  Wi,  luego  su  espacio  director  contiene  a  los  vectores 


Vi,  Wi .  Como  la  dimensión  es  l+l  dicho  espacio  ha  de  ser 


luego 


y  como 


no  es  combinación  lineal  de  ninguno  de  los  demás  vectores, 


{vi,..  .,Vk)  C  {wi 


lo  cjue  prueba  que  las  variedades  son  paralelas.  ■ 

Así  dos  rectas  son  paralelas  si  y  sólo  si  están  contenidas  en  un  plano  y  son 
iguales  o  no  tienen  puntos  comunes,  dos  hiperplanos  (en  particular  dos  planos 
en  un  espacio  tridimensional)  son  paralelos  si  y  sólo  si  no  se  cortan. 

Ejercicio:  Probar  que  si  dos  variedades  lineales  tienen  intersección  no  vacía  entonces 
ésta  es  una  variedad  lineal  y  que  su  espacio  director  es  la  intersección  de  los  espacios 
directores. 

Ahora  es  fácil  comprobar  que  cualquier  espacio  afín  de  dimensión  >  2  curnple 
el  grupo  de  axiomas  A  de  la  sección  1.1,  así  como  el  axioma  de  las  paralelas. 
Si  la  dimensión  es  >  3  se  curnple  además  el  axioma  A5b,  y  si  la  dimensión  es 
exactamente  3  se  curnple  el  axioma  A6. 

Por  ejemplo,  si  dos  planos  en  un  espacio  tridimensional  tienen  un  punto 
en  común  P,  la  intersección  es  una  variedad  lineal  cuyo  espacio  director  es  la 
intersección  de  dos  subespacios  de  dimensión  2,  luego  la  relación 

dim(U  +  W)  =  dim  V  +  dim  W  —  dim(U  D  W) 
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implica  que  la  dimensión  de  la  intersección  ha  de  ser  al  menos  1,  luego  la  inter- 
sección  es  un  plano  o  una  recta. 

Supongamos  ahora  que  el  cuerpo  K  dei  espado  afín  está  ordenado.  Entonces 
podemos  definir 

A  —  B  —  C  si  y  sólo  si  B  =  A  +  XÃÔ,  0  <  A  <  1, 

y  es  fácil  ver  que  esta  relación  cumple  los  axiomas  de  ordenación.  Vamos  a 
demostrar  como  ejemplo  el  axioma  B4,  que  es  el  más  técnico. 

Sean  A,  B  y  C  tres  puntos  no  colineales  y  sea  r  una  recta  en  su  mismo  plano 
que  no  pase  por  ninguno  de  cllos,  pero  sí  por  un  punto  X  entre  Ay  B.  Sea  v  un 
vector  director  de  r,  es  decir,  r  =  X  +  (v).  La  hipótesis  es  que  X  =  A  +  ctÃê, 
con  0  <  a  <  1. 

Los  vectores  v  y  AÓ  han  de  ser  linealmente  independientes,  pues  en  caso 
contrario  A  =  X  —  a  ÃÊ  =  X  +  õv  estaria  en  r. 

Es  claro  que  ABC  es  el  plano  X  +  (v,  ÃÈ^,  luego 

C  =  X  +  f 3v  +  7  Aè, 

para  ciertos  (3,  7,  donde  7  7^  0,  o  de  lo  contrario  C  estaria  en  r. 

Supongamos  que  r  corta  a  la  recta  AC.  Entonces  lo  hace  en  un  punto  de  la 
forma 

X  +  Xv  =  A  +  i-i  AC. 

Desarrollando: 

X  +  \v  =  X  +  Yl  +  p(ÃX  +  XÔ)  =X-  aJê  +  p(aJê  +  j3v  +  yÃÈ) 

=  X  +  (— a  +  p{ot  +  y))Ãê  +  pf3v. 


Esto  sucede  si  y  sólo  siy^—  a  y  p.  = 


■7 


y  esto  sucede  con  0  <  p  <  1 


si  y  sólo  si  7  >  0. 

Supongamos  ahora  que  r  corta  a  BC.  Entonces  lo  hace  en  un  punto  de  la 
forma 

X  +  \v  =  B  +  pBC. 

Desarrollando: 

X  +  \v  =  X  +  JCÃ  +  ÃÈ  +  h(b1  +  ÃÍ  +  xd) 

=  X  —  aAÀ  +  ÃÈ  +  h(—AÈ  +  otXè  +  f3v  +  yÃÈ) 

=  X  +  (1  —  a  +  p{oí  +  7  —  1  ))AÈ  +  pj3v. 

1  —  a 


Esto  sucede  si  y  sólo  sia  +  7^1y/i  = 


y  se  cumple  con  0  <  p  <  1 


1  —  a  —  7 

si  y  sólo  si  7  <  0. 

Así  pues,  r  corta  a  AC  si  y  sólo  si  7  >  0  y  corta  a  BC  si  y  sólo  si  7  <  0. 
Por  lo  tanto,  se  da  uno  y  sólo  uno  de  los  dos  casos.  ■ 
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Nota  El  argumento  precedente  puede  reinterpretarse  como  sigue:  tenemos 
un  plano  arbitrário,  formado  por  los  puntos  de  la  forma  C  =  X  +  ffv  +  "/w. 
Entonces,  C  está  a  un  lado  u  otro  de  la  recta  r  formada  por  los  puntos  X  +  (3v 
según  que  sea  7  >  0  o  bien  7  <  0. 

En  efecto,  hemos  visto  que  si  7  >  0  entonces  r  corta  a  AC,  luego  C  está 
en  el  mismo  lado  que  B,  y  si  7  <  0  entonces  r  corta  a  BC,  luego  C  está  en  el 
mismo  lado  que  A. 

A  su  vez,  dados  tres  puntos  no  colineales  O,  A,  B,  el  ângulo  AOB  está 
formado  por  los  puntos  de  la  forma  O  +  XO  A  +  poè  que  están  a  la  vez  en 
el  semiplano  respecto  a  la  recta  O  +  XOÁ  que  contiene  a  B  y  en  el  semiplano 
respecto  a  la  recta  O  +  /. iOè  que  contiene  a  A.  Concluímos  que 

AOB  =  {O  +  XÕl  +  pÕÈ  |  A,  p  >  0}. 

(Los  semiplanos  correctos  son  los  correspondientes  a  los  signos  positivos,  pues 
A  se  obtiene  con  A  =  1  y  B  con  p  =  1).  Equivalentemente,  todo  ângulo  es  de 
la  forma 

A{0\  v,  w)  =  {O  +  Xv  +  pw  |  A,  p  >  0}, 
donde  v  y  w  son  dos  vectores  linealmente  independientes.  ■ 

Observemos  ahora  que 

A  —  (A  +  Xv)  —  (A  +  pv)  si  y  sólo  si  pv  =  aXv,  con  0  <  a  <  1, 

es  decir,  si  y  sólo  si  |A|  <  \p\.  De  aqui  se  sigue  fácilmente  que  las  dos  semirrectas 
que  A  determina  en  la  recta  formada  por  los  puntos  A  +  Xv  son 

{A  +  At7|A>0}  y  {A  +  Xv  \  X  <  0}, 

así  como  que  las  dos  ordenaciones  posibles  de  la  recta  son  simplemente  la  dada 
por 

A  +  Xv  <  A  +  pv  o  A  <  p 

y  su  inversa. 

Resumimos  lo  que  hemos  obtenido  junto  con  otros  hechos  adicionales: 

•  En  todo  espacio  afín  de  dimensión  >  2  podemos  definir  los  conceptos  de 
recta  y  plano  de  modo  que  se  satisfacen  los  axiomas  de  incidência  básicos 
clel  grupo  A  y  el  axioma  de  las  paralelas.  Si  la  dimensión  es  3  se  cumplen 
también  los  axiomas  de  tridimensionalidad. 

•  Si  el  cuerpo  K  dei  espacio  afín  es  un  cuerpo  ordenado,  podemos  definir 
además  una  relación  A  —  B  —  C  que  satisface  los  axiomas  de  ordenación. 

•  Un  espacio  afín  sobre  un  cuerpo  ordenado  R  satisface  la  propiedad  de 
Arquímedes  si  y  sólo  si  R  es  arquimediano  (en  el  sentido  de  [An  1.2]),  lo 
que  equivale  a  que  R  sea  un  subcuerpo  de  R. 

•  Un  espacio  afín  sobre  un  cuerpo  ordenado  R  satisface  el  axioma  de  conti- 
nuidad  si  y  sólo  si  R  =  R. 


116 


Capítulo  4.  La  geometria  analítica 


Nos  falta  determinar  qué  más  le  hemos  de  exigir  a  un  espacio  afín  para  que 
podamos  definir  en  él  unas  relaciones  de  congruência  con  las  que  se  cumplan  los 
axiomas  de  congruência.  Pospondremos  este  problema  hasta  la  sección  siguiente, 
pero,  para  entender  cuál  es  exactamente  el  problema  al  que  nos  enfrentamos 
conviene  apurar  al  máximo  lo  que  podemos  hacer  en  un  espacio  afín  arbitrário: 

Defiiiición  4.12  Sean  P,  Q,  R  y  S  cuatro  puntos  colineales  en  un  espacio  afín 
sobre  un  cuerpo  arbitrário  /(  y  P  /  Q,  entonces  llè  =  a  PQ,  para  un  único 
a  £  K.  Por  lo  tanto  podemos  definir 


Podemos  pensar  que  esta  relación  expresa  (en  un  contexto  muy  abstracto), 
que  el  segmento  RS  mide  a  si  tomamos  PQ  como  unidad  de  longitud.  No 
obstante,  hay  que  tener  presente  que  si  K  es  un  cuerpo  ordenado,  entonces 
a  puede  ser  positivo  o  negativo,  por  lo  que  en  realidad  contiene  algo  más  de 
información  que  la  mera  comparación  de  longitudes.  Más  concretamente,  esta 
definición  generaliza  a  la  que  dimos  en  el  capítulo  III  antes  dei  teorema  de  Ceva. 

El  problema  es  que  así  sólo  podemos  comparar  las  longitudes  (y  orienta- 
ciones)  de  segmentos  colineales  (o,  un  poco  más  en  general,  paralelos),  pero  si 
tenemos  tres  puntos  no  colineales  P,Q,R  en  un  espacio  afín,  no  tenemos  ningún 
critério  para  comparar  la  longitud  de  PR  respecto  a  la  de  PQ.  Pese  a  ello, 
podemos  demostrar  el  teorema  de  Tales: 

Teorema  4.13  (Teorema  de  Tales)  SeanL,  M,  N  tres  hiperplanos  paralelos 
en  un  espacio  afín  E  sobre  un  cuerpo  K .  Si  r  es  cualquier  recta  no  paralela  a 
estos  hiperplanos,  la  razón 


DemostraciÓN :  Sea  r'  otra  recta  no  paralela  a  L,  M,  N  que  los  corte  en 
los  puntos  P' ,  Q',  R' .  Vamos  a  suponer  que  P  7^  P'  y  R,  7^  R' .  El  argumento 
que  sigue  se  simplifica  en  caso  contrario.  Entonces  las  rectas  PP'  y  RR'  son 
paralelas,  luego  RR'  =  A  PP' ,  para  cierto  A  £  K.  Por  otra  parte,  llamemos 
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o.  =  P$/pÀ,  de  modo  que  Q  =  P  +  aPÀ,  y  sea  Q"  =  P'  +  aP'R' .  Basta 
probar  que  Q"  =  Q' .  lo  cual  equivale  a  que  Q  =  Q"  o  bien  a  que  la  recta  QQ " 
sea  paralela  a  PP' .  A  su  vez  esto  equivale  a  que  QQ "  sea  múltiplo  de  PI* . 
Ahora  bien: 

Qcf'  =  Q^  +  pP  +  P'Q?'  =  -aPfl  +  PP  +  aPÕ?  = 

- a(Pp  +  PÕd'  +  WÈ)  +PP'  +  aVÉ'  =  - aPp  +  aXPp  +  PP' 

=  {aX-a+1  )PP, 


como  había  que  probar. 


Aplicaciones  afines  Estudiamos  ahora  brevemente  las  aplicaciones  que  con- 
servan  la  estructura  afín: 


Defiiiición  4.14  Sean  E  y  F  dos  espacios  afines.  Una  aplicación  afín  o  afinidad 
entre  E  y  F  es  una  aplicación  /  :  E  — >  F  tal  que  para  todo  punto  P  de  E  se 
curnple 

f{P)  =  f(0)  +  f(ÕP), 

donde  O  es  un  punto  prefijado  en  E,  y  f  :  E  — >  F  es  una  aplicación  lineal, 
llamada  aplicación  lineal  asociada  a  /. 

En  primer  lugar  hemos  de  notar  que  si  /  admite  una  expresión  como  la 
indicada  para  un  punto  O  y  una  cierta  aplicación  lineal  /,  entonces  /  admite 
una  expresión  análoga  para  cualquier  otro  punto  O ’  y  con  la  misma  aplicación 
f.  En  efecto,  puesto  que  /(O')  =  /(O)  +  f(OOr),  resulta  que 

/(P)  =  f(o)  +  f(õP)  =  f(o')  +  f(õP)  -  f(õâ)  =  no')  +  f(cyfi). 


En  particular  una  ahnidad  determina  su  aplicación  lineal  asociada. 

Notemos  que  la  relación  entre  /  y  /  se  puede  escribir  también  en  la  forma 
f(P$)  =  f(P)f(Q ),  para  todo  par  de  puntos  P  y  Q.  Teniendo  esto  en  cuenta  es 
fácil  comprobar  que  la  composición  de  aplicaciones  afines  es  una  aplicación  afín, 
así  como  que  la  inversa  de  una  biyección  afín  es  una  biyección  afín.  Además 

7^9  =  /< 0  9  y  7^  =  (/  )_1- 


Es  evidente  que  las  biyecciones  afines  conservan  todas  las  propiedades  defini- 
bles  a  partir  de  la  estructura  de  espado  afín:  aplican  variedades  en  variedades, 
paralelas  en  paralelas,  semiplanos  en  semiplanos,  ângulos  en  ângulos,  triângulos 
en  triângulos,  conservan  las  relaciones  de  orden  de  las  rectas  si  el  cuerpo  es  un 
cuerpo  ordenado,  etc. 


A  su  vez,  esto  nos  muestra  que  la  estructura  de  espacio  afín  no  permite  definir 
los  conceptos  de  longitud  de  un  segmento  o  de  medida  de  un  ângulo,  pues  es 
fácil  ver  que  siempre  existe  una  biyección  afín  que  transforma  cualquier  terna  de 
puntos  no  colineales  en  cualquier  otra,  por  lo  que  ninguna  dehnición  de  longitud 
de  un  segmento  o  de  medida  de  un  ângulo  se  conservaria  por  biyecciones  afines, 
y  éstas  conservan  todo  lo  dehnible  en  términos  de  la  estructura  de  espacio  afín. 
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Coordenadas  cartesianas  Con  las  consideraciones  de  las  secciones  prece¬ 
dentes  ya  podemos  exponer  el  núcleo  de  la  geometria  analítica,  en  virtud  de 
la  cual  los  conceptos  geométricos  se  caracterizan  en  términos  de  ecuaciones  y 
desigualdades.  Para  ello  necesitamos  los  conceptos  de  sistema  de  referencia  y 
coordenadas  de  un  punto. 

Definición  4.15  Un  sistema  de  referencia  en  un  espacio  afín  E  está  formado 
por  un  punto  O  y  una  base  (êi, . . . ,  en)  dei  espacio  E. 

Fijado  un  sistema  de  referencia,  podemos  identificar  cada  vector  v  con  sus 
coordenadas  en  la  base  dei  sistema.  Así,  v  =  (aq, . . .  ,xn)  se  interpreta  como 
que  v  =  xiêi  +  -  ■  ■  xnen.  Llamaremos  vector  de  posición  de  un  punto  P  (siempre 
respecto  al  sistema  de  referencia  fijado)  al  vector  OP.  Las  coordenadas  carte¬ 
sianas  (lat.  ‘de  Descartes’)  de  un  punto  P  serán  las  coordenadas  de  su  vector 
de  posición.  Escribiremos  P(x i, . . . ,  xn)  para  indicar  que  las  coordenadas  de  P 
en  un  sistema  de  referencia  dado  son  (aq, . . . ,  xn).  Según  lo  dicho,  esto  equivale 
a  que 

P  =  O  +  aqei  +  •  •  •  +  xnen. 

Lo  habitual  es  considerar  sistemas  de  referencia  “ortonormales” ,  es  decir, 
tales  que  los  vectores  ê)  tengan  la  misma  longitud  y  sean  perpendiculares  dos 
a  dos,  pero  ni  “tener  la  misma  longitud”  ni  “ser  perpendicular”  son  conceptos 
que  tengamos  definidos  en  un  espacio  afín.  Sin  embargo,  ninguno  de  ellos  es 
necesario  para  las  consideraciones  siguientes: 

Consideremos  un  hiperplano  H  =  P  +  (ãq, . . . ,  vn-i)  en  un  espacio  afín  en 
el  que  hemos  fijado  un  sistema  de  referencia  de  origen  O  y  base  e i , . . . ,  e„ .  Un 
punto  Q(x i, . . . ,  xn)  está  en  H  si  y  sólo  si  PÓ  G  (ãq, . . . ,  vn-\).  Sea  w  £  Ê  un 
vector  linealmente  independiente  de  ãq, . . .  ,vn—i  y  consideremos  la  aplicación 
lineal  /  :  E  — >  K  determinada  por  que  f(vi)  =  0  y  f(w)  =  1.  Entonces 
N(/)  =  (vi,  ■  ■  .,vn- 1),  luego  Q  G  H  si  y  sólo  si  f(PQ)  =  0.  Si  (jq, . . .  ,p„)  son 
las  coordenadas  de  P,  entonces 

P&  =  {Xl  -  Pl)êl  - b  (Xn  -  Pn)en , 

luego  Q  G  H  si  y  sólo  si  /(e i)(xi  —  pi)  +  •  •  •  +  f(en)(xn  —  pn)  =  0.  Operando, 
esta  ecuación  tiene  la  forma 


aiXi  +  •  •  •  +  anxn  =  6, 

donde  necesariamente  alguno  de  los  coeficientes  es  no  nulo. 

Recíprocamente,  el  conjunto  de  puntos  cuyas  coordenadas  satisfacen  una 
ecuación  de  esta  forma  es  un  hiperplano.  En  efecto,  el  miembro  izquierdo  de 
la  ecuación  define  una  aplicación  lineal  no  nula  g  :  Kn  — >  K ,  cjue  necesaria¬ 
mente  será  suprayectiva  y  su  núcleo  tendrá  dimensión  n  —  1.  Por  otra  parte, 
la  aplicación  h  :  E  — >  Kn  que  a  cada  vector  le  asigna  sus  coordenadas  en  la 
base  ei,...,en  es  un  isomorfismo,  luego  la  composición  /  :  E  — ►  K  es  una 
aplicación  lineal  cuyo  núcleo  es  un  subespacio  (vi, . . .  ,vn-i).  Si  P  es  un  punto 
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tal  que  h(OP)  =  b ,  entonces  H  =  P  +  (v i, . . .  ,vn~i)  es  un  hiperplano  cuyos 
puntos  son  exactamente  aquellos  cuyas  coordenadas  satisfacen  la  ecuación  dada. 
En  resumen: 

Los  puntos  de  un  hiperplano  en  un  espacio  afín  están  caracterizados 
por  que  sus  coordenadas  en  cualquier  sistema  de  referencia  satisfacen 
una  determinada  ecuación  lineal  no  nula.  Toda  ecuación  lineal  no 
nula  es  la  ecuación  de  un  hiperplano. 

Dos  hiperplanos  son  paralelos  si  y  sólo  si  no  tienen  puntos  comunes,  lo  que 
fácilmente  se  traduce  en  que  sus  ecuaciones  tienen  los  miembros  izquierdos  pro- 
porcionales  pero  el  término  derecho  no  respeta  la  proporción. 

En  particular,  una  recta  en  un  espacio  afín  bidimensional  está  formada  por 
los  puntos  cuyas  coordenadas  en  un  sistema  de  referencia  dado  satisfacen  una 
ecuación  de  la  forma  ax  +  by  =  c. 

Un  plano  en  un  espacio  afín  tridimensional  está  formado  por  los  puntos 
cuyas  coordenadas  en  un  sistema  de  referencia  dado  satisfacen  una  ecuación  de 
la  forma  ax+by+cz  =  d.  Una  recta  se  puede  expresar  a  su  vez  como  intersección 
de  dos  planos,  luego  sus  puntos  son  aquellos  cuyas  coordenadas  satisfacen  un 
sistema  de  dos  ecuaciones  lineales  independientes  y  compatibles 

a\X  +  b±y  +  c\z  =  d\  1 
ü2X  +  b2y  +  c2z  =  d2  J 

En  general,  los  puntos  de  una  variedad  de  dimensión  m  en  un  espacio  afín  de 
dimensión  k  están  caracterizados  por  que  sus  coordenadas  satisfacen  un  sistema 
de  n  —  m  ecuaciones  lineales  independientes. 

Veamos  ahora  el  modo  en  que  una  afinidad  transforma  las  coordenadas  afines 
de  los  puntos.  Sea  /  :  E  — >  F  una  afinidad,  sea  (0;v i,...,un)  un  sistema 
de  referencia  en  E  y  (0'\ Wi, . . . ,  wm)  un  sistema  de  referencia  en  F.  Sean 
A  =  (oi, . . . ,  am)  las  coordenadas  de  f(0)  en  O',  sea  M  la  matriz  asociada  a  la 
aplicación  lineal  /  en  las  bases  de  los  sistemas  de  referencia.  Sea  P  un  punto  en 
E  con  coordenadas  X  =  (xi, . . . ,  xn).  Estas  son  por  definición  las  coordenadas 
de  ÕP  en  la  base  ui,  luego  las  coordenadas  de  f(Op)  en  la  base  Wi  son  XM. 
Puesto  que 

/(P)  =  f(0)  +  f(õP)  =  o'  +  o'f(o )  +  f(õP), 

vemos  que  las  coordenadas  de  Orf(P )  en  la  base  m;  son 

Y  =  A  +  XM. 


En  resumen: 

La  relación  entre  las  coordenadas  X  de  un  punto  en  un  sistema  de 
referencia  O  y  las  coordenadas  Y  de  su  imagen  por  una  afinidad  f 
es  Y  =  A+XAf,  donde  A  son  las  coordenadas  de  f(0)  en  el  sistema 
O'  y  M  es  la  matriz  de  f. 
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Recíprocamente,  es  fácil  ver  que  toda  ecuación  matricial  Y  =  A  +  XM  está 
asociada  a  una  única  afinidad  en  unos  sistemas  de  referencia  prefijados. 

El  sumando  A  puede  suprimirse  si  en  el  segundo  espacio  tomamos  como 
origen  de  coordenadas  el  punto  O'  =  f(0).  Sin  embargo,  cuando  /  es  una 
afinidad  de  un  espacio  en  sí  mismo,  resulta  más  conveniente  considerar  un  único 
sistema  de  referencia,  y  entonces  sólo  podemos  eliminar  el  sumando  A  si  f  tiene 
un  punto  fijo,  es  decir,  un  punto  O  tal  que  f(0 )  =  O. 


Espacios  afines  canónicos  Observemos  que  hasta  ahora  no  hemos  puesto 
ningún  ejemplo  de  espacio  afín.  Sin  embargo,  lo  cierto  es  que  existen  espacios 
afines  de  cualquier  dimensión  sobre  cualquier  cuerpo  K.  En  efecto,  basta  to¬ 
mar  como  conjunto  de  puntos  E  =  Kn  y  como  espacio  vectorial  E  =  Kn,  de 
modo  que  la  suma  de  puntos  y  vectores  sea  la  misma  que  la  suma  de  vectores. 
Es  inmediato  comprobar  que  (Kn,Kn,+)  así  definido  cumple  trivialmente  la 
definición  de  espacio  afín  n-dimensional. 

Las  variedades  lineales  de  Kn  son  de  la  forma  P  +  W,  donde  W  es  un 
subespacio  de  Kn,  es  decir,  son  las  clases  de  congruência  módulo  los  subespacios 
de  Kn. 

El  sistema  de  referencia  canónico  en  Kn  es  el  formado  por  (0, . . . ,  0)  como 
origen  y  la  base  canónica  de  Kn.  Respecto  a  este  sistema,  cada  punto  coincide 
con  sus  propias  coordenadas. 

Más  aún,  es  claro  que  si  E  es  cualquier  espacio  afín  n-dimensional  sobre  K,  la 
aplicación  que  a  cada  punto  le  asigna  sus  coordenadas  respecto  a  un  sistema  de 
referencia  prefijado  es  una  biyección  afín  (cuya  expresión  coordenada  respecto 
a  este  sistema  y  al  sistema  canónico  de  Kn  es  simplemente  Y  =  X). 

Así  pues,  todo  espacio  afín  n-dimensional  sobre  K  es  isomorfo  a  Kn  (en 
el  sentido  de  que  existe  una  biyección  afín  entre  ambos),  luego  todos  los  es¬ 
pacios  afines  sobre  K  tienen  todos  las  mismas  propiedades  afines  (las  mismas 
propiedades  que  sean  invariantes  por  biyecciones  afines). 


Coordenadas  baricéntricas  Si  (0;ê \,...,en)  es  un  sistema  de  referencia 
de  un  espacio  afín  E,  los  puntos  A0  =  O ,  A\  =  O  +  êi, . . . ,  An  =  O  +  en 
son  afínmente  independientes  y,  recíprocamente,  un  conjunto  de  n  +  1  pun¬ 
tos  afínmente  independientes  Aq,  ,  An  determina  el  sistema  de  referencia 
(A0;  Aq Ai, . . . ,  A0A„).  Por  lo  tanto  todo  punto  P  de  E  se  expresa  de  forma 
única  como 

P  =  Ao  +  X\  A0Ai  +  •  •  •  +  xnA0An. 

En  algunas  ocasiones  esta  expresión  no  es  satisfactoria,  pues  sitúa  al  punto  Ao  en 
una  situación  asimétrica  respecto  de  los  otros,  cuando  en  realidad  la  noción  de 
puntos  afínmente  independientes  es  completamente  simétrica.  Por  ello,  a  veces 
conviene  considerar  las  coordenadas  baricéntricas  que  definimos  a  continuación. 
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Notemos  en  primer  lugar,  que  para  puntos  cualesquiera  Ai,...  ,An  y  esca¬ 
lares  Ai  -| - +  \n  =  0,  el  vector 


22  A  i  O  Ai 

es  independiente  de  la  elección  dei  punto  O,  pues  si  tomamos  otro  punto  O' 
vemos  que 

A,;  O'  Ai  —  22  A  i  O  Ai  =  22  A  i  OO'  =  0. 

2=1  2=1  2=1 

De  aqui  se  desprende  que  si  Ai  -) - +  A„  =  A  ^  0  el  punto 

B  =  O  +  —  22  A»  O  Ai 
A  í=i 


es  independiente  de  O.  Al  punto  B  se  le  llama  baricentro  de  (Aj,Aj)  y  lo 
representaremos  por 

—  (Ai  Ai  H - +  A„  An)  =  O  +  —  22  Aj  O  Ai. 

A  A  i-\ 


Las  sumas  y  productos  dei  miembro  izquierdo  son  meramente  formales,  sin  un 
significado  intrínseco.  Tan  sólo  sugieren  que  las  coordenadas  dei  baricentro  en  el 
sistema  de  referencia  (O;  oÀi)  se  obtienen  multiplicando  por  Ai  las  coordenadas 
de  Aj,  sumando  y  dividiendo  entre  A.  El  baricentro  recibe  este  nombre  porque  se 
corresponde  con  el  centro  de  gravedad  de  un  sistema  de  n  partículas  puntuales 
situadas  en  los  puntos  Aj  con  masas  Aj. 

Retomando  ahora  el  conjunto  afínmente  independiente  Aq , . . . ,  An ,  ahora 
notamos  que  un  punto  P  se  puede  expresar  en  la  forma 

n  _ y  n 

P  =  Ao  +  X/  A0Aj  =  ^22  ^íAí, 

í= 1  i= 0 


donde 

n 

Ao  =  1  —  22  Aj- 

i—1 

Los  números  (Ao,...,A„)  (sujetos  a  la  condición  Ao  +  •  •  •  +  Xn  =  1)  están 
univocamente  determinados  por  P  y  se  llaman  coordenadas  baricéntricas  de 
P  respecto  al  sistema  (Aj). 

Teorema  4.16  Los  puntos  Ao, . . . ,  An  son  afínmente  independientes  si  y  sólo 
si  ninguno  de  ellos  es  un  baricentro  de  los  demás. 

DemostraciÓN:  Si  uno  de  los  puntos,  por  ejemplo  Ao  es  un  baricentro  de 
los  demás,  entonces 


Aq  — 


n 


22  Ai  Ai, 


n 

con  22  =  !• 

2=1 
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Alguno  de  los  coeficientes  ha  de  ser  no  nulo,  digamos  que  Xn  ^  0.  Así 

n—  1  _ y 

Ao  =  A„  +  ^2  XiAnAif 

i= 1 


donde  no  todos  los  coeficientes  son  nulos,  luego  AnAo  es  combinación  lineal  de 
los  restantes.  Invirtiendo  el  razonamiento  tenemos  la  otra  implicación.  ■ 


4.3  Espacios  euclídeos 

Nos  ocupamos  ahora  de  extender  la  estructura  de  espado  afín  para  reco- 
ger  el  concepto  de  congruência,  el  último  concepto  geométrico  primitivo  que 
nos  queda  por  representar  analiticamente.  Para  cllo  empezamos  trabajando 
sintéticamente  con  el  fin  de  encontrar  una  caracterización  algebraica  de  las  con¬ 
gruências  de  segmentos  y  ângulos.  Por  simplicidad  suponemos  los  axiomas  de 
tridimensionalidad . 

Sea  R  el  cuerpo  de  los  números  reales  que  se  corresponden  con  puntos  de 
las  rectas  graduadas.  Hemos  probado  que  R  tiene  que  ser  un  cuerpo  ordenado 
pitagórico. 

Por  otra  parte  notamos  que  si  u  y  w  son  dos  vectores  no  nulos  cualesquiera, 
O  es  un  punto,  A  =  0  +  vyB  =  0  +  w,  entonces  el  ângulo  AOB  (si  está 
definido)  es  independiente  de  O,  pues  el  triângulo  AOB  (fijada  una  unidad  de 
medida)  tiene  lados  ||u||,  ||  íc||  y  ||w  —  tu||,  luego  los  triângulos  construidos  a  partir 
de  puntos  O  distintos  son  congruentes,  y  en  particular  el  ângulo  indicado  es  el 
mismo. 

El  ângulo  AOB  no  está  definido  cuando  los  vectores  v  y  w  son  linealmente 
dependientes  (lo  cual  tampoco  depende  de  O).  Esto  nos  permite  definir  el 
angulo  entre  dos  vectores  no  nulos  como  el  ângulo  AOB  si  los  puntos  no  están 
alineados,  mientras  que  si  w  =  av  con  a  <  0  consideraremos  que  el  ângulo  es 
llano  y  si  a  >  0  diremos  que  el  ângulo  que  forman  es  nulo  y  tiene  medida  0. 
Cuando  dos  vectores  forman  un  ângulo  recto  se  dice  que  son  ortogonales  (gr. 
‘en  ângulo  recto’). 

Consideremos  un  sistema  de  referencia  de  origen  O  y  con  una  base  e± ,  e2 ,  ê*3 
formada  por  vectores  ortogonales  y  de  norma  1.  Entonces,  un  punto  arbitrário 
P  cumplirá  que 

P  =  O  +  x  ê\  +  y  e2  +  z  ês, 

para  ciertos  números  reales  (x,  y,  z)  (sus  coordenadas  en  el  sistema  de  referencia 
indicado).  Si  Q  =  O  +  x  e\  +  y  e2 ,  vemos  que  la  recta  OQ  está  contenida  en  el 
plano  XY,  mientras  que  la  recta  QP  es  paralela  al  eje  Z ,  que  es  perpendicular 
al  plano  XY  (suponiendo  que  Q  ^  O  y  Q  ^  P) .  Por  lo  tanto  el  triângulo  OQP 
es  rectángulo,  y  el  teorema  de  Pitágoras  nos  da  que 

IIÕ^II2  -  llõà2  +  IIÕi¥  =  II* el  +yê2 1|2  +  ||2e3||2. 
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S\Q  =  OoQ  =  P\&  conclusión  es  trivialmente  cierta.  Del  mismo  modo,  si 
llamamos  R  =  O  +  x  ê i  tenemos  que  el  triângulo  OQR  es  rectángulo  (o  bien 
Q  =  O  o  Q  =  R),  con  lo  que 

IIÕ^II2  =  lkei||2+  \\yê2\\2  +  \\ze3\\2  =  x2  +y2  +  z2, 

luego  IIÕ^II  =  \J x2  +  y2  +  z2.  Puesto  que  P  es  un  punto  arbitrário,  tenemos 
que  si  un  vector  v  tiene  coordenadas  (x,  y,  z)  respecto  a  una  base  formada  por 
vectores  ortogonales  y  unitários,  entonces 

\\v\\  =  \J  x2  +  y2  +  z2. 

Si  v  y  w  son  dos  vectores  arbitrários  cuyas  coordenadas  en  una  base  en  las 
condiciones  anteriores  son  respectivamente  ( x,y,z )  y  (x',y',z'),  definimos  su 
producto  escalar  como 

vw  =  xx'  +  yy'  +  zz' . 

En  estos  términos  hemos  probado  que  ||?7||  =  \f$d.  Es  claro  además  que  se 
cumplen  las  propiedades  siguientes: 

1.  ü{v  +  w)  =  uv  +  uw , 

2.  ( u  +  v)w  =  uw  +  vw, 

3.  ( au)v  =  a(üv)  =  u(av), 

4.  uv  =  vu. 

Consideremos  ahora  dos  vectores  no  nulos  v  y  w.  Supongamos  en  primer 
lugar  que  son  linealmente  independientes.  Sean  A  =  O  +  v,  B  =  O  +  w. 
Entonces  los  puntos  O,  A,  B  no  son  colineales,  luego  forman  un  triângulo  cuyos 
lados  miden  \\OA\\  =  ||u||,  ||0^||  =  ||w||,  ||^41^||  =  \\w  —  E||.  Por  otra  parte 

\\Ãê\\2  =  (■ w  —  v)(w  —  v)=  ww  +  vv  —  2  vw  =  ||OA||2  +  ||0-B||2  —  2vw. 

Si  comparamos  con  el  teorema  dei  coseno  concluímos  que 

vw  =  ||c||  ||wJ||  cos vw. 

Esta  expresión  sigue  siendo  válida  cuando  w  =  av  si  convenimos  en  cjue  el 
coseno  de  un  ângulo  nulo  es  1  y  el  coseno  de  un  ângulo  llano  es  —1.  En  efecto: 

vw  =  avv  =  ±|a|  ||'íT||2  =  ±||íT||  ||íü||. 

En  particular  esto  prueba  que  el  producto  escalar  de  dos  vectores  no  depende 
dei  sistema  de  referencia  que  elegimos  para  calcularlo,  siempre  y  cuando  los 
vectores  de  su  base  sean  ortogonales  y  de  norma  1  (en  particular,  sí  que  depende 
de  la  elección  de  una  unidad  de  longitud). 

Estas  consideraciones  condicionan  ya  la  estructura  algebraica  que  hemos  de 
imponer  a  un  espacio  afín  para  definir  en  él  unas  relaciones  de  congruência  que 
satisfagan  los  axiomas  de  la  geometria  euclídea: 
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Deflnición  4.17  Un  espado  vectorial  euclídeo  V  es  un  espado  vectorial  de 
dimensión  finita  sobre  un  cuerpo  ordenado  pitagórico  R  sobre  cl  que  hay  defi¬ 
nido  un  producto  escalar,  que  es  una  aplicación  V  x  V  — >  R  que  cumple  las 
propiedades  siguientes: 

1.  vv  es  un  cuadrado  (en  particular  vv  >  0)  y  vil  =  0  si  y  sólo  si  v  =  0, 

2.  u( v  +  w)  =  uv  +  uw, 

3.  ( au)v  =  a(uv)  =  ü(av), 

4.  uv  =  vu. 


Un  espado  afín  euclídeo  es  un  espado  afín  E  sobre  un  cuerpo  pitagórico 
R  tal  que  en  E  hay  definido  un  producto  escalar  que  lo  dota  de  estructura  de 
espado  euclídeo.  La  dimensión  de  E  se  define  como  la  dimensión  de  E. 


Definimos  la  norma  de  un  vector  en  un  espado  euclídeo  como  ||v||  =  Vot. 
Notemos  que  la  raiz  cuadrada  existe  en  R  por  la  propiedad  1.  Hay  que  entender 
que  tomamos  la  raiz  cuadrada  positiva. 


La  distancia  entre  dos  puntos  Ay  B  de  un  espado  afín  euclídeo  será  ||Ãzl||. 
Diremos  que  dos  vectores  v  y  w  son  ortogonales  si  vw  =  0.  Lo  representaremos 
por  v  -L  w.  Un  conjunto  de  vectores  es  ortogonal  si  no  contiene  al  0  y  sus 
elementos  son  ortogonales  dos  a  dos.  Un  conjunto  de  vectores  es  ortonormal  si 
es  ortogonal  y  todos  sus  vectores  tienen  norma  1. 


Teorema  4.18  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  pitagórico,  V  es  un  R-espacio  vec¬ 
torial  y  ei, ...  ,en  es  una  base  de  V,  entonces  existe  un  único  producto  escalar 
en  V  respecto  al  cual  la  base  dada  es  ortonormal. 

DemostraciÓN:  Supongamos  que  tenemos  un  producto  escalar  en  V  res¬ 
pecto  al  cual  la  base  dada  es  ortonormal.  Sean  v  y  w  dos  vectores  de  V  y  sean 
(xi, . . . ,  xn),  (y i, . . . ,  yn)  sus  coordenadas  en  la  base.  Entonces 

n  n  n 

vw=Yl  Xiêi  Vjêj  =  J2  Xiyj{êiêj)  =  Xiyi  H - h  xnyn. 

i—  1  j=  1  i,j= 1 

Esto  prueba  que  vw  está  completamente  determinado  por  la  base,  lo  cual 
nos  da  la  unicidad.  Para  probar  la  existência  basta  observar  que  si  definimos 


vw  =  xiyi  4 - b  xnyn, 

donde  (x±, ...  ,xn),  (yi,  ■  ■  ■  ,yn)  son  las  coordenadas  de  v  y  w  en  la  base  dada, 
entonces  se  cumplen  todas  las  propiedades  de  la  definición  de  producto  escalar 
y  la  base  dada  es  ortonormal.  Notemos  en  particular  que 

vv  =  x\  +  •  •  •  +  x^ 


es  un  cuadrado  en  R  porque  R  es  pitagórico  (y  es  en  este  punto  donde  se  requiere 
esta  hipótesis).  ■ 
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En  particular,  si  R  es  cualquier  cuerpo  ordenado  pitagórico,  podemos  definir 
el  producto  escalar  canónico  en  Rn  como  el  producto  escalar  dado  por 

(xi,  ■  ■  .,Xn)(X!,  . . .  ,xn)  =  x\  4 - Vx2n , 

respecto  dei  cual  la  base  canónica  de  Rn  es  ortonormal. 

Hemos  probado  que  el  espado  euclídeo  en  el  sentido  de  la  geometria  sintética 
es  un  espado  afín  euclídeo  tridimensional  en  el  sentido  analítico.  Probaremos 
que  el  recíproco  también  es  cierto:  todo  espado  afín  euclídeo  tridimensional 
curnple  los  axiomas  de  la  geometria  euclídea. 

En  esta  dirección,  empezamos  observando  que  la  definición  algebraica  de 
espado  euclídeo  no  muestra  directamente  la  existência  de  bases  ortonormales. 
Probar  esto  será  nuestro  primer  objetivo.  Para  cllo  conviene  notar  algunos 
lrechos  elementales. 

Se  curnple  que  Ou  =  (00)u  =  0(0u)  =  0. 

Si  un  conjunto  de  vedores  (iq, . . . ,  vn}  es  ortogonal,  entonces  es  linealmente 
independiente. 

En  efecto,  si  ã\V\  +  •  ■  ■  +  ãmVm  =  0  entonces 

0  =  VjO  =  aiVjVi  +  •  •  •  +  CXmVjVm  =  (XjVjVj, 


luego  otj  =  0. 


Teorema  4.19  (Teorema  de  ortogonalización  de  Gram-Schmidt)  Si  V 

es  un  espado  vectorial  euclídeo,  todo  conjunto  ortogonal  de  vectores  de  V  se 
extiende  hasta  una  base  ortogonal  de  V. 

DemostraciÓn:  Sea  A  —  (íq, . . . ,  vr}  un  conjunto  de  vectores  ortogonales 
(y  por  lo  tanto  linealmente  independientes) .  Si  A  es  ya  una  base  de  V  no  hay 
nada  que  probar.  En  caso  contrario  tomamos  un  vector  v  de  V  que  no  esté 
en  (T).  Consideremos  un  vector  de  la  forma 

r 

VJ  =  V-  £  otiVi- 
i= 1 

Claramente  ViW  =  ViV  —  cxíVíVí ,  luego  si  tomamos  cada  cq  como  el  único  escalar 
que  curnple  ViV  —  oííVíVí  =  0  tenemos  que  w  1  A.  Así  obtenemos  un  conjunto 
ortogonal  con  un  vector  más.  Repitiendo  el  proceso  llegamos  hasta  un  con¬ 
junto  ortogonal  con  tantos  vectores  como  la  dimensión  de  V,  que  será  una  base 
ortogonal.  ■ 

La  norma  verifica  la  relación  ||cdT||  =  |cr|  ||n||  y  si  v  ^  0  podemos  calcular 
Ü  =  y  resulta  que  ||{t||  =  1.  Por  lo  tanto,  si  en  una  base  ortogonal 

dividimos  cada  vector  por  su  norma  obtenemos  una  base  ortonormal.  Así  pues, 
todo  espado  vectorial  euclídeo  V  tiene  una  base  ortonormal. 
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Nota  Las  coordenadas  de  un  punto  respecto  de  un  sistema  de  referencia  orto- 
normal  tienen  una  interpretación  especialmente  sinrple.  En  el  caso  bidimensio¬ 
nal,  si  tenemos  un  sistema  de  referencia  de  origen  O  y  una  base  ortonormal  v, 
w,  los  puntos  de  coordenadas  ( x ,  0)  forman  una  recta  que  se  suele  llamar  eje  X 
o  ‘eje  de  abscisas’,  mientras  que  los  puntos  con  coordenadas  (0,y)  forman  una 
recta  perpendicular  que  se  suele  llamar  eje  Y  o  ‘eje  de  ordenadas’,  y  entonces 
el  punto  P  de  coordenadas  (x,y)  es  la  intersección  de  la  recta  paralela  al  eje 
de  ordenadas  que  pasa  por  (x,  0)  y  la  recta  paralela  al  eje  de  abscisas  que  pasa 
por  (0 ,y).  Además  x  e  y  son  las  distancias  a  O  de  los  puntos  (x,  0)  y  (0, y), 
respectivamente: 


Eje  Y 

y 


P{x,y) 


w 


O 


x  Eje  X 


Igualmente  podemos  interpretar  las  coordenadas  (x,  y,  z)  de  un  punto  dei 
espacio  respecto  a  un  sistema  de  referencia  ortonormal  en  el  espacio  tridimen¬ 
sional.  ■ 

Los  resultados  dei  comienzo  de  la  sección  prueban  que  si  en  un  espacio 
euclídeo  arquimediano  (en  el  sentido  sintético)  fijainos  un  sistema  de  referencia 
con  base  ortonormal  y  a  cada  punto  le  asignamos  sus  coordenadas  respecto 
a  dicho  sistema,  entonces  el  producto  escalar  se  corresponde  con  el  producto 
escalar  canónico  que  hemos  definido  en  R 3,  luego  la  ortogonalidad  y  la  distancia 
entre  puntos  se  corresponden  con  los  conceptos  homónimos  en  R3  definidos 
analiticamente. 

El  teorema  siguiente  es  obvio  desde  un  punto  de  vista  sintético,  pero  es  ne- 
cesario  para  probar  analiticamente  las  propiedades  de  la  distancia  entre  puntos 
y  la  ortogonalidad  de  vectores. 

Teorema  4.20  (Desigualdad  de  Cauchy-Schwarz)  Siv  yw  son  dos  vecto¬ 
res  de  un  espacio  vectorial  euclídeo,  entonces  |4rüT|  <  ||x||  ||  íc||  y  se  da  la  igualdad 
si  y  sólo  sivyw  son  linealmente  dependientes. 

DemostraciÓN:  Si  w  =  0  la  igualdad  se  da  trivialmente.  Supongamos  que 
w  /  0.  Llamando  u  =  to/ 1 1 xu 1 1 ,  entonces  ||u||  =  1  y  lo  que  hemos  de  probar 
es  que  |tm|  <  ||i?||,  y  que  se  da  la  igualdad  si  y  sólo  si  u  y  v  son  linealmente 
dependientes.  Tomemos  A  £  R.  Entonces 

0  <  ||x  +  Am||2  =  (v  +  A ü)(v  +  A ü)  =  vv  +  X2Üü  +  2A vu  =  ||íT||2  +  A2  +  2A vu, 

En  particular,  si  tomamos  A  =  —vu  queda  que  ||u||2  +  (vu)2  —  2 (vu)2  >  0,  o 
sea,  (vu)2  <  ||xj|2,  luego  |iTu|  <  ||n||. 
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Además  la  igualdad  se  da  si  y  sólo  si  ||v  —  (iH)u||  =  0,  o  sea,  si  y  sólo  si 
v  =  (vü)Ü.  Por  lo  tanto,  si  se  da  la  igualdad  u  y  v  son  linealmente  dependientes. 
Recíprocamente,  si  v  =  X u,  entonces  |úu|  =  |Am?|  =  |A|  =  ||í?||.  ■ 

Ahora  podemos  probar  las  propiedades  esenciales  de  la  norma  euclídea: 

Teorema  4.21  En  todo  espado  euclídeo  se  cumple: 

1.  ||v||  >  0  y  ||v||  =  0  si  y  sólo  si  v  =  0. 

2.  ||v  +  üJ||  <  ||v||  +  \\w\\. 

5.  |M|  =  |a|||tT||. 

DemostraciÓN:  La  única  propiedad  que  no  es  inmediata  es  la  segunda, 
pero 

||u  +  «í||2  =  (v  +  w)(v  +  w)  =  ||v||2  +  || w7|| 2  +  2vw  <  ||v||2  +  \\w\\2  +  2\vw\ 

<  ll^ll2  +  INI2  +  2||u||  \\w\\  =  (||íT||  +  ||wJ||)2. 

Por  lo  tanto  ||u  +  ty||  <  ||Ú||  +  ||w||.  ■ 

La  propiedad  2  dei  teorema  anterior  es  la  versión  analítica  de  la  desigualdad 
triangular.  Es  fácil  ver  que  es  una  igualdad  exactamente  cuando  uno  de  los 
vectores  es  un  múltiplo  positivo  dei  otro. 

Ahora  nos  ocupamos  de  las  aplicaciones  que  conservan  la  estructura  euclídea. 
La  definición  natural  es  la  siguiente: 

Defiiiición  4.22  Una  inmersión  isométrica  lineal  f  :  V  — >  W  entre  dos  espa¬ 
cios  vectoriales  euclídeos  sobre  un  mismo  cuerpo  R  es  una  aplicación  lineal  que 
además  cumple  f(vi)f(v2)  =  Ú1U2,  para  todos  los  vectores  v\,  V2  €  V. 

En  particular,  /  cumple  ||/(u)||  =  ||u||  y  esto  a  su  vez  implica  que  el  núcleo 
de  /  es  trivial,  luego  toda  inmersión  isométrica  es  inyectiva.  Si  además  es 
biyectiva  se  dice  que  es  una  isometría  lineal  entre  los  espacios  vectoriales  dados. 

Teorema  4.23  Sea  f  :  V  — >  W  una  aplicación  lineal  entre  dos  espacios  vec¬ 
toriales  euclídeos  sobre  un  mismo  cuerpo  R,  sean  êi, . . . ,  en  y  fi,  -  fn  bases 
ortonormales  deVyW  respectivamente  y  sea  M  la  matriz  de  f  en  dichas  bases. 
Las  afirmaciones  siguientes  son  equivalentes: 

1.  f  es  una  isometría  lineal. 

2.  f(e 1), . . .  ,/(e„)  es  una  base  ortonormal  de  W. 

3.  MM*  =  I  (la  matriz  identidad). 
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DemostraciÓN:  1  =>  2  se  sigue  inmediatamente  de  la  definición  de  iso- 
metría  lineal.  Para  probar  2  =>  3  basta  tener  en  cuenta  que  las  filas  de  M  son 
las  coordenadas  en  la  base  de  W  de  los  vectores  f(è i), . . . ,  /((en),  por  lo  que 
MMt  tiene  en  la  posición  i,  j  el  producto  /(êj)/(ej). 

Para  probar  3  =>  1  observamos  que  si  dos  vectores  v\  y  v2  £  V  tienen 
coordenadas  x,y  £  Rn,  entonces 

f(v i)f{v2)  =  (xM)(yM)  =  xMMtyt  =  xyt  =  viv2, 
luego  /  es  una  isometría  lineal.  ■ 

En  particular  vemos  que  dos  espacios  vectoriales  euclídeos  sobre  un  misrno 
cuerpo  pitagórico  R  y  de  la  rnisrna  dimensión  son  linealmente  isométricos,  pues 
cualquier  isomorfismo  entre  ellos  que  transforme  una  base  ortonormal  en  otra 
es  una  isometría  lineal.  En  particular  todo  espado  vectorial  euclídeo  de  di¬ 
mensión  n  es  linealmente  isométrico3  al  espado  canónico  Rn. 

Ahora  cabría  esperar  que  tomáramos  como  definición  de  isometría  entre  dos 
espacios  afines  euclídeos  como  una  aplicación  afín  /  :  E  — >  F  cuya  aplicación 
lineal  asociada  /  :  E  — >  F  es  una  isometría  lineal,  pues  éstas  son  las  aplica- 
ciones  que  conservan  toda  la  estructura  dei  espado  E.  Sin  embargo,  vamos  a 
probar  que  una  definición  más  débil  es  en  realidad  equivalente: 

Definición  4.24  Sean  Ay  B  dos  subconjuntos  de  dos  espacios  afines  euclídeos. 
Una  isometría  entre  Ay  B  es  una  aplicación  biyectiva  /  :  A  — >  B  tal  que  para 
todo  par  de  puntos  P,  Q  £  A  se  curnple  d(P,  Q)  =  d(f(P),f(Q)). 

Tomemos  un  sistema  de  referencia  dei  primer  espado  con  origen  en  un  punto 
O  £  Ay  un  sistema  de  referencia  en  el  segundo  espado  con  origen  en  O'  =  /(O). 

Por  simplificar  la  notación  usaremos  un  apóstrofo  para  representar  las  imá- 
genes  por  /,  es  decir,  si  P  £  A,  entonces  P'  representará  a  f(P).  Llamemos  A 
al  conjunto  de  los  vectores  OP,  con  P  £  A.  Similarmente,  sea  B  el  conjunto  de 
los  vectores  0'P'  con  P'  £  B.  Si  v  =  õfi  £  Ã,  llamaremos  v'  =  0'P'  £  B. 

Así,  0  =  OÒ  £  Ã.  0'  =  0'Ô’  £  B  y  si  v,  w  £  A,  se  curnple  ||u— w\\  =  ||  í7— ííl/||, 
pues  si  v  =  O  A,  w  =  oè,  entonces 

||íT-á;||  =  ||Bl||  =  ||ã7^||  =  ||íf-ú;'||. 

En  particular,  tomando  w  =  0  vemos  que  ||u||  =  Hf/H.  En  otras  palabras, 
si  /  conserva  las  distancias,  también  conserva  las  normas.  Más  aún,  la  relación 

\\v  —  w\\2  =  ||uf  +  ||w||2  —  2  vw 

3Quizá  el  lector  se  pregunte  entonces  para  qué  hemos  definido  el  concepto  de  espacio  afín 
euclídeo  en  lugar  de  trabajar  direct amente  con  los  espacios  Rn ,  si  al  final  cualquier  otro  es 
isomorfo  a  uno  de  éstos.  La  razón  es  que  si  L  es  una  variedad  lineal  en  un  espacio  afín 
euclídeo  E ,  entonces  L  es  un  espacio  afín  euclídeo  con  el  espacio  vectorial  L  y  la  restricción 
dei  producto  escalar.  Así  podemos  tratar  a  cada  variedad  lineal  como  espacio  afín  euclídeo 
sin  que  los  conceptos  geométricos  asociados  a  ella  dependan  de  la  elección  de  un  isomorfismo 
en  particular  con  un  espacio  Rn . 
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implica  que  vw  =  v'w' ,  para  todo  par  de  vectores  v,  w  €  A,  es  decir,  que  / 
conserva  el  producto  escalar. 

Veamos  que  si  v  £  A  y  av  €  A  entonces  ( av )'  =  av1 .  Si  v  =  0  es  trivial.  En 
caso  contrario 

|i?(mT)'|  =  |i7(m?)|  =  |a|  ||n||2  =  ||0||  ||m;||  =  ||f/||  ||(m7)'||. 

Como  la  desigualdad  de  Cauchy-Schwarz  es  en  este  caso  una  igualdad,  tenemos 
que  (av)'  =  Xv1 ,  para  cierto  escalar  A.  Multiplicando  ambos  miembros  por  v1 
obtenemos  a||u||2  =  A||i?||2,  luego  A  =  a,  y  se  cumple  lo  afirmado. 

Ahora  probamos  que  si  u,  v,  u  +  v  £  A,  entonces  (u  +  v)'  =  u'  +  v'.  Tenemos 
||i?  +  if||2  =  1 1  €?'  1 1 2  +  ||f/||2  +  2«V  =  ||n||2  +  \\v\\2  +  2uv=  ||u  +  u||2, 
luego  ||u' +  í/||  =  || w  +  u||.  Por  otra  parte 
(ü  +  v)'(ü'  +  v')  =  ( u  +  v)'ü'  +  (u  +  v Yv1  =  (u  +  v)u  +  (ü  +  v)v  =  ||u  +  'íT||2. 

Reuniendo  ambas  igualdades  (u  +  v)'(v!  +  v')  =  ||(u  +  iT),||  ||w'  +  if||.  De 
nuevo  la  desigualdad  de  Cauchy-Schwarz  es  una  igualdad,  lo  que  implica  que 
ü'  +  v'  =  A (u  +  v)'.  Consecuentemente, 

||'u  +  iT||2  =  (u  +  v)'(Ü'  +  '{/)  =  A||m'  +  í/H2  =  A||w  +  iT||2. 

Esto  implica  A  =  1  (y  por  lo  tanto  la  relación  que  queremos  probar)  salvo  si 
u  +  v  =  0,  pero  en  este  caso  tenemos  || u'  +  ,c,||  =0,  luego  ü'  +  v'  =  0  =  (ü  +  v)' . 

Consideremos  los  subespacios  vectoriales  W  =  (Ã)  y  W  =  (l?).  Tomamos 
una  base  de  W  contenida  en  A  y  definimos  /  :  W  — >  W  como  la  aplicación 
lineal  que  sobre  la  base  es  f(v)  =  v1 .  Los  resultados  que  acabamos  de  probar 
justifican  que  esta  relación  vale  para  todos  los  vectores  de  A.  Ahora  observamos 
que 

f(ü)f(v)  =  ui T,  para  todo  u,v  €  W. 

En  efecto,  basta  tener  en  cuenta  que  esto  es  cierto  para  vectores  de  A  y  usar 
la  linealidad  de  /  y  dei  producto  escalar.  Esto  significa  que  /  es  una  isometría 
lineal. 

Consideramos  ahora  las  variedades  lineales  L  =  O  +  W  y  L'  =  O'  +  W . 
Es  claro  que  se  trata  de  las  menores  variedades  lineales  que  contienen  a  A  y 
B  respectivamente.  Hemos  probado  que  tienen  la  misma  dimensión.  Más  aún, 
la  afinidad  /  :  L  — >  L'  dada  por  f(P)  =  O1  +  f(ÕP)  es  una  isometría  que 
extiende  a  /.  Esta  isometría  es  única,  pues  si  g  fuera  otra,  le  aplicamos  todo 
el  razonamiento  anterior,  tomando  ahora  A  =  L,  con  lo  que  A  =  W.  Con  ello 
probamos  que  la  aplicación  u  i— >  ü'  es  lineal  y  coincide  con  /  en  el  conjunto  A 
original  (el  generador  de  L),  luego  coincide  con  /  en  L,  luego  g  coincide  con  /. 

El  teorema  siguiente  recoge  lo  que  hemos  obtenido  hasta  ahora: 
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Teorema  4.25  Toda  isometría  entre  dos  subconjuntos  de  dos  espacios  euclídeos 
se  extiende  a  una  única  isometría  entre  las  variedades  lineales  que  generan. 
Además  la  extensión  es  una  biyección  afín  cuya  aplicación  lineal  asociada  f  es 
una  isometría  lineal  entre  los  espacios  directores  de  las  variedades. 

Ahora  veamos  que  es  posible  extender  la  isometría  a  todo  el  espado,  aunque 
perdemos  la  unicidad.  Para  ello  conviene  introducir  el  concepto  siguiente: 

Definición  4.26  Dado  un  subespacio  W  de  un  espado  vectorial  euclídeo  V,  se 
llama  complemento  ortogonal  de  W  al  espado 

W±  =  {#  €  V  |  v  _L  w  para  todo  w  €  W}. 

Es  claro  que  W1-  es  un  subespacio  vectorial,  así  como  que  W  D  W1-  =  0. 
Tomemos  una  base  ortogonal  v\ , . . . ,  vr  de  W  y  extendámosla  hasta  una  base 
ortogonal  vi, ...  ,vn  de  V.  Entonces  es  claro  que  W1-  =  { vr+i ,  ■  ■  ■  ,  un)>  luego 

v  =  w®w±. 

En  general,  si  V\ , . . . ,  Vr  son  espacios  vectoriales  cuyos  elementos  son  orto- 
gonales  entre  sí,  es  fácil  ver  que  su  suma  es  directa,  y  el  tal  caso  diremos  que 
tienen  suma  ortogonal  y  la  representaremos  por  V\  _L  •  •  •  A.  Vr,  Hemos  probado 
que  V  =  W  - L  W1- .  Con  todo  esto  ya  podemos  concluir: 

Teorema  4.27  Sean  E  y  F  dos  espacios  euclídeos  de  la  misma  dimensión  n. 
Entonces 

1.  Las  isometrías  de  E  en  F  son  las  biyecciones  afines  f  tales  que  f  es  una 
isometría  lineal. 

2.  Toda  isometría  entre  un  subconjunto  A  de  E  y  un  subconjunto  B  de  F  se 
extiende  a  una  isometría  de  E  en  F. 

3.  Si  A  contiene  un  conjunto  de  n  +  1  puntos  afínmente  independientes, 
entonces  la  extensión  es  única. 

DemostraciÓN:  Sean  (d)  =  O  +  W  y  (B)  =  O1  +  W' ,  de  modo  que  /  se 
extienda  a  una  isometría  afín  sobre  O  +  W.  En  particular  W  y  W  tienen  la 
misma  dimensión,  luego  sus  complementos  ortogonales  también.  Extendamos  / 
a  V  (el  espado  vectorial  de  E)  asignando  a  una  base  ortonormal  de  W -1  una  base 
ortonormal  de  W'L .  Por  el  teorema  4.23  la  extensión  (que  seguiremos  llamando 
/)  es  una  isometría  lineal,  y  la  afinidad  que  induce  en  E  es  una  isometría  y 
extiende  a  /.  ■ 

Así  hemos  demostrado  un  hecho  no  trivial,  y  es  que  cualquier  biyección  entre 
dos  espacios  euclídeos  que  conserve  las  distancias  es,  de  hecho,  una  biyección 
afín  que  conserva  el  producto  escalar. 

A  través  de  las  isometrías  podemos  definir  una  noción  general  de  congruência 
de  conjuntos  arbitrários  que  coincide  con  la  que  ya  conocemos  en  el  caso  de 
segmentos,  ângulos  y  triângulos. 


4.3.  Espacios  euclídeos 
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Definición  4.28  Diremos  que  dos  conjuntos  A  y  B  en  un  espado  euclídeo  E 
son  congruentes  si  existe  una  isometría  /  :  E  — >  E  tal  que  f[A]  =  B.  Los 
puntos  de  Ay  B  correspondientes  por  (una  isometría  en  particular)  /  se  llaman 
puntos  homólogos. 

En  el  sentido  de  la  geometria  axiomática,  dos  segmentos  son  congruentes  si 
y  sólo  si  tienen  la  misma  longitud  pero,  si  esto  es  así,  una  biyección  entre  los 
conjuntos  de  sus  extremos  es  una  isometría,  que  se  extiende  a  todo  el  espado, 
y  es  fácil  ver  que  transforma  uno  de  los  segmentos  en  el  otro,  luego  ambos  son 
semejantes  en  el  sentido  de  la  definición  anterior.  El  recíproco  es  análogo. 

Similarmente,  si  un  ângulo  AOB  es  congruente  con  otro  de  vértice  O', 
podemos  tomar  puntos  en  sus  lados  de  modo  que  éste  sea  A!0’B’  y  además 
O  A  =  O1  A! ,  OB  =  0'B'.  Entonces  se  cumplirá  también  que  AB  =  A'B',  luego 
la  correspondência  entre  los  conjuntos  {A,  O ,  B}  y  {A' ,  O' ,  B’}  es  una  isometría, 
que  se  extiende  a  todo  el  espado,  y  de  nuevo  es  fácil  ver  que  lrace  corresponder 
los  ângulos,  luego  son  semejantes  en  el  sentido  de  la  definición  anterior.  De  igual 
modo  se  prueba  el  recíproco  y  la  equivalência  correspondiente  a  triângulos. 


Teorema  4.29  Si  R  es  un  cuerpo,  todo  espado  afm  euclídeo  E  sobre  R  de 
dimensión  >  2  cumple  los  axiomas  de  incidência  de  la  geometria  euclídea  (in- 
cluyendo  el  axioma  de  las  paralelas  y  los  de  tridimensionalidad  si  la  dimensión 
es  3).  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado,  entonces  E  cumple  también  los  axiomas  de 
ordenación.  Los  axiomas  de  congruência  se  cumplen  si  y  sólo  si  R  es  pitagórico 
(y  consideramos  cualquier  producto  escalar  en  E).  La  propiedad  arquimediana 
se  cumple  si  y  sólo  si  R  C  R  y  el  de  continuidad  se  cumple  si  y  sólo  si  R  =  M.. 


DemostraciÓN:  Sólo  falta  probar  lo  referente  a  los  axiomas  de  congruên¬ 
cia.  El  axioma  Cl  se  cumple  trivialmente,  pues  es  claro  que  la  composición 
de  isometrías  es  una  isometría  y  que  la  inversa  de  una  isometría  es  una  iso¬ 
metría.  Esto  implica  inmediatamente  que  las  congruências  son  relaciones  de 
equivalência. 

También  es  fácil  demostrar  C3:  si  se  cumple  A  —  B  —  C  y  A'  —  B'  —  C"y 
ÃB  =  WW,  BC  =  WÜ7,  esto  significa  que  \\Aê\\  =  \\ÃrÊ'\\,  ||B^||  =  ||ÊT?||  y 
que  AÀ  =  XAÒ,  con  0  <  A  <  1  y  A' B'  =  A A'Ô ,  con  0  <  A'  <  1. 

Ahora  bien,  BÔ  =  Ãè  -ÃÈ  =  (1-  X)ÃÔ,  luego  \\BÔ\\  =  (1  -  A)||Ic5||, 
luegoA=l-||^||/||Ã^||  ,  y  razonando  igual  con  los  otros  tres  puntos  llegamos 
a  que  X  =  X' . 

Por  consiguiente,  ||d(3||  =  (l/A)||Ãf^||  =  (1/A)||d'l?,||  =  ||ÃT?||,  de  donde 
se  sigue  que  AC  =  A'C. 


Para  probar  C2  tomamos  dos  puntos  A  ^  B  y  una  semirrecta,  que  será  de 
la  forma  s  =  { A ’  +  Xv  \  X  €  R,  X  >  0}.  Basta  observar  que  el  punto 


B'  =  A'  + 


cumple  lo  requerido  por  C2. 
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Para  probar  C4  consideremos  en  prinrer  lugar  dos  semiplanos  cualesquiera, 
que  serán  conjuntos  de  la  forma 

7T  =  {O'  +  Xvi  +  i-i v 2  |  p  >  0}  y  ^  =  {O'  +  Xwi  +  pw2  |  l-i  >  0}, 

donde  podemos  suponer  que  las  bases  (vi,v2)  y  (wi,w2)  son  ortonormales.  Si 
llamamos  /  a  la  aplicación  lineal  determinada  por  f{vf)  =  Wi,  entonces  f  es 
una  isometría  lineal,  y  es  claro  que  la  aplicación  dada  por  f(P)  =  O'  +  f(ÕP) 
es  una  isometría  entre  los  planos  que  contienen  a  ir  y  a  7r',  tal  que  f[ir]  =  tt' 
y  que  además  transforma  la  semirrecta  O  +  {Aíq  |  A  >  0},  en  la  semirrecta 

<y  +  {Xvh  |  a  >  o}. 

De  aqui  se  sigue  que  dados  dos  semiplanos  y  en  sus  fronteras  sendas  semirrec- 
tas,  existe  una  isometría  que  transforma  uno  en  el  otro  haciendo  corresponder  las 
semirrectas.  Por  lo  tanto,  si  tenemos  un  ângulo,  un  semiplano  y  en  su  frontera 
una  semirrecta  (según  el  axioma  C4)  existe  una  isometría  entre  el  semiplano  que 
contiene  al  ângulo  con  un  lado  en  su  frontera  y  el  semiplano  dado,  de  modo  que 
el  lado  dei  ângulo  se  corresponda  con  la  semirrecta  dada.  La  imagen  dei  ângulo 
por  la  isometría  indicada  será  un  ângulo  congruente  con  el  dado,  contenido  en 
el  semiplano  dado  y  con  un  lado  igual  a  la  semirrecta  dada,  tal  y  como  exige  el 
axioma  C4. 

Para  probar  la  unicidad  suponemos  que  tenemos  dos  ângulos  con  un  lado  en 
común  y  contenidos  en  el  misrno  semiplano  respecto  a  éste.  Serán  de  la  forma 
A(0;  vi,  v2)  y  A(0;vj,í^).  Además  ambos  están  contenidos  en  el  semiplano 

{O  +  Xvi  +  pw  |  n  >  0}, 

lo  que  se  traduce  en  que  v2  =  xv\  +  yw  con  y  >  0  y  =  x'v\  +  y'w  con  y'  >  0. 
Podemos  suponer  que  v\,  v2  y  v2  tienen  todos  norma  1. 

Una  isometría  /  entre  los  ângulos  ha  de  cumplir4  f(vi)  =  Vi  y  f{v 2)  =  o 
bien  f(v i)  =  y  f(v 2)  =  v\.  En  cualquier  caso  tendremos  v\v2  =  viv^,  luego 
x2  =  x'2.  Por  otro  lado, 

x2  +  y2  =  \\v2\\2  =  H\\2  =  ^  +  y'2, 

y  como  y,  y'  >  0,  de  hecho  y  =  y' .  Desarrollando  igualmente  la  condición 
11^2  —  Pi ||2  =  11^2  —  Pi II 2  se  concluye  x  —  x',  con  lo  que  los  ângulos  son  iguales. 

La  comprobación  de  C5  es  similar.  ■ 

También  tenemos  probado  el  recíproco: 

Teorema  4.30  Si  £  es  una  geometria  tridimensional  euclídea  arquimediana 
y  R  es  el  subcuerpo  de  R  formado  por  los  números  que  se  corresponden  con 
los  punt-os  de  una  recta  graduada,  entonces  la  aplicación  £  — >  R3  que  a  cada 

4E1  punto  más  delicado  es  comprobar  que  si  AOB  =  A'0'B'  entonces  O  A  =  O'  A!  y 
OB  =  O' B'  o  bien  O  A  =  0'B'  y  OB  =  O' A' .  Por  ejemplo,  puede  probarse  que  si  una  recta 
corta  a  un  ângulo  en  un  segmento,  entonces  los  extremos  dei  segmento  están  sobre  los  lados. 
De  aqui  se  sigue  fácilmente  la  propiedad  indicada. 


4.4.  Circunferências 
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punto  le  asigna  sus  coordenadas  respecto  de  un  sistema  de  referencia  ortonormal 
hace  corresponder  todos  los  conceptos  geométricos  de  £  con  los  análogos  en  R 3 
definidos  analiticamente. 

En  particular  la  geometria  que  hemos  definido  analiticamente  en  R3  es  salvo 
isomorfismo  la  única  geometria  tridimensional  euclídea  (en  el  sentido  sintético) 
que  satisface  el  axioma  de  continuidad.  Todo  lo  dicho  vale  igualmente  para  la 
geometria  bidimensional  con  los  câmbios  obvios. 

Es  importante  destacar  que  en  el  capítulo  I  hemos  definido  una  geometria 
euclídea  como  un  conjunto  de  puntos  con  una  serie  de  estructuras  asociadas  que 
cumple  unas  propiedades,  pero  hasta  este  momento  no  habíamos  demostrado 
que  realmente  existieran  ejemplos  de  geometrias  euclídeas.  Ahora  ya  sabemos 
que  si  que  existen,  y  que  esencialmente  sólo  hay  uno  para  cada  cuerpo  arquime- 
diano  pitagórico,  y  sólo  uno  (el  espado  afín  euclídeo  canónico  R3)  si  incluimos 
el  axioma  de  continuidad. 


4.4  Circunferências 

En  un  plano  euclídeo  no  tiene  por  qué  cumplirse  el  axioma  de  las  circun¬ 
ferências.  Para  ello  el  cuerpo  de  escalares  R  tiene  que  cumplir  una  condición 
más  fuerte  que  ser  pitagórico.  Antes  de  mostrarlo  vamos  a  calcular  la  expresión 
analítica  de  una  circunferência. 

Dado  un  plano  afín  euclídeo  y  fijado  en  él  un  sistema  de  referencia  ortonor¬ 
mal,  la  circunferência  de  centro  un  punto  (a,  b)  y  radio  r  >  0  está  formada  por 
los  puntos  ( x ,  y)  cuya  distancia  a  (a,  b)  es  igual  a  r,  es  decir,  ||(x  —  a,  y  —  ò)||  =  r, 
o  equivalentemente: 

(x  -  a)2  +  (y-  b)2  =  r2. 

Desarrollando  la  ecuación,  vemos  que  las  circunferências  están  formadas  por  los 
puntos  cuyas  coordenadas  satisfacen  una  ecuación  de  la  forma 

x2  +  y2  +  Ax  +  By  +  (7  =  0,  (*) 

donde  A  =  —2a,  B  =  —2 b,  C  =  a2  +  b2  —  r2. 

Supongamos  ahora  que  en  un  plano  euclídeo  se  cumple,  no  ya  el  axioma  de 
las  circunferências,  sino  el  teorema  1.90  sobre  intersección  de  rectas  y  circunfe¬ 
rências,  que  es  una  consecuencia  de  dicho  axioma. 

Entonces,  si  a  £  i?,  consideramos  un  seg¬ 
mento  AB  de  longitud  a,  tomamos  un  punto 
C  —  A  —  B  tal  que  CA  =  1,  calculamos  el  punto 
medio  M  de  CB  y  consideramos  la  circunfe¬ 
rência  de  centro  M  y  radio  MB.  Entonces  el 
punto  A  es  interior  a  la  circunferência,  luego 
la  perpendicular  a  CB  por  A  la  corta  en  un 
punto  D ,  y  un  simple  cálculo  con  el  teorema 
de  Pitágoras  muestra  que  la  longitud  de  AD  es  y/ã. 
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Deflnición  4.31  Un  cuerpo  ordenado  R  es  euclídeo  si  todo  elemento  positivo 
tiene  raiz  cuadrada. 


Sabemos  que  R  es  euclídeo,  y  es  obvio  que  todo  cuerpo  euclídeo  es  pitagórico. 
Acabamos  de  probar  parte  dei  teorema  siguiente: 

Teorema  4.32  Sea  E  un  plano  afín  euclídeo  sobre  un  cuerpo  pitagórico  R.  Las 
afirmaciones  siguientes  son  equivalentes: 

1.  R  es  euclídeo. 

2.  E  cumple  el  axioma  de  intersección  de  rectas  y  circunferências,  es  decir, 
que  si  una  recta  pasa  por  un  punto  interior  a  una  circunferência  entonces 
la  corta  al  menos  en  un  punto. 

3.  E  cumple  el  axioma  de  las  circunferências,  es  decir,  que  si  una  circunfe¬ 
rência  pasa  por  un  punto  interior  y  por  un  punto  exterior  de  otra,  entonces 
ambas  tienen  un  punto  en  común. 

DemostraciÓN :  Sabemos  que  3  =>  2  (es  el  teorema  1.90)  y  acabamos  de 
probar  que  2  =>  1.  Sólo  falta  probar  que  1  4  3.  Para  ello  consideramos  dos 
circunferências  ui  y  ui'  de  rádios  r,s  £  R.  Podemos  suponer  que  0  <  s  <  r. 
Consideramos  un  sistema  de  referencia  ortonormal  ( 0\v,w )  tal  que  O  sea  el 
centro  de  w  y  v  =  ofi/\\ofi\\,  donde  P  es  el  centro  de  u/.  De  este  modo,  las 
coordenadas  de  los  centros  son  (0,0)  y  (a,  0),  para  cierto  a  £  R,  a  >  0.  Los 
puntos  de  u>  son  aquellos  cuyas  coordenadas  cumplen  la  ecuación  x2  +  y2  =  r2, 
mientras  que  los  puntos  de  to1  son  los  que  cumplen  la  ecuación  (x  —  a)2  +  y2  =  s2. 

Las  circunferências  se  cortarán  si  existe  un  par  (x,  y)  £  R2  que  cumpla 
ambas  ecuaciones,  ya  que  entonces  el  punto  con  dichas  coordenadas  estará  en 
la  intersección. 

La  segunda  ecuación  es  x2  +  y2  —  2 ax  +  a2  =  s  ,  y  sustituyendo  la  primera 
queda  r2  —  2 ax  +  a2  =  s2.  Por  lo  tanto,  tiene  que  ser 


Es  fácil  ver  que  si  y  cumple  esta  ecuación,  entonces  (x,  y)  cumple  ambas  y  las 
circunferências  se  cortan.  Por  lo  tanto,  basta  probar  que  el  miembro  derecho  de 
la  ecuación  anterior  es  positivo,  pues  entonces  tendrá  raiz  cuadrada  y  porque  R 
es  euclídeo.  A  su  vez,  basta  probar  que 


4a2r2  >  (r2  -  s2  +  a2)2, 


lo  cual  equivale  a  que  2 ar  >  r2  —  s2  +  o2,  o  también  a  que  (r  —  a)2  <  s2,  o  a  que 
\r  —  a\  <  s,  o  a  que  a  —  s  <  r  <  a  +  s.  Ahora  bien,  es  fácil  ver  que  si  r  <  a  —  s 
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entonces  los  círculos  limitados  por  las  circunferências  son  disjuntos,  por  lo  que 
ninguna  puede  pasar  por  un  punto  interior  a  la  otra,  y  si  a  +  s  <  r  todos  los 
puntos  de  u>'  son  interiores  a  oj,  por  lo  que  u/  no  pasa  por  puntos  exteriores  de 
oj  ni  iü  por  puntos  interiores  de  w'.  ■ 

Terminamos  esta  sección  con  un  resultado  clásico  sobre  circunferências  cuya 
prueba  sintética  es  inmediata.  A  continuación  lo  relacionaremos  con  la  geo¬ 
metria  analítica. 

Teorema  4.33  (Teorema  de  la  potência)  Sea  P  un  punto  que  no  esté  en 
una  circunferência  oj.  Sean  L\  y  L2  dos  rectas  secantes  a  oj  que  pasen  por  P . 
Sean  A\  y  B\  los  puntos  en  que  L\  corta  a  oj  y  sean  A2  y  B2  los  puntos  en  que 
L2  corta  a  to.  Entonces 


PAX  •  PB  1  =  PA2  ■  PB2. 


DemostraciÓN:  Basta  observar  que  los 
triângulos  PA2B\  y  PA\B2  tienen  dos  ân¬ 
gulos  iguales  ( Bi  y  Ô2  abarcan  arcos  igua¬ 
les),  luego  son  semejantes.  Si  el  punto  P  es 
interior  a  la  circunferência  el  razonamiento 
es  similar.  ■ 


Definición  4.34  La  potência  de  un  punto  P  respecto  a  una  circunferência  01 
se  define  como  0  si  P  está  en  oj  y  en  caso  contrario  como  la  cantidad  constante 
considerada  en  el  teorema  anterior,  con  signo  positivo  si  P  es  exterior  awy  con 
signo  negativo  si  P  es  interior. 

Si  to  tiene  centro  O  y  radio  r  y  la  distancia  de  P  a  r  es  d,  podemos  calcular  la 
potência  de  P  mediante  la  recta  OP  (tomamos  una  recta  cualquiera  si  P  =  O). 
Es  fácil  ver  que  si  P  es  exterior  la  potência  es  (d  —  r)(d  +  r)  =  d2  —  r2,  y  si  P  es 
interior  obtenemos  —(d  +  r)(r  —  d)  =  d2  —  r2 .  Esta  expresión  vale  trivialmente  si 
P  está  en  oj,  luego  en  general  tenemos  que  la  potência  de  P  respecto  a  oj  viene 
dada  por  la  fórmula  d2  —  r2 . 

Teniendo  en  cuenta  cómo  hemos  obtenido  la  ecuación  (*)  es  claro  que  la 
potência  de  un  punto  (x,  y )  respecto  a  la  circunferência  que  ésta  determina  es 
precisamente  el  valor  dei  miembro  izquierdo  de  la  ecuación. 

Ejercicio:  Probar  que  si  P  es  un  punto  exterior  a  una  circunferência  oj,  entonces  la 
potência  de  P  es  el  cuadrado  de  la  distancia  de  P  a  los  puntos  donde  las  tangentes  a 
oj  por  P  tocan  a  oj. 


Ejercicio:  Probar  que  el  conjunto  de  los  puntos  con  la  misma  potência  respecto  a 
dos  circunferências  no  concêntricas  es  una  recta  perpendicular  a  la  recta  que  pasa  por 
sus  centros  (esta  recta  recibe  el  nombre  de  eje  radical  de  las  circunferências). 
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4.5  Trigonometria 

Terminamos  este  capítulo  estudiando  las  razones  trigonométricas  desde  el 
punto  de  vista  de  la  geometria  analítica.  Trabajaremos  en  un  plano  afín  euclídeo 
E  sobre  un  cuerpo  ordenado  pitagórico  R  sin  suponer  en  principio  que  sea  un 
subcuerpo  de  R,  con  lo  que  no  tenemos  definida  la  amplitud  de  un  ângulo  (pero 
sí  la  longitud  de  un  segmento  AB ,  que  es  la  norma  ||Aá||).  Cuando  hablemos 
de  un  ângulo  a  entenderemos  que  nos  referimos  a  una  clase  de  congruência  de 
ângulos.  Conviene  incluir  entre  éstas  la  clase  0  formada  por  los  ângulos  nulos 
(las  semirrectas)  y  la  clase  tt  formada  por  los  ângulos  llanos  (los  semiplanos). 
En  1.58  hemos  definido  una  relación  de  orden  total  en  el  conjunto  de  todos  los 
ângulos,  que  podemos  extender  para  considerar  al  ângulo  0  como  mínimo  y  al 
ângulo  7 r  como  máximo.  Llamaremos  tt/2  a  la  clase  de  los  ângulos  rectos. 

Las  razones  trigonométricas  La  forma  más  sencilla  de  introducir  el  coseno 
de  un  ângulo  en  un  espacio  afín  es  la  siguiente: 

Definición  4.35  Sea  V  un  espacio  vectorial  euclídeo  sobre  un  cuerpo  ordenado 
pitagórico  R  y  sean  v,  w  €  V  dos  vectores  no  nulos.  Definimos 

cos{v ,  w)  =  e  R. 

IMIIMI 

La  desigualdad  de  Cauchy-Schwarz  implica  que  —  1  <  cos(v,w)  <  1  y  toma 
los  valores  ±1  si  y  sólo  si  u  y  w  son  linealmente  dependientes.  Concretamente, 
toma  el  valor  1  si  uno  es  un  múltiplo  positivo  dei  otro  y  el  valor  —  1  si  es  un 
múltiplo  negativo.  Además  el  coseno  vale  0  si  y  sólo  si  v  _L  w. 

Otras  propiedades  obvias  son  que  el  coseno  de  dos  vectores  no  depende  dei 
orden  en  que  se  consideren,  ni  se  altera  si  los  cambiamos  por  múltiplos  positivos, 
así  como  que  el  coseno  es  invariante  por  isometrías  lineales,  es  decir,  que  si 
f  :  V  — >  V  es  una  isometría  lineal,  entonces  cos (v,w)  =  cos(/(u),  f(w)). 

Si  E  es  un  espacio  afín  euclídeo  sobre  un  cuerpo  ordenado  pitagórico  R,  y 
P,  O,  Q  son  tres  puntos  no  colineales  en  E,  podemos  definir  el  coseno  dei  ângulo 
Â  =  POQ  como 

cos(Â)  =  cos(oA  Oi}), 

que  claramente  no  depende  de  la  elección  de  los  puntos  P  y  Q  en  los  lados  dei 
ângulo  A  y  es  invariante  por  isometrías.  Por  lo  tanto,  dos  ângulos  congruentes 
tienen  el  mismo  coseno  y  está  definido  cos  a  cuando  a  es  una  clase  de  congruência 
de  ângulos.  Notemos  que  cosO  =  1  y  cos7r  =  —1.  Es  fácil  probar  la  versión 
analítica  dei  teorema  dei  coseno: 

Teorema  4.36  Si  P  ^  O  ^  Q  son  tres  puntos  de  un  espacio  euclídeo,  se 
cumple  que 

||P^||2  =  llÕ^f  +  ||Õ^||2  -  2||ÕÍ*||  ||Õ3||  cosÀ(0;  ÕP,  Õ$). 
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DemostraciÓn  :  Basta  calcular 

IIP^II2  =  (Õ$-  ÕP){Õ$  -Õp)  =  \\ÕP\\2  +  \\Õ$\\2  -2Õfiõ$ 

y  aplicar  la  definición  dei  coseno.  ■ 

El  teorema  de  Pitágoras  es  un  caso  particular  dei  teorema  anterior. 

Ahora  es  fácil  justificar  que  el  coseno  que  acabamos  de  definh¬ 
es  el  nfisrno  definido  sintéticamente  en  3.27.  Como  allí,  dado  un 
ângulo  agudo  L  arbitrário  de  vértice  O ,  tomamos  un  punto  A  en 
uno  de  sus  lados  y  llamamos  B  al  pie  de  la  perpendicular  al  otro 
lado  por  B.  Entonces,  según  la  definición  que  hemos  dado  aqui, 

cosi  -  _  (ÕÈ  +  B%)õê  _  JjÕ^||2  _  lljgll 

“  ||ãl||||ãB||  "  ||Õ3||||Õ2||  ”  WÜ0B\\  liMií’  0 

luego  se  trata  dei  ínisrno  valor  considerado  en  3.27. 

Si  L  es  recto  tentemos  que  cos  L  =  0  tanto  con  la  definición  que  hemos  dado 
aqui  como  respecto  a  3.27,  y  si  L  es  obtuso  entonces  en  3.27  definimos  cos  L 
como  el  coseno  dei  ângulo  suplementario  cambiado  de  signo,  pero  dicho  ângulo 
complementario  es  el  formado  por  O  A  y  — OB ,  por  lo  que 

cos  L  =  cos(ÕÍ,  oè)  =  —  cos(õt,  — oè ) 


coincide  también  con  el  definido  en  3.27.  Si  definimos 


senL  = 


ll^ll 

W\\ 


\/l  —  cos2  L  G  R 


obtenemos  el  mismo  seno  definido  en  3.27,  y  es  invariante  por  isometrías  por 
serio  el  coseno,  luego  también  podemos  hablar  de  sen  a  cuando  a  es  una  clase 
de  congruência  de  ângulos.  Notemos  que  sen  a  £  [0, 1]. 


Teorema  4.37  Dos  ângulos  en  un  espado  afin  euclideo  son  congruentes  si  y 
sólo  si  tienen  el  mismo  coseno. 


DemostraciÓn:  Es  claro  que  si  dos  ângulos  son  congruentes  y  uno  es  nulo 
o  llano,  lo  mismo  le  sucede  al  otro,  luego  el  teorema  se  cumple  claramente  en 
ambos  casos.  A  partir  de  aqui  consideramos  un  ângulo  L  que  no  sea  nulo  ni 

llano.  _  _ 

Fijemos  un  punto  O  y  dos  vectores  ortogonales  unitários  OP\,  OP2,  que 
determinan  el  semiplano  S  cuya  frontera  es  la  semirrecta  l  de  origen  O  que 
contiene  a  P\  y  tal  que  P2  £  S. 

Hemos  probado  que  los  espacios  afines  euclídeos  verifican  el  axioma  C4,  luego 
L  es  congruente  a  un  único  ângulo  con  un  lado  igual  a  l  y  el  otro  contenido  en  S. 
Este  segundo  lado  contendrá  un  único  punto  Pl  tal  que  ||OPl||  =  1,  de  modo 
que  L  =  L'  si  y  sólo  si  Pl  =  Pu  ■  Ahora  bien,  si  expresamos 
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el  hecho  de  que  Pl  €  S  implica  que  y  >  0,  y  multiplicando  por  OP\  vemos  que 
x  =  cos  L.  luego  y  =  sen  L.  Por  lo  tanto,  si  cos  L  =  cos  L\  se  cumple  también 
que  senL  =  sen L'  y,  por  consiguiente,  Pl  =  Pu,  luego  L  =  L' .  El  recíproco  es 
claro.  ■ 

En  términos  de  clases  tenemos  que  cos  a  =  cos  fj  si  y  sólo  si  a  =  f3. 


Isometrías  lineales  de  un  plano  euclídeo  Para  continuar  el  estúdio  de  las 
razones  trigonométricas  conviene  clasificar  las  isometrías  de  un  plano  euclídeo  E. 
En  realidad  aqui  nos  limitaremos  a  estudiar  las  isometrías  /  :  E  — >  E  con 
un  punto  fijo  O,  es  decir,  un  punto  tal  que  f{0)  =  O.  Vamos  a  considerar 
únicamente  sistemas  de  referencia  ortonormales  de  origen  O ,  de  modo  que  un 
sistema  de  referencia  está  determinado  por  una  base  ortonormal  êi,  ê*2  de  E.  Si 
P  €  E,  entonces  f(P)  =  f(ÕP),  donde  /  es  la  isometría  lineal  asociada  a  /.  Si 
Mf  es  la  matriz  de  /  en  la  base  ei,  ê*2,  entonces  las  coordenadas  de  f(P)  vienen 
dadas  por  ( x,y)Mf ,  donde  (x,  y)  son  las  coordenadas  de  P. 

Definición  4.38  Una  isometría  /  :  E  — >  E  en  un  plano  euclídeo  es  una 
simetria  axial  o  un  giro  si  existe  un  punto  O  tal  que  f(0)=0  y  su  matriz  en 
un  sistema  de  referencia  ortonormal  (O;  êi,  $2)  es  de  la  forma 

Mf  =  (  ±1  =pa  )  ’  con  a2  +  ò2  =  1 , 

donde  el  signo  de  a  es  positivo  en  el  caso  de  un  giro  y  negativo  en  el  caso  de 
una  simetria. 


Veamos  en  primer  lugar  que  toda  isometría  /  con  un  punto  fijo  O  es  una 
simetria  axial  o  un  giro.  Para  ello  observamos  que  si  /(êi)  =  aêi  +  òêi,  tiene 
que  cumplirse  ||/(êi)||  =  1,  lo  cual  equivale  a  a2  +  b2  =  1.  A  su  vez,  /(êi)  tiene 
que  ser  un  vector  ortogonal  a  /(ê\)  y  de  norma  1,  pero  sólo  hay  dos  vectores  en 
esas  condiciones,  los  de  coordenadas  (—6,  a)  y  (b,  —  a),  luego  la  matriz  de  /  en 
la  base  considerada  tiene  que  ser  la  correspondiente  a  una  simetria  axial  o  bien 
a  un  giro. 


Ahora  falta  probar  que  una  misma  isometría  no  puede  cumplir  la  definición 
de  simetria  o  la  de  giro  según  el  sistema  de  referencia  que  tomemos.  Para  ello 
empezamos  estudiando  las  simetrias  axiales.  Si  la  matriz  de  /  en  un  sistema  de 
referencia  es 


Mf  = 


a 

b 


con  a2  +  b2  =  1, 


llamamos  llamamos  u\  y  Ü2  a  los  vectores  de  coordenadas 


V2^ 


=  (M  -  a), 


=  (a-  M), 


y  es  inmediato  comprobar  que  forman  una  base  ortonormal  de  E  y  f(u\)  =  Ui, 
f(u 2)  =  —  U2,  por  lo  que  la  matriz  de  /  en  esta  base  es 


M'  = 


1  0 
0  -1 
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Esto  implica  que  /  deja  invariantes  a  todos  los 
puntos  de  la  recta  r  =  O  +  (ui)  y  que,  en  general, 
si  P  no  está  en  dicha  recta,  el  segmento  Pf{P )  es 
perpendicular  a  r  y  r  pasa  por  su  punto  medio.  La 
recta  r  se  llarna  eje  de  la  simetria  /.  Es  claro  que 
cada  recta  dei  plano  determina  una  única  simetria 
axial  que  la  tiene  por  eje. 

Ahora  supongamos  que  /  es  un  giro,  es  decir,  que  admite  una  matriz  de  la 
forma 

Mf  =  (  ^  l  ,  con  a2  +  b2  =  1. 

Conviene  observar  que  el  producto  de  dos  matrices  de  esta  forma  tiene  esta 
forma,  y  que  dos  cualesquiera  de  ellas  conmutan. 

Un  caso  especial  se  da  cuando  a  =  1  y,  por  consiguiente,  6  =  0,  con  lo  que  Mf 
es  la  matriz  identidad  y  /  es  la  aplicación  identidad  que  fija  a  todos  los  puntos. 
Descartado  este  caso,  consideremos  un  vector  v  ^  0  arbitrário,  de  coordenadas 
(a :,y).  Entonces  las  coordenadas  de  f(v)  son  ( x,y)M ,  luego 

v  f(v)  =  ( x ,  y){a x  —  by,  bx  +  ay)  =  ax 2  +  ay 2  =  a{x 2  +  y2), 
luego  cos(i7,  f(v ))  =  a. 

Así  pues,  si  P  jtz  O,  el  punto  f(P)  cumple  que  ||0/(pj||  =  ||Of^||  y  el  ângulo 
POf(P)  es  un  ângulo  constante  a  (independiente  de  P)  tal  que  cosa  =  a.  Por 
lo  tanto,  la  matriz  de  /  puede  expresarse  en  la  forma 


M±a 


cos  a  ±  sen  a 
=F  sen  a  cos  a 


para  cierto  ângulo  a. 

En  particular,  si  a  ^  0  y  P  /  O,  tenemos  que  los  vectores  O y  Of(P ) 
forman  un  ângulo  a  no  nulo,  luego  tiene  que  ser  /(P)  ^  P.  Así  pues,  un  giro 
distinto  de  la  identidad  tiene  a  O  como  único  punto  fijo,  mientras  que  para 
la  identidad  todos  los  puntos  son  fijos.  Por  el  contrario,  los  puntos  fijos  de 
una  simetria  axial  forman  una  recta,  y  estas  propiedades  son  intrínsecas  a  la 
isometría,  es  decir,  no  dependen  dei  sistema  de  referencia  en  el  que  consideramos 
su  matriz.  Por  lo  tanto,  podemos  concluir  que  toda  isometría  dei  plano  con  un 
punto  fijo  O  es  una  simetria  axial  o  un  giro,  pero  no  ambas  cosas,  que  su  matriz 
en  cualquier  sistema  de  referencia  ortonormal  de  origen  un  punto  fijo  tendrá  la 
forma  correspondiente  a  la  definición  de  giro  o  de  simetria  axial  según  sea  el 
caso. 

Ya  liemos  comprobado  que  la  matriz  de  una  simetria  axial  se  simplifica  con- 
siderablemente  si  tomamos  un  sistema  de  referencia  en  el  que  el  eje  de  simetria 
sea  uno  de  los  ejes  coordenados.  En  cambio,  las  matrices  de  los  giros  apenas  se 
modifican  al  cambiar  de  sistema  de  referencia.  En  efecto,  si  un  giro  de  centro  O 
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tiene  matriz  M±a  respecto  de  un  sistema  de  referencia  ortonormal  de  origen  O, 
entonces  tiene  matriz  M±a  (con  el  mismo  a  pero  tal  vez  signo  opuesto)  respecto 
de  cualquier  otro  sistema  de  referencia  ortonormal  de  origen  O ,  pues  la  matriz 
tiene  que  corresponder  a  un  giro  y  el  ângulo  a  está  determinado  por  /.  Notemos 
que  si  la  matriz  respecto  de  una  base  e± ,  e 2  es  Ma ,  la  matriz  respecto  de  la  base 
êi,  -e-2.  es  M_a,  luego  el  signo  sí  que  depende  de  la  elección  de  la  base. 

No  obstante,  fijado  un  sistema  de  referencia,  podemos  asociar  a  cada  ângulo  a 
el  giro  Ga  de  ângulo  a  (de  matriz  Ma )  y  el  giro  G-a  de  ângulo  —a  (de  ma¬ 
triz  M_a).  Son  giros  distintos  salvo  si  a  =  0,  en  cuyo  caso  ambos  son  la 
aplicación  identidad,  o  si  a  =  n,  en  cuyo  caso  ambos  son  la  aplicación  de  matriz 

M±'=('í  -1) 

de  modo  que  cumple  G±n(P)  =  O  —  Ol \  por  lo  que  G±, r  se  llama  también 
simetria  puntual  respecto  dei  origen  O,  pues  O  es  el  punto  medio  dei  segmento 
PGK{P). 

Observemos  también  que  Aí_a  =  Aí*  =  Aí  “ 1 ,  por  lo  que  Ga  y  G-a  son 
isometrías  mutuamente  inversas.  Otro  hecho  elemental  es  el  siguiente: 

Teorema  4.39  Si  E  es  un  plano  euclídeo,  O  €  E  y  u,v  son  dos  vectores  uni¬ 
tários  en  E,  existe  un  único  giro  G  de  centro  O  tal  que  G(ú)  =  v. 

DemostraciÓN:  Tomemos  un  sistema  de  referencia  ortonormal  (O;  ê\ ,  e-i) 
con  êi  =  u.  Sea  v  =  ae\  +  be-2-  Como  ||i7||  =  1  tiene  que  ser  a2  +  b2  =  1,  luego 
un  giro  que  cumpla  lo  requerido  tiene  que  tener  una  matriz  Mq  cuya  primera 
fila  sea  (a,  6),  y  esto  fuerza  a  que  su  segunda  fila  sea  (—6,  a),  luego  sólo  hay  un 
giro  que  cumpla  lo  pedido.  ■ 

Recordemos  que  en  el  conjunto  de  todos  los  ângulos  en  un  plano  euclídeo 
tenemos  parcialmente  definida  una  suma,  de  modo  que  a  +  (3  está  definido  si  y 
sólo  si  (3  es  menor  o  igual  que  es  suplementario  de  a.  Igualmente,  a  —  f3  está 
definido  si  y  sólo  si  a  <  (3. 

Teorema  4.40  Si  a  y  f3  son  dos  ângulos  en  un  plano  euclídeo  E,  entonces 
Ga±f 3  =  Ga  0  G±p,  donde  hay  que  suponer  que  la  suma  o  la  resta  de  ângulos 
está  definida. 

DemostraciÓN:  Fijemos  un  sistema  de  referencia  (O,  ei,e2)  y  llamemos 
Pq  ■=  O  +  ê\.  Sea  S  el  semiplano  superior  (es  decir,  el  formado  por  los  puntos 
de  coordenadas  (x,y)  con  y  >  0). 

Por  el  axioma  C4  (que  lo  tenemos  demostrado  para  los  planos  euclídeos) 
sabemos  que  a  =  PoOPa,  para  un  punto  Pa  que  es  único  si  exigimos  que 
1 1 0  Pa  1 1  =  1  y  que  Pa  G  S.  _ 

Similarmente,  sea  P'  otro  punto  tal  que  ||OP'||  =  1  y  PaOP'  =  f3.  Aqui 
tenemos  dos  posibilidades:  Si  está  definido  a  +  (3,  podemos  tomar  P'  de  modo 
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que  Pa  esté  contenido  en  P0OP',  y  si  está  definido  a  —  (3,  podemos  tomar  P' 
en  P0OPa.  Se  cumple  entonces  que  PqOP'  =  a  ±  /3,  según  el  caso. 

Sea  ü  =  OPa.  Como  Pa  G  S,  tenemos  que  la  segunda  coordenada  de 
ü  es  positiva,  luego  concretamente  ü  =  cosaêi  +  senaê*2,  luego  el  giro  que 
transforma  ei  en  u  es  Ga.  Sea  v  =  Ga(ê i).  Así  Ü,  v  es  otra  base  ortonormal 
que  determina  otro  sistema  de  referencia  en  E. 


La  matriz  de  cambio  de  base  de  u,  v  en  êi ,  ê*2  es  Ma ,  de  modo  que 

(x,y)  =  ( x',y')Ma , 

donde  ( x ,  y)  son  las  coordenadas  de  cualquier  vector  respecto  de  la  primera  base 
y  ( x ',  y')  sus  coordenadas  en  la  segunda.  Por  lo  tanto,  las  coordenadas  de  êi  en 
la  base  ü,  v  son 

(1,0)M*  =  (cosa,  —  sen  a). 

Vemos  así  que  Po  =  O  +  e±  está  en  el  semiplano  inferior  respecto  dei  sistema  de 
referencia  dado  por  ü,  v.  Por  el  contrario,  O+v  está  trivialmente  en  el  semiplano 
superior. 

En  el  caso  correspondiente  a  a  +  j3  tenemos  que  P'  y  Po  están  en  lados 
opuestos  de  la  recta  OPa ,  mientras  que  en  el  caso  correspondiente  a  a  —  /3 
tenemos  que  P'  y  Po  están  en  el  mismo  lado  de  dicha  recta.  Por  lo  tanto,  en  el 
primer  caso  P'  está  en  el  mismo  lado  que  O  +  v  y  en  el  segundo  están  en  lados 
opuestos.  Equivalentemente,  en  el  primer  caso  P'  está  en  el  semiplano  superior 
respecto  de  la  base  u,  v,  y  en  el  segundo  caso  está  en  el  semiplano  inferior. 

Por  consiguiente,  la  matriz  respecto  de  la  base  u ,  v  dei  giro  que  transforma 
ü  en  OP'  es  Mp  en  el  primer  caso  y  M_p  en  el  segundo.  Su  matriz  respecto  de 
la  base  ei,ê*2  es  MtaM±pMa  =  M±p,  pues  las  matrices  de  giros  conmutan. 

Concluimos  que  el  giro  que  transforma  u  en  OP'  (respecto  de  la  base  êi,  e2)  es 
G±p  (donde  el  signo  depende  dei  caso)  o,  equivalentemente,  que  G±p(ü)  =  OP'. 
Por  consiguiente,  el  giro  Ga  o  G±p  es  el  giro  que  transforma  e\  en  OP',  y  es 
Ga±f 3  porque  P'  está  en  el  semiplano  superior.  ■ 


Aplicaciones  a  la  trigonometria  Como  no  estamos  suponiendo  que  el  cuer- 
po  R  sea  un  subcuerpo  de  R  no  podemos  usar  números  reales  para  medir  ângulos 
y  graduar  circunferências,  pero  en  su  lugar  podemos  usar  los  propios  giros: 
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Deflnición  4.41  Llamaremos  ângulos  generalizados  (respecto  a  un  punto  O  en 
un  plano  euclídeo)  a  los  giros  de  centro  O.  Si  Ao  es  el  conjunto  de  los  ângulos 
generalizados  respecto  de  O,  definimos  en  Ao  la  suma  dada  por  la  composición: 
G\  +  G 2  =  G\  o  G2  ■  Claramente  es  asociativa,  conmutativa,  tiene  por  elemento 
neutro  a  la  identidad  (que  representaremos  por  0)  y  todo  ângulo  generalizado 
a  tiene  un  opuesto  que  representaremos  por  —a. 

Hemos  probado  que  si  Aç,  es  el  conjunto  de  todos  los  ângulos  (entendidos 
como  clases  de  congruência),  la  aplicación  i  :  Aq  — >  Ao  dada  por  i(a)  =  Ga 
(donde  Ga  se  define  respecto  de  un  sistema  de  referencia  ortonormal  prefijado) 
conserva  la  suma  y  la  resta,  es  decir,  cuando  a  ±  /?  está  definido  se  cumple 
que  i(a  ±  /3)  =  i{a)  ±  i(/3).  Esto  nos  permite  identificar  los  ângulos  con  parte 
de  los  ângulos  generalizados,  con  la  diferencia  de  que  cualquier  par  de  ângulos 
generalizados  se  puede  sumar  o  restar.  Cada  ângulo  generalizado  es  de  la  forma 
±a,  donde  a  es  un  ângulo,  y  a  /  —a  salvo  cuando  a  =  0  o  a  =  tt. 

Vamos  a  usar  los  ângulos  generalizados  a  modo  de  “números”  que  midan  la 
amplitud  de  un  ângulo,  pero  cuando  queramos  ver  a  un  ângulo  generalizado  a 
como  el  giro  que  es,  usaremos  la  notación  Ga ,  es  decir,  a  y  Ga  son  lo  mismo,  pero 
escribiremos  a  cuando  pensemos  en  a  como  “número”  y  Ga  cuando  pensemos 
en  él  como  giro. 

Observemos  que,  en  términos  de  la  aritmética  de  los  ângulos  generalizados, 
se  cumple  que  27r  =  7r  +  7r  =  7r  —  7r  =  0. 


Definición  4.42  Una  circunferência  graduada  es  una  circunferência  co,  de  cen¬ 
tro  O,  en  la  que  se  han  senalado  dos  puntos  Po  y  Pw 2,  de  modo  que  el  ângulo 
PoOP^/2  sea  recto.  En  tal  caso  los  vectores 


ÕPo  _  ÕPn/2 

IIOPoll  IIÕA/2II 


son  una  base  ortonormal  y,  recíprocamente,  toda  base  ortonormal  ej ,  ê*2  deter¬ 
mina  una  graduación  en  cada  circunferência  de  centro  O  y  radio  r,  a  saber  la 
dada  por  Po  =  O  +  r  e±  y  P^/2  =  O  +  r  &2  ■ 

71  En  virtud  dei  teorema  4.39,  cada  graduación 

de  una  circunferência  w  determina  un  una  bi- 
yección  Ao  — >  oj  dada  por  a  1 ->  P„  =  Ga(Po), 
donde  Ga  se  calcula  respecto  dei  sistema  de  re¬ 
ferencia  asociado  a  la  graduación.  Notemos  que 
P1 r /2  en  este  sentido  es  el  mismo  Pw /2  que  forma 
parte  de  la  graduación.  La  figura  muestra  algu- 
nos  puntos  de  la  graduación  de  una  circunferên¬ 
cia. 

Podemos  extender  las  funciones  sen,  cos  :  Aq  — >  [—1,1]  C  R  mediante 


sen(— a)  =  —  seno. 


cos(— a)  =  cosa, 
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De  este  modo,  la  matriz  dei  giro  Ga  es 

.  ,  _  í  cosa  sen  a 

■M-Ot  -  I 

y  —  sen  a  cos  a 

tanto  si  a  es  un  ângulo  como  si  es  el  opuesto  de  un  ângulo.  Notemos  que  la 
determinación  de  cuál  de  dos  ângulos  opuestos  ±a  tiene  seno  positivo  y  cuál 
tiene  seno  negativo  depende  de  la  elección  dei  sistema  de  referencia. 

En  estos  términos,  si  w  es  una  circunferência  graduada  de  radio  r,  como  las 
coordenadas  de  Po  son  (r,  0),  las  dei  punto  Pa  son  (r,0)Ma  =  (r  cos  a,  r  sen  a). 

Definición  4.43  Dado  un  sistema  de  referencia  (0;ê i ,  ê^)  en  un  plano  euclídeo, 
llamaremos  coordenadas  polares  de  un  punto  P  ^  O  respecto  de  dicho  sistema 
de  referencia  a  su  módulo  p  =  ||Oi^||  £  R  y  su  argumento  9  £  Ao ,  definido  como 
el  único  ângulo  generalizado  para  el  que  las  coordenadas  de  P  son 

(x,y)  =  (p  cos  9,  p  sen  9). 

La  existência  dei  argumento  se  sigue  de  las  observaciones  previas  a  la  defi¬ 
nición,  considerando  la  graduación  de  la  circunferência  de  centro  O  y  radio  p 
determinada  por  el  sistema  de  referencia  prefijado. 

El  hecho  de  que,  por  definición,  Ga+p  =  a  +  p  =  Ga  o  Gp  se  traduce  en  que 
Ma+0  =  MaMp,  y  multiplicando  las  matrices  se  obtienen  inmediatamente  las 
relaciones 


sen(a  +  p)  =  sen  a  cos  p  +  cos  a  sen  P, 
cos(a  +  P)  =  cos  a  cos  P  —  sen  a  sen  p. 

En  particular,  haciendo  a  =  p  obtenemos  las  fórmulas  para  los  ângulos 
dobles: 

sen  2a  =  2  sen  a  cos  a,  cos  2a  =  cos2  a  —  sen2  a. 

De  ellas  se  deducen  sin  esfuerzo  las  fórmulas  para  el  ângulo  mitad: 


a 

sen-  = 


1  —  cos  a  a 

- - ,  cos  —  = 

2  ’  2 


1  +  cos  a 


También  es  fácil  deducir  las  fórmulas  para  las  tangentes  a  partir  de  las  co- 
rrespondientes  a  los  senos  y  los  cosenos: 


tan(— a) 


tana,  tan(a  +  p) 


tan  a  +  tan  p 
1  —  tan  a  tan  p  ’ 


2  tan  a 

tan  2a  = - s — . 

1  —  tan  a 


Notemos  que  la  tangente  no  está  definida  para  a  =  ±7r/2,  pues  el  coseno  se 
anula. 


Usando  las  fórmulas  para  el  seno  y  el  coseno  de  una  suma  es  inmediato  que 
Ga{pe)  =  Pa+e ,  de  modo  que  un  giro  puede  describirse  como  la  isometría  que 
deja  invariante  el  módulo  de  cada  punto  y  suma  un  ângulo  a  fijo  a  su  argumento. 
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Veamos  ahora  la  demostración  analítica  de  dos  resultados  básicos:  que  los 
ângulos  de  un  triângulo  siiman  dos  rectos  y  cl  teorema  de  los  senos. 

Dado  un  triângulo  ABC ,  tomando  un  sistema  de  referencia  ortonormal  con 
origen  en  A  y  un  vector  en  la  dirección  de  A  lí  podemos  suponer  que  A  =  (0,0), 
B  =  (c,  0),  C  =  (x,y),  con  c,y>  0.  Se  comprueba  fácilmente  que 

j  x  j  y  -  c  —  x  fL  y 

cosü  =  — ,  senil  =  — ,  cos  B  = - ,  senis  =  — . 

b  b  a  a 


C 


Las  fórmulas  de  la  suma  nos  dan  que 


sen(Â  +  È) 
cos(Â  +  B) 


^  >0, 

ab 

2  2 
cx  —  x  —  y 

ab 


ÃÔbÔ 

ab 


cos  C. 


Estas  relaciones  implican  que  0<A  +  B<TryA  +  B  =  ir  —  C. 


Conservando  la  notación,  tenemos 


C  =  (6  cos  Á,  6  sen  Á) ,  B  —  C  =  ( acosB ,  —a  sen  13), 
y  como  B  =  (c,  0),  al  surnar  las  segundas  coordenadas  queda 

0  =  b  sen  A  —  a  sen  B, 


que  es  una  de  las  igualdades  dei  teorema  de  los  senos.  La  otra  se  prueba  inter- 
cambiando  los  papeies  los  vértices  (no  entraremos  en  la  relación  con  el  radio  de 
la  circunferência  circunscrita).  ■ 


El  caso  arquimediano  En  este  apartado  supondremos  que  BcR,  con  lo 
que  no  necesitamos  considerar  ângulos  generalizados,  ya  que  podemos  usar  los 
propios  números  reales  para  graduar  circunferências.  Concretamente,  cuando 
hablemos  de  un  ângulo  a,  ahora  no  entenderemos  que  a  es  una  clase  de  con¬ 
gruência  de  ângulos,  sino  que  hemos  fijado  una  unidad  de  ângulos  respecto  a 
la  cual  los  ângulos  llanos  rniden  i  £  R  y  a  es  un  número  real  en  el  intervalo 
[0, 7r],  que  determina  la  clase  de  congruência  de  los  ângulos  de  amplitud  a  (ad- 
mitiendo  que  sea  la  clase  de  las  semirrectas  de  amplitud  0  o  la  de  los  semiplanos 
de  amplitud  7r). 
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Sea  ui  una  circunferência  graduada  de  centro  O  y  radio  r,  y  sea  (O;  ei,  62)  el 
sistema  de  referencia  ortonormal  asociado  a  la  graduación  y  sea  P  £  w  un  punto 
de  coordenadas  {x,y).  Si  y  >  0  definimos  el  argumento  de  P  como  la  amplitud 
9  £  [0, 7r]  dei  ângulo  PqOP,  mientras  que  si  y  <  0  su  argumento  se  define  como 
—  9  £  [— 7T,  0]. 

Con  esto  tenemos  bien  definido  el  argumento 
j  sobre  todos  los  puntos  de  w  excepto  (— r,  0),  el 
punto  diametralmente  opuesto  a  (1,0),  cuyo  ar¬ 
gumento  debería  ser  por  una  parte  7r  y  por  otra 
0  parte  —  n.  Resolvemos  esto  asignando  a  cada 
punto,  no  un  argumento,  sino  una  clase  de  ar¬ 
gumentos  módulo  27t,  es  decir,  si  9  es  el  argu¬ 
mento  de  P  según  lo  acabamos  de  definir,  ahora 
definimos  arg  P  =  {9  +  2kn  \  k  £  Z}.  De  este 
modo,  arg(— r,  0)  =  {n  +  2kir  \  k  £  Z},  que  con- 
tiene  tanto  a  7 r  como  a  —  n,  y  la  definición  resulta  consistente.  Tenemos  así  una 
aplicación  inyectiva  entre  la  circunferência  w  y  el  Z-módulo  cociente  R/27tR. 
Si  suponemos  el  axioma  de  continuidad,  la  aplicación  arg  :  u>  — >  R/27tR  es 
biyectiva. 

Intuitivamente,  el  argumento  de  un  punto  indica  el  ângulo  que  hay  que  girar 
desde  (1,0)  para  llegar  hasta  él.  Así,  el  hecho  de  que  un  mismo  punto  tenga 
argumentos  n/2,  —  Zn/ 2  y  hn/2  significa  que  se  llega  hasta  él  girando  un  recto 
en  un  sentido,  o  tres  rectos  en  sentido  opuesto,  o  dando  una  vuelta  entera  de  4 
rectos  más  otro  recto. 

En  3.27  hemos  definido  las  funciones  trigonométricas  sen,  cos  :  [0,  n]  — >  R. 
De  acuerdo  con  la  definición  de  argumento,  si  un  punto  P  £  lo  tiene  argumento 
9  £  [0, 7r],  entonces  sus  coordenadas  son  (r  cos  9 ,  r  sen  9) ,  mientras  que  si  su  ar¬ 
gumento  está  en  [—  7r,0],  sus  coordenadas  son  (r  cos(— 9),  —  r  sen(— 9)).  Por  ello, 
si  extendemos  las  funciones  trigonométricas  al  intervalo  [— n,  n]  estableciendo 
que 

cos( — oi)  =  cosa,  sen(— a)  =  —  sena, 

podemos  afirmar  que  si  un  punto  P  £  w  tiene  argumento  9  £  \—n,n\,  enton¬ 
ces  sus  coordenadas  son  (cos  9,  sen  9).  A  su  vez,  si  extendemos  las  funciones 
trigonométricas  hasta  funciones  sen,  cos  :  M  — >  [—1,1]  mediante  el  convénio 

sen(0  +  2kn)  =  sen0,  cos(0  +  2kn)  =  cos#  para  todo  k  £  Z, 

podemos  afirmar  que  si  9  es  cualquier  argumento  de  P  £  w,  entonces  sus  coor¬ 
denadas  son  (rcos0,rsen0). 

En  general,  las  coordenadas  polares  respecto  de  un  sistema  de  referencia 
ortonormal  (O;  e),  62)  de  un  punto  P  ^  O  se  definen  como  su  módulo  p  =  OÍ’  y 
sus  argumentos  9,  que  son  los  números  reales  que  cumplen  que  las  coordenadas 
de  P  son 


7T/2 


(x,y)  =  (p  cos  9,p  sen  9). 
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Los  argumentos  de  un  punto  P  forman  una  clase  dei  Z-módulo  cociente  ' 

En  particular,  si  a,  b  €  R  cumplen  a2  +  b2  =  1,  entonces  existe  unagl  tal 
que  a  =  cosa,  b  =  sen  a,  y  es  único  si  lo  tomamos  en  ] — 7r,  7t] .  Por  consiguiente, 
todo  giro  de  centro  O  está  determinado  por  una  matriz 


= 


cos  a  sen  a 
—  sen  a  cos  a 


donde  ahora  a  es  un  número  real.  Podemos  llamar  Ga  al  giro  correspondiente 
a  esta  matriz. 

Ahora  el  resultado  básico  es  el  siguiente: 

Teorema  4.44  Sean  P  y  Q  dos  puntos  en  lo,  sean  argP  =  [a],  argQ  =  [/3]  de 
modo  que  |/3  —  cr|  <  7r.  Entonces  el  ângulo  POQ  tiene  amplitud  |/3  —  a\. 

DemostraciÓN:  Notemos  en  general  que  cada  clase  módulo  2ir  tiene  un 
único  representante  en  el  intervalo  [ — 7r,  7r]  (excepto  ir,  que  tiene  dos).  Esto  im¬ 
plica  que  el  valor  de  |/3  —  a|  menor  o  igual  que  n  está  univocamente  determinado 
por  P  y  Q  y  no  importa  con  qué  representantes  concretos  lo  calculamos.  En 
principio  tomamos  a  y  /3  en  [ — 7r,  7t]  . 

Sean  /  =  (1,  0),  V  =  (—1, 0).  Si  P  y  Q  están  ambos  en  el  semiplano  superior, 
podemos  suponer  que  0  <  a  <  /3  <  7r.  Descartando  casos  triviales  tenemos  que 
IOP  está  contenido  en  IOQ  y  sus  amplitudes  son  ay  /3,  luego  es  claro  que  la  de 
POQ  es  /3  —  a.  El  mismo  argumento  vale  si  P  y  <5  están  ambos  en  el  semiplano 
inferior. 

Supongamos  que  P  está  en  el  semiplano  superior  y  Q  está  en  el  inferior.  Si 
Q  es  diametralmente  opuesto  a  P,  entonces  IOQ  es  adyacente  a  IOP ,  luego  sus 
amplitudes  a  y  —  /3  surnan  7r,  como  había  que  probar. 

Sea  P'  el  punto  diametralmente  opuesto  a  P.  Podemos  suponer  que  P  es 
distinto  de  1,1' ■  Entonces  la  recta  PP'  deja  a  I  y  a  V  en  semiplanos  distintos. 
Supongamos  que  Q  e  /  están  en  el  mismo  semiplano.  Entonces  es  claro  que 
POQ  =  POI  +  IOQ  y  de  nuevo  la  suma  de  las  amplitudes  es  a  —  /3  <  tt. 

Finalmente  consideramos  el  caso  en  que  Q  e  I'  están  en  el  mismo  semiplano. 
Entonces  POQ  =  POP  +  QOP .  Las  amplitudes  de  los  sumandos  son  n  —  a 
y  7T  +  /3,  luego  la  amplitud  de  POQ  es  27 r  +  /3  —  a.  Si  tomamos  27 r  +  /?  como 
argumento  de  Q ,  se  cumple  lo  pedido.  ■ 

De  aqui  deducimos  la  expresión  de  los  giros  en  coordenadas  polares: 
Teorema  4.45  El  giro  Ga  cumple  que  Ga{pe)  =  pe+a- 

DemostraciÓN:  Vamos  a  probar  el  teorema  en  primer  lugar  para  planos 
euclídeos  sobre  el  cuerpo  R.  De  este  modo  tenemos  asegurado  que  todo  número 
real  es  el  argumento  de  un  punto. 

Sea  G  :  E  — >•  E  la  aplicación  definida  por  G(O)  =  O  y  G(pe)  =  pg+a 
(aqui  estamos  usando  que  existe  un  punto  de  argumento  9  +  a).  Veamos  que 
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es  una  isometría.  En  efecto,  dados  dos  puntos  P  y  Q,  hemos  de  probar  que 
\\P$\\  =  ||G((3)G(P^||.  Si  P  =  O  el  término  izquierdo  es  la  coordenada  p 
de  Q,  mientras  que  el  término  derecho  es  la  coordenada  p  de  G(Q),  y  ésta  se 
conserva  por  definición.  Si  P  ^  O  ^  Q,  entonces  el  teorema  4.44  prueba  que 
POQ  =  G(P)OG(Q )  (incluyendo  los  valores  posibles  0  y  tt  si  los  puntos  están 
alineados).  Como  también tenemos  que  ||Oi^||  =  ||OG(P^||  y  ||Oé}||  =  ||OG((5^||, 
por  el  teorema  dei  coseno  ||Pé)||  =  \\G(P)G(q)\\ . 

En  particular  G  es  una  biyección  afín,  y  por  definición  no  tiene  más  punto 
fijo  que  O  (salvo  en  el  caso  trivial  a  =  2kTr).  Por  consiguiente  es  un  giro,  y 
como  G(lo)  =  la  =  (cosa,  sen  a)  =  GQ(lo),  tiene  que  ser  G  =  Ga,  pues  un  giro 
está  determinado  por  la  imagen  de  cualquier  punto  distinto  de  su  centro. 

Para  probar  el  caso  general  basta  observar  que,  aunque  R  sea  un  sub- 
cuerpo  de  R,  las  coordenadas  de  la  imagen  de  po  por  Ga  vienen  dadas  por 
(pcosd,  psend)Ma,  y  el  resultado  no  depende  de  si  hacemos  el  cálculo  en  R 
o  en  R.  Por  el  caso  ya  probado,  sabemos  que  dicho  producto  tiene  que  ser 
(pcos(9  +  a),psen(9  +  a)),  luego  estas  coordenadas  tienen  que  estar  en  R2, 
luego  en  efecto  existe  el  punto  pe+a  y  es  Ga(pg).  ■ 

Nota  La  parte  final  de  la  prueba  dei  teorema  anterior  implica  que  el  conjunto 
Ar  C  R  de  los  argumentos  de  los  puntos  de  un  plano  euclídeo  sobre  R  es  un 
Z-submódulo  de  R,  es  decir,  que  la  suma  de  dos  argumentos  es  un  argumento 
(que  el  opuesto  también  lo  es  era  evidente  desde  un  principio).  En  particular 
Ar  =  R. 

A  partir  dei  teorema  anterior  es  ya  inmediato  que  Ga  o  G$  =  Ga+p  para 
todos  los  a,/3  £  Ar.  De  aqui  se  sigue  a  su  vez  la  relación  Ma+p  =  Ma Mg .  que 
a  su  vez  implica  las  fórmulas  para  el  seno  y  el  coseno  de  una  suma.  El  teorema 
siguiente  recoge  lo  que  tenemos  probado  (para  el  caso  R  =  R,  que  aqui  es  el 
más  general): 

Teorema  4.46  Las  funciones  sen,  cos  :  R  — >  [—1, 1]  (respecto  a  una  medida 
de  ângulos  prefijada  en  la  que  los  ângulos  llanos  tengan  amplitud  tt)  verifican 
las  propiedades  siguientes: 

1.  sen(a  +  2k.Tr)  =  sen  a,  cos(a  +  2k.Tr)  =  cosa,  para  todo  k  £  Z. 

2.  sen0  =  0,  cosO  =  l,  sen(7r/2)  =  1,  cos(7r/2)  =  0. 

3.  sen2  a  +  cos2  a  =  1,  sen(— a)  =  —  sen  a,  cos(— a)  =  cos  a. 

4 ■  sen  a  >0  si  a  £  [0,7r],  cosa  >  0  si  a  £  [ — 7r/2,  tt/2]  . 

5.  Para  cada  par  (x,  y)  £  R2  tal  que  x2  +  y2  =  1  existe  un  único  a  £  ]— ir,  t t] 

tal  que  (x,y)  =  (cos  a,  sen  a). 

6.  sen(a  +  j3)  =  sen  a  cos  /?  +  cos  a  sen  f3, 

7.  cos(a  +  f3)  =  cos  a  cos  /3  —  sen  a  sen  /?. 
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Caracterización  de  las  funciones  trigonométricas  Nuestra  definición  de 
las  funciones  seno  y  coseno  se  basa  en  la  delicada  construcción  de  la  medida 
de  ângulos,  que  no  admite  una  formulación  algebraica  sencilla.  Estas  funciones 
pueden  ser  definidas  mucho  más  fácilmente  mediante  técnicas  analíticas.  Vamos 
a  probar  que  cualquier  par  de  funciones  que  cumplan  las  propiedades  dei  teorema 
anterior  son  de  hecho  el  seno  y  el  coseno  que  hemos  definido  (respecto  a  una 
unidad  de  ângulos  adecuada).  Así  tendremos  justificado  que  nuestra  definición 
geométrica  equivale  a  cualquiera  de  las  varias  definiciones  analíticas  posibles. 


Supongamos,  pues,  que  tenemos  dadas  dos  funciones  sen,  cos  :  R  — ►  [—1, 1] 
que  satisfagan  las  propiedades  dei  teorema  anterior.  Consideramos  un  plano 
euclídeo  sobre  R.  Dado  x  £  [—1,1],  existe  un  único  número  y  >  0  tal  que 
x2  +  y2  =  1,  y  así  ( x,y )  =  (cos  a,  sen  a)  para  un  único  a  £  [0, 7r] . 

Por  lo  tanto,  dados  dos  vectores  v\  y  v-2,  como  cos(új,Ü2)  £  [—1, 1],  tenemos 
que  existe  un  único  a  £  [0,7r]  tal  que  cosa  =  cos(úi, V2).  Diremos  que  a  es  la 
amplitud  dei  ângulo  entre  v\  y  v-i-  Explícitamente,  a  está  determinado  por  la 
relación 

V1V2 

cosa  =  I,  ^  11  11  ^  11  ■ 


pi  ú2 


La  amplitud  de  un  ângulo  ABC  se  define  como  la  de  los  vectores  BÂ  y  BC. 
Sabemos  que  esta  definición  no  depende  de  la  elección  de  A  y  C  en  los  lados 
dei  ângulo,  así  como  que  se  conserva  por  isometrías,  es  decir,  que  ângulos  con¬ 
gruentes  tienen  la  misma  amplitud.  Vamos  a  comprobar  que  esta  definición  de 
amplitud  satisface  las  condiciones  dei  teorema  2.29.  Acabamos  de  probar  la 
primera. 

Para  probar  la  segunda  consideramos  un  ângulo  A  =  A(0\v i,V2),  donde 
podemos  suponer  que  vj  y  V2  tienen  norma  1,  y  una  semirrecta  0  +  { AfT  |  A  >  0} 
contenida  en  el  ângulo,  lo  cual  equivale  a  que 


v  =  Xvi  +  pv 2,  A,  p  >  0. 


(También  podemos  suponer  que  v  tiene  norma  1.) 
Sea  w  un  vector  ortogonal  a  v\  en  el  plano  dei  ângulo. 
Cambiando  w  por  —w  si  es  preciso  podemos  suponer 
que  V2  =  xvi  +  yw ,  con  y  >  0.  Sean  q,  /3  y  7  las 
amplitudes  de  los  ângulos  V1V2,  v\v  y  VV2  respectiva¬ 
mente.  Hemos  de  probar  que  a  =  /3  +  7. 

Tenemos  cosa  =  V1V2  =  x,  luego  y  =  sen  a  (pues 
x2  +  y2  =  1  e  y  >  0).  Así  pues,  V2  =  cosaúj  +  senaüJ.  De  aqui  que 

v  =  (A  +  p  cos  a)v\  +  p  sen  a  w. 

A  su  vez  esto  implica  que  cos/3  =  v\v  =  A  +  /rcosa,  luego  sen/3  =  gsena. 
Usando  las  fórmulas  6  y  7  dei  teorema  4.46  vemos  que 

cos(a  — /3)  =  cos  a  cos /3  +  sen  a  sen  ^  =  A  cos  a  +  p  =  vv2  =  cos  7, 
sen(a  —  /3)  =  sen  a  cos/3  —  sen/3  cosa  =  A  sen  a  >  0. 
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Puesto  que  \ot  —  /3\  <7 r,  la  última  desigualdad  implica  que  0  <  a  —  j3  <  n, 
luego  de  cos(a— /?)  =  cosy  podemos  concluir  a  —  (3  =  7,  como  queríamos  probar. 

Llamemos  m(A)  a  la  amplitud  de  un  ângulo  A  tal  y  como  la  liemos  definido  a 
partir  de  las  funciones  sen  y  cos.  Sea  m'(A )  la  amplitud  de  A  en  el  sentido  usual, 
digamos  que  tomando  como  unidad  de  ângulos  el  ângulo  recto.  Claramente  los 
ângulos  rectos  tienen  medida  m  igual  a  7t/2.  El  teorema  2.29  nos  da  entonces  que 
m(A)  =  ( n/2)m'(A ),  para  todo  ângulo  A,  dicho  de  otro  modo,  que  la  amplitud 
de  un  ângulo  cualquiera  en  el  sentido  usual  es  (2/n)m(A)  ângulos  rectos. 

Si  suponemos  además  que  7r  >  1,  entonces  podemos  tomar  como  unidad  de 
ângulos  2/n  veces  un  ângulo  recto  y,  respecto  a  esta  unidad,  la  amplitud  de  un 
ângulo  cualquiera  es  precisamente  m(A). 

Finalmente,  dado  a  £  ]0,7r[,  fijamos  un  sistema  de  referencia  ortonormal  y 
consideramos  los  puntos  P(cosa,sena)  y  <2(1,0).  Entonces  el  triângulo  POQ 
tiene  un  ângulo  recto  Q  y  la  perpendicular  a  OQ  por  P  corta  a  OQ  en  el  punto 
(cos  a,  0).  Como  ||Of^||  =  1,  concluimos  que  sen  a  y  cos  a  son  el  seno  y  el  coseno 
de  O  en  el  sentido  geométrico,  es  decir,  liemos  probado: 

Teorema  4.47  Si  unas  funciones  sen,  cos  :  R  — >  [0, 1]  satisfacen  las  propieda- 
des  dei  teorema  4.46  con  n  >  1,  entonces  existe  una  unidad  de  ângulos  respecto 
a  la  cual  seno  y  cosa  son  el  seno  y  el  coseno  de  los  ângulos  de  amplitud  a  (para 
todo  a  €  [0,  n]). 

Notemos  que  no  liemos  definido  unas  únicas  funciones  sen,  cos  :  R  — >  [0, 1], 
sino  un  par  de  funciones  senOT,  cosw  para  cada  número  real  7r  >  1.  No  obstante, 
el  teorema  anterior  implica  que,  si  consideramos  dos  elecciones  distintas, 

7T  7 r 

sen7r/(a)  =  sen7r(— -a),  cos7r'(a)  =  cos^(— -a), 

n  n 

pues  los  miembros  derechos  cumplen  las  propiedades  dei  teorema  4.46  para  n. 
Esto  significa  que  la  diferencia  entre  ellas  estriba  simplemente  en  la  elección  dei 
ângulo  de  amplitud  imitaria. 


Introducción  analítica  de  la  amplitud  de  ângulos  Es  importante  insistir 
en  que  hemos  demostrado  la  existência  de  las  funciones  seno  y  coseno.  No 
obstante,  si  se  supone  conocida  su  existência  — a  través  de  una  construcción 
mediante  las  técnicas  dei  análisis  matemático5 —  junto  con  las  propiedades  dei 
teorema  4.46,  podemos  introducir  rápidamente  la  medida  de  ângulos  en  todo 
espacio  afín  euclídeo  arquimediano.  Para  ello  sólo  tenemos  que  modificar  la 
definición  4.35  de  modo  que,  en  lugar  de  definir  el  coseno  cos (v,w),  definimos 
la  amplitud  dei  ângulo  formado  por  los  vectores  v  y  w  como  el  número  real 
a  €  [0, 7r]  que  cumple 

vw 


cosa  = 


*Véase  la  sección  4.8.  de  [An]. 
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A  partir  de  ahí  los  argumentos  posteriores  a  la  definición  se  adaptan  trivialmente 
para  probar  que  el  seno  y  el  coseno  de  los  ângulos  agudos  satisfacen  la  definición 
geométrica  como  cocientes  de  los  catetos  sobre  la  hipotenusa,  y  el  teorema  4.37 
se  convierte  en  que  dos  ângulos  son  congruentes  si  y  sólo  si  tienen  la  misrna 
amplitud.  Las  propiedades  de  los  giros,  en  particular  la  relación  Ga+/3  =  GaoGp 
son  ahora  triviales,  ya  que  contamos  de  antemano  con  las  fórmulas  para  el  seno 
y  el  coseno  de  una  suma,  y  las  pruebas  que  hemos  dado  dei  teorema  de  los  senos, 
etc.  valen  sin  cambio  alguno. 


Capítulo  V 

Números  complejos  y 
cuaternios 


Sabemos  que  K.  es  un  cuerpo  euclídeo,  es  decir,  que  todo  número  real  positivo 
tiene  raiz  cuadrada,  pero  los  números  negativos  no  pueden  tenerla.  Sucede  que 
hay  muchos  contextos  en  los  que  “seria  deseable”  contar  con  raíces  cuadradas  de 
números  negativos,  sin  ir  más  lejos  a  la  hora  de  resolver  ecuaciones  de  segundo 
grado  ax 2  +  bx  +  c  =  0,  cuyas  raíces  sabemos  que  vienen  dadas  por 

—6  ±  \/b2  —  4ac 
=  2 a  ’ 

de  modo  que  si  el  discriminante  A  =  b2  —  4 ac  es  negativo,  la  ecuación  no 
tiene  soluciones  reales.  Podría  objetarse  que  si  una  ecuación  de  segundo  grado 
no  tiene  solución,  es  porque  no  la  hay,  y  que  está  bien  así.  Sin  embargo,  los 
algebristas  dei  renacimiento  se  dieron  cuenta  de  que  si  en  los  pasos  intermédios 
de  algunos  cálculos  (concretamente,  en  la  resolución  de  ecuaciones  de  tercer  y 
cuarto  grado)  admitían  soluciones  “imaginarias”  en  términos  de  raíces  cuadradas 
de  números  negativos,  en  ocasiones  se  llegaba  al  final  a  soluciones  “reales”  de  las 
ecuaciones  consideradas,  con  lo  que  los  “números  imaginários”  resultaban  ser 
una  herramienta  útil  para  obtener  resultados  “reales” .  De  hecho,  el  calificativo 
de  “reales”  para  los  números  reales  viene  precisamente  de  la  oposición  con  los 
“números  imaginários”  que  resultaban  de  admitir  raíces  cuadradas  de  números 
negativos. 

Más  concretamente,  los  algebristas  se  dieron  cuenta  de  que  bastaba  postular 
la  existência  de  una  “unidad  imaginaria”  i  =  y/—l  para  que  fuera  posible  asignar 
dos  raíces  cuadradas  a  cualquier  número  real,  positivo  o  negativo.  Por  ejemplo, 
y/— 3  =  A  \/3i  y,  más  en  general,  toda  ecuación  de  segundo  grado  admite  así 
dos  soluciones  (tal  vez  “imaginarias”)  de  la  forma  a  +  bi ,  con  a,  b  €  R. 

Los  números  “imaginários”  a  +  bi  recibieron  también  el  nombre  de  “números 
complejos”  en  el  sentido  de  que  cada  número  está  compuesto  de  dos  partes,  una 
“parte  real”  y  una  “parte  imaginaria” .  Durante  un  tiempo  fueron  usados  con 
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un  espíritu  similar  al  que  más  tarde  guiaria  el  uso  de  los  “infinitéshnos” :  eran 
“cosas”  que  no  se  sabia  muy  bien  cómo  había  que  entenderias,  pero  que  fun- 
cionaban.  Sin  embargo,  con  el  tiempo  los  números  imaginários  se  convirtieron 
en  un  concepto  matemático  tan  “real”  como  cualquier  otro,  en  parte  porque 
los  matemáticos  “se  acostumbraron  a  ellos” ,  en  parte  porque  les  encontraron  la 
interpretación  geométrica  que  vamos  a  discutir  aqui  y  que  permitió  verlos  como 
algo  más  “tangible” . 

5.1  Adjunción  de  una  unidad  imaginaria 

Desde  un  punto  de  vista  algebraico  moderno,  la  adjunción  a  un  cuerpo  k  de 
una  unidad  imaginaria  es  una  construcción  muy  simple  y  nada  “imaginaria” .  Si 
suponemos  que  el  polinomio  x2  + 1  no  tiene  raíces  en  k,  en  [Al  3.50]  definimos  el 
cuerpo  k[i],  que  podemos  considerar  que  contiene  a  k  como  subcuerpo  y  vimos 
que  sus  elementos  se  expresan  de  forma  única  como  a  +  bi,  con  i2  =  —  1  y  donde 
a,  b  €  k.  Esto  basta  para  determinar  la  suma  y  el  producto  en  k[i\: 

( a  +  bi)  +  (c  +  di)  =  a  +  c  +  (b  +  d)i,  ( a  +  bi){c  +  di)  =  ac  —  bd  +  ( ad  +  bc)i. 

Técnicamente,  k[i]  se  define  en  [Al  3.50]  como  el  anillo  cociente  k[x]/ (x2  +  \), 
pero  dado  que  estos  cuerpos  se  usan  con  frecuencia  en  contextos  muy  alejados 
de  la  teoria  de  anillos,  conviene  dar  una  deflnición  equivalente  “más  liana”  en 
este  caso: 

Deflnición  5.1  Sea  R  un  cuerpo  ordenado  (de  modo  que  —1  no  es  un  cuadrado 
en  R).  Definimos  C  =  R2  con  las  operaciones  dadas  por 

(a,  b)  +  (c,  d)  =  (a  +  c,b  +  d),  (a,  b)(c,  d)  =  (ac  —  bd,  ad  +  bc). 

Puede  probarse  directamente1  que  estas  operaciones  satisfacen  todos  los 
axiomas  de  la  deflnición  de  cuerpo  o,  alternativamente,  podemos  usar  que  la 
aplicación  R2  — >  R[x]/(x2  +  1)  dada  por  (a,  b)  >->•  [a  +  te]  es  biyectiva  y  trans¬ 
forma  obviamente  las  operaciones  que  hemos  definido  en  R2  en  las  operaciones 
dei  cuerpo  cociente.  La  aplicación  a  i-»-  (a,  0)  es  un  monomorfismo  de  cuerpos 
que  nos  permite  identificar  a  R  con  un  subcuerpo  de  C,  y  si  llamamos  i  =  (0, 1) 
entonces  i2  =  —  1  y  (a,  b)  =  (a,  0)  +  (6, 0)*  =  a  +  bi,  con  lo  que  todo  elemento  de 
C  se  expresa  de  forma  única  como  a  +  bi. 

Si  R  =  R  el  cuerpo  C  =  R2  recibe  el  nombre  de  cuerpo  de  los  números 
complejos.  Así  todo  número  complejo  se  expresa  de  forma  única  como  z  =  a+bi, 
con  a,  b  £  R.  Notemos  que  si  R  es  un  subcuerpo  de  R  entonces  C  es  un  subcuerpo 
de  C. 

En  general,  es  claro  que  C  es  un  l?-espacio  vectorial  con  base  {1, i}.  Para 
cada  z  =  a  +  bi  €  C,  los  elementos  a  y  b  (que  son  las  coordenadas  de  z  en 

xPara  una  comprobación  directa  hay  que  comprobar  que  el  inverso  de  un  par  (a,  6)  /  (0,  0) 
es  ( a2  °  |,2  i  —  a'i  (  ,‘i  )■  Notemos  que  a2  +  h2  y  0.  o  en  caso  contrario  —1  =  (a/6)2,  en  contra  de 
lo  supuesto. 
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la  base  {1,  z})  se  llaman  respectivamente  parte  real  y  parte  imaginaria  de  z, 
y  los  representaremos  por  Rez  e  Imz.  Tenemos  así  dos  aplicaciones  lineales 
Re,  Im  :  C  — >  R  que  determinan  un  isomorfismo  de  R-espacios  vectoriales 
C  =  R2  (que  en  realidad  no  es  sino  la  identidad,  teniendo  en  cuenta  la  definición 
que  hemos  dado  de  C). 

Definimos  el  conjugado  de  un  z  =  a  +  bi  €  C  como  z  =  a  +  bi  =  a  —  bi. 
Una  comprobación  rutinaria  muestra2  que  la  conjugación  es  un  automorfismo 
de  cuerpos  C  — >■  C,  de  modo  que  z  £  R  si  y  sólo  si  z  =  z. 

Si  R  es  un  cuerpo  pitagórico,  entonces  podemos  considerar  en  C  el  producto 
escalar  respecto  al  cual  la  base  {1,  i}  es  ortonormal,  de  modo  que  la  norma  que 
induce  viene  dada  por  ||z||  =  ||a  +  ò?j|  =  \/a2  +  b2  G  R.  En  este  contexto  es  más 
habitual  llamar  a  esta  norma  el  módulo  o  valor  absoluto  de  z  y  representaria 
por 

\z\  =  \J a2  +b2  =  \fz%. 

Claramente  cumple  las  propiedades  siguientes:3 

1-  |z|  >  0  y  \z\  =  0  si  y  sólo  si  z  =  0. 

2.  |zi  +  Z2 1  <  |zi|  +  | Z2 1 - 

3.  |ziz2|  =  | Zi 1 1 z2 1 - 

Las  dos  primeras  propiedades  son  un  caso  particular  dei  teorema  4.21,  mien- 
tras  que  la  tercera  se  sigue  de  que  la  conjugación  conserva  el  producto. 

Observemos  que  la  adjunción  de  una  unidad  imaginaria  resuelve  completa¬ 
mente  el  problema  de  la  extracción  de  raíces  cuadradas: 

Teorema  5.2  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  en  el  que  todo  elemento  positivo  tiene 
raiz  cuadrada  (es  decir,  si  es  un  cuerpo  euclideo)  entonces  todo  elemento  de  C 
tiene  raiz  cuadrada.  En  particular  todo  número  complejo  tiene  raiz  cuadrada. 

DemostraciÓn:  En  principio,  todo  a  G  R  tiene  raiz  cuadrada  en  C,  pues  si 
a  >  0  entonces  la  tiene  en  R  y  si  a  <  0,  entonces  —a  >  0,  luego  existe  \J —a  G  f?, 
luego  yj— a  i  €  C  es  una  raiz  cuadrada  de  a  en  C. 

Ahora  consideramos  un  elemento  arbitrário  de  C,  que  será  de  la  forma  a  +  bi, 
con  a,  b  G  R,  y  definimos 


c  =  \j\{\fã?  +  b2  +  a),  d  =  +  b2  -  a)  G  C. 

2 Alternativamente,  esto  es  inmediato  a  partir  de  los  resultados  dei  capítulo  VII  de  [Al], 
pues  la  extensión  C/R  es  finita  de  Galois,  por  lo  que  tiene  exactamente  dos  i?-automorfismos, 
la  identidad  y  un  segundo  caracterizado  por  que  i  i— »■  —  i.  Este  es  la  conjugación  que  acabamos 
de  definir. 

3 Si  R  C  R,  estas  propiedades  expresan  que  C  es  un  cuerpo  métrico  en  el  sentido  de  la 
definición  [An  1.8]. 
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Esto  es  correcto,  pues  a2  +  b2  >  0,  luego  por  hipótesis  existe  la  raiz  cuadrada 
V a2  +b2  €  R,  luego  las  raíces  cuadradas  exteriores  existen  en  C. 

Se  comprueba  trivialmente  que  c2  —  d2  =  a  y  que  2 cd  =  ±6.  Cambiando  c 
por  —  c  si  es  preciso  se  sigue  cumpliendo  la  primera  ecuación  y  la  segunda  pasa 
a  ser  2 cd  =  ò,  de  donde  se  sigue  que  (c  +  di )2  =  a  +  bi.  m 

En  particular  toda  ecuación  de  segundo  grado  con  coeficientes  en  C  tiene 
dos  raíces  en  C  (no  necesariamente  distintas). 


5.2  La  geometria  de  los  números  complejos 

En  la  sección  anterior  hemos  visto  que  si  R  es  un  cuerpo  ordenado  pitagórico, 
entonces  el  cuerpo  C  es  un  espado  vectorial  euclídeo  de  dimensión  2  (que  a  su 
vez  puede  considerarse  como  un  espado  afín  en  el  que  los  puntos  son  los  propios 

vectores).  En  particular,  los  elementos  de  C,  los 
números  complejos,  pueden  identificarse  con  los 
puntos  dei  plano.  Por  ello  es  habitual  referirse 
a  C  como  “el  plano  complejo”.  El  sistema  de 
referencia  canónico  en  C  es  el  determinado  por 
el  punto  0  y  la  base  (1,  i},  de  modo  que  la  recta 
que  pasa  por  0  y  1  es  “el  eje  real” ,  mientras  que 
el  que  pasa  por  0  e  i  es  “el  eje  imaginário” . 


En  general,  la  suma  de  elementos  de  C  tiene  la  interpretación  usual  según 
el  cual  Z\  +  Z2  es  el  vector  que  traslada  a  un  punto  trasladándolo  primero  según 
z\  y  trasladando  el  resultado  según  Z2-  También  es  fácil  dar  una  interpretación 
geométrica  de  la  conjugación,  pues  no  es  sino  la  simetria  respecto  dei  eje  real. 
Ahora  vamos  a  dar  una  interpretación  geométrica  al  producto. 


Para  ello  observamos  primeramente  que,  según  4.43,  todo  z  £  C  admite  una 
expresión  en  coordenadas  polares4 


z  =  pg  =  p(cos9  +  i  sen  d), 

donde  p=\z\£  R. 

En  particular,  si  u  €  C  tiene  módulo  1,  será  de  la  forma  u  =  cosí?  +  isen0. 
La  aplicación  z  <— >  uz  es  un  automorfismo  de  C  como  J?-espacio  vectorial.  Como 
ul  =  u  =  cos  6  +  i  sen  6  y  ui  =  —  sen  6  +  i  cos  6 ,  tenemos  que  su  matriz  respecto 
de  la  base  l,i  es 

cos  9  sen  9 
—  sen  9  cos  9 

Por  lo  tanto,  la  multiplicación  por  u  es  el  giro  Gg  de  ângulo  9.  Por  consi- 
guiente,  si  z  =  p(cos9  +  i  sen  9)  es  un  elemento  no  nulo  de  R[i\  y  z'  =  p'e,  es 
otro  elemento  no  nulo,  tenemos  que 

zz'  =  p(uz')  =  pGg(p'g,)  =  pp'g+ei  =  pp'(cos(9  +  9')  +  isen(9  +  9'))  =  (pp')g+e>. 

4En  general,  6  es  un  ângulo  generalizado,  aunque  si  R  C  R  podemos  suponer  que  es  un 
número  real  determinado  salvo  múltiplos  de  2ir.  (Véase  la  página  145.) 
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En  definitiva: 

El  producto  de  dos  elementos  no  nulos  de  C  es  el  elemento  determi¬ 
nado  por  que  su  módulo  es  el  producto  de  los  módulos  y  su  argumento 
es  la  suma  de  los  argumentos. 

Por  ejemplo,  es  claro  que  i  =  1^/2,  luego  la  multiplicación  por  i  se  interpreta 
geométricamente  como  un  giro  de  90°  en  el  plano  complejo.  En  particular 
i2  =  ln  =  —  1  es  la  “explicación  geométrica”  de  cómo  puede  tener  —1  una  raiz 
cuadrada  en  C:  al  girar  i  un  ângulo  de  90°  obtenemos  —  1. 

Así,  el  conjunto  S  =  {z  €  C  \  \z\  =  1},  es  un  grupo  multiplicativo  que  es 
isomorfo  al  grupo  de  los  giros  de  centro  0  dei  plano  C  (el  isomorfismo  asigna  a 
cada  z  la  multiplicación  por  z. 

Si  R  C  R  podemos  tomar  argumentos  en  I  y  considerar  el  grupo  aditivo 
A  =  {6  £  1  |  cos  9,  sen  9  €  R},  de  modo  que  la  aplicación  A  — >•  S  dada  por 
9  i— >•  cos  9  +  i  sen  9  es  un  epimorfismo  de  grupos  que  induce  un  isomorfismo 
Al  (2tt)  =  S. 

Ejemplo:  Las  raíces  de  la  unidad  Como  l2  =  (—  l)2  =  1,  podemos  decir 
que  1  y  —  1  son  las  raíces  cuadradas  de  la  unidad,  mientras  que  1,—  l,i,  —  i  son 
las  raíces  cuartas  de  la  unidad.  Décimos  “las”  raíces  porque  no  puede  haber 
más,  ya  que  estamos  hablando  de  las  raíces  en  el  cuerpo  C  de  los  polinomios 
z2  —  1  y  z4  —  1,  y  sabemos  que  el  número  de  raíces  de  un  polinomio  no  puede 
exceder  a  su  grado. 

Podemos  plantearnos  si  en  C  existen  igualmente  tres  raíces  cúbicas  de  la 
unidad,  y  cinco  raíces  quintas,  etc. 

Fijemos  un  número  natural  n  >  2  y  supongamos  que  el  polinomio  zn  —  1 
tiene  n  raíces  distintas  en  C  y  sea  Cn  el  conjunto  de  todas  cilas.  Es  inmediato 
que  si  u,v  €  C  cumplen  un  =  vn  =  1,  entonces  (to^1)"  =  1,  lo  que  prueba 
que  Cn  es  un  subgrupo  dei  grupo  multiplicativo  de  C.  Por  el  teorema  [Al  6.13] 
tenemos  que  Cn  es  un  grupo  cíclico  de  orden  n. 

Las  raíces  n-simas  de  la  unidad  de  orden  n  se  llaman  raíces  n-simas  primiti¬ 
vas  de  la  unidad.  Por  ejemplo,  de  las  cuatro  raíces  cuartas  de  la  unidad  ±1,  ±  j, 
son  primitivas  (tienen  orden  4)  dos  de  ellas:  ±i. 

En  estos  términos,  lo  que  estamos  suponiendo  es  que  C  contiene  una  raiz 
n-sima  primitiva  de  la  unidad  (y,  por  consiguiente,  tiene  n  raíces  distintas). 
Vamos  a  describirlas  geométricamente. 

Teorema  5.3  Si  en  C  existe  una  raiz  n-sima  primitiva  de  la  unidad ,  entonces 
las  raíces  n-simas  de  la  unidad  dividen  a  la  circunferência  unitaria  en  n  arcos 
iguales. 

DemostraciÓN:  Podemos  suponer  que  n  >  3,  pues  para  n  =  2  se  cumple 
trivialmente  el  teorema.  Sean  u,  v  €  Cn  tales  que  el  ângulo  a  que  forman  sea 
el  mínimo  posible.  Como  los  giros  son  isometrías,  tenemos  que  1  y  w  =  vu^1 
forman  también  un  ângulo  a. 
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Notemos  que  no  puede  ser  w  =  —  1,  pues  la  minimalidad  de  a  implicaria  que 
no  hay  más  elementos  en  Cn  aparte  de  ±1,  luego  estaríamos  en  el  caso  n  =  2 
que  hemos  descartado.  Por  lo  tanto  Im  iu  ^  0. 

Si  Im  w  <  0  cambiamos  w  por  w,  que  también  está  en  Cn  y  forma  el  mismo 
ângulo  con  1  (porque  la  conjugación  es  una  simetria,  luego  una  isometría).  De 
este  modo  w  =  la.  Vamos  a  ver  que  w  es  una  raiz  n-sima  primitiva  de  la  unidad. 
Sus  potências  son  wm  =  lma- 

Sea  k  el  máximo  número  natural  tal  que  ka  <  7r,  es  decir,  tal  que  el  ângulo  a 
se  puede  sumar  consigo  mismo  k  veces.  Entonces  las  potências  1,  w,  w2 , . . . ,  wk 
son  k  +  1  puntos  distintos  de  la  semicircunferencia  superior,  cada  uno  de  los 
cuales  forma  un  ângulo  a  con  el  anterior  y  el  posterior,  y  de  modo  que  entre 
dos  de  ellos  no  hay  ninguna  otra  raiz  de  la  unidad  (por  la  minimalidad  de  a) . 

Si  wk  #  —  1,  forma  un  ângulo  (3  <  a  con  —1,  mientras  que  wk+1 ,  que  forma 
un  ângulo  a  con  wk .  forma  un  ângulo  a  —  /3  con  —1.  Pero  tiene  que  ser  /3  =  a/2, 
pues  si  (3  <  a/2  entonces  wk  seria  una  raiz  n-sima  de  la  unidad  entre  wk  y  wk+1, 
y  si  (3  >  a/2  entonces  wk+1  seria  una  raiz  n-sima  de  la  unidad  entre  wk  y  wk+1 . 
Así  pues,  tt  =  ka  +  a/2,  o  también  (2 k  +  l)a  =  2-7T 

Por  consiguiente,  wk+1  =  wk ,  y  de  aqui  que  wk+ 2  =  íZ>*  1 ,  con  lo  que 
wk+1, . . . ,  w2k  son  los  conjugados  de#,...,!!)1,  luego  tenemos  2  k  raíces  distin¬ 
tas  dos  a  dos  que  dividen  la  circunferência  en  arcos  de  amplitud  a,  luego  entre 
cilas  no  hay  ninguna  otra  raiz.  Por  último  w2k+1  =  ww  =  1,  de  donde  conclui- 
mos  que  las  2k  +  1  potências  de  w  son  todas  las  raíces  n-simas  de  la  unidad 
(cualquier  otra  tendría  que  estar  entre  dos  de  dichas  potências,  en  contradicción 
con  la  minimalidad  de  a).  En  particular  n  =  2k  +  1  y  a  =  27r/n. 

Si  wk  =  —  1  se  razona  igualmente  que  wk+1  =  y  llegamos  a  la  misma 
conclusión  con  una  mínima  variante  dei  argumento.  Por  lo  tanto,  w  es  una  raiz 
primitiva  y  sus  potências  dividen  la  circunferência  en  arcos  iguales  de  amplitud 
a  =  2tt /n.  m 


Nota  Si  R  =  R.  tenemos  un  argumento  mucho  más  simple  que,  de  hecho,  no 
requiere  suponer  que  C  contiene  una  raiz  n-sima  primitiva  de  la  unidad,  sino  que 
demuestra  que  así  es:  basta  considerar  los  números  complejos  l27r/n  y  observar 
que  son  n  raíces  n-simas  distintas  de  la  unidad.  ■ 


La  figura  muestra  las  raíces  quintas  y  las  raíces  sextas  de  la  unidad  en  el 
plano  complejo. 
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El  recíproco  dei  teorema  anterior  se  demuestra  fácilmente:  si  una  circun¬ 
ferência  puede  dividirse  en  n  arcos  iguales  (necesariamente  de  amplitud  27 r/n) 
entonces  el  polinomio  zn  —  1  tiene  n  raíces  distintas  en  C.  En  efecto,  es  fácil  ver 
que  si  una  circunferência  puede  dividirse  en  n  arcos  iguales,  lo  mismo  le  sucede 
a  una  circunferência  de  centro  0.  Dividiendo  los  puntos  entre  el  radio  de  la  cir¬ 
cunferência,  podemos  suponer  que  es  la  circunferência  de  centro  0  y  radio  1,  y 
multiplicando  todos  los  puntos  por  el  inverso  de  uno  de  cllos,  podemos  suponer 
que  uno  de  los  puntos  de  la  división  es  1,  pero  entonces  los  n  puntos  tienen 
argumentos  2kir/n,  para  k  =  0, . . .  ,n  —  1,  luego  son  que  claramente  son 

n  raíces  n-simas  de  la  unidad.  Por  consiguiente: 

Teorema  5.4  Una  circunferência  de  C  puede  dividirse  en  n  arcos  de  amplitud 
2tt /n  si  y  sólo  si  el  polinomio  zn  —  1  tiene  n  raíces  distintas  en  C . 

En  principio,  los  números  complejos  “se  inventaron”  para  resolver  ecuacio- 
nes  polinómicas  de  segundo  grado,  pero  se  vio  que  también  permitían  resolver 
ecuaciones  de  grados  tres  y  cuatro.  Ahora  acabamos  de  ver  que  las  ecuaciones 
zn  —  1  =  0  también  tienen  n  soluciones  distintas  en  C,  por  lo  que  cabe  pregun- 
tarse  si  no  será  cierto  que  todo  polinomio  de  C[z]  tiene  todas  sus  raíces  en  C. 
La  respuesta  es  afirmativa,  y  se  expresa  diciendo  que  C  es  un  cuerpo  algebraica- 
mente  cerrado.  Es  un  resultado  no  trivial  que  demostraremos  en  la  sección  7.6 
de  [Al], 

La  esfera  de  Riemann  Veamos  ahora  otra  interpretación  geométrica  útil 
de  los  números  complejos.  Seguimos  trabajando  en  general  sobre  un  cuerpo 
ordenado  pitagórico  R,  y  consideramos  la  esfera 

S 2  =  {(a;,  y ,  z)  £  R?  \  x2  +  y2  +  z2  =  1}. 

Llamamos  N  =  (0,  0, 1)  al  “polo  Norte”  de  S2  y  consideramos  la  proyección 
estereográfica  f  :  S2  \  {fV}  — >  C  que  a  cada  punto  P  de  la  esfera  le  asigna  el 
punto  Q  donde  la  recta  NP  corta  al  plano  2  =  0  (al  que  le  quitamos  la  tercera 
coordenada  nula  para  tener  un  elemento  de  C  =  R2). 

N 


Al  final  de  la  sección  2.6  de  [An]  están  hechos  los  cálculos  que  muestran  que 
/  viene  dada  por 

x  ,  y  . 


f(x,y,z)  = 


1-z  1-z 
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Así  como  que  su  inversa  es 
g(u  +  vi)  = 


2  u 


2v 


■  v2  —  1 


U2  +  V2  +  1  U2  +  V2  +  1  ií2  +  V2  +  1 


(5.1) 


Aunque  los  cálculos  de  [An]  están  hechos  para  R  =  R,  es  inmediato  que 
valen  literalmente  para  cualquier  cuerpo  ordenado  R. 


Defiiiición  5.5  Llamaremos  C°°  =  C  U  {oo},  donde  oo  es  cualquier  elemento 
que  no  pertenezca  a  C ,  de  modo  que  la  proyección  estereográfica  puede  exten- 
derse  a  una  biyección  f  :  S 2  — >  i?[?']°°  haciendo  f(N )  =  oo.  En  particular,  C°° 
recibe  el  nombre  de  esfera  de  Riemann. 

En  [An]  demostramos  que  en  la  esfera  de  Riemann  podemos  definir  una 
topologia  de  forma  natural  que  la  hace  homeomorfa  a  la  esfera  S 2 . 

En  el  apêndice  A  se  prueba,  entre  otras  cosas,  que  la  proyección  estereográfica 
hace  corresponder  las  circunferências  de  la  esfera  con  las  rectas  y  las  circunfe¬ 
rências  de  C°°  (entendiendo  que  las  rectas  de  C°°  pasan  todas  por  oo). 


5.3  Cuaternios 

El  hecho  de  que  R2  admita  una  estructura  de  cuerpo  (o,  más  precisamente, 
que  exista  un  cuerpo  C  con  R  como  subcuerpo  y  que  tenga  dimensión  2  como  es¬ 
pado  vectorial  sobre  R)  tiene  numerosas  aplicaciones,  tanto  a  la  geometria  como 
al  análisis  matemático.  Por  ejemplo,  en  el  capítulo  siguiente  aprovecharemos  de 
forma  esencial  este  hecho  para  “capturar”  el  concepto  de  figura  constructible 
con  regia  y  compás.  Resulta  natural  plantearse  si  es  posible  definir  una  estruc¬ 
tura  análoga  de  cuerpo  en  R"  para  otros  valores  de  n  >  2  (o,  más  precisamente, 
si  existen  cuerpos  que  contengan  a  R  como  subcuerpo  y  que  tengan  dimensión  n 
como  espacios  vectoriales  sobre  R) ,  pero  sucede  que  la  respuesta  es  negativa  (y 
esencialmente  se  debe  al  hecho  de  que  C  es  algebraicamente  cerrado).  En  otros 
términos,  no  existe  ningún  cuerpo  cuyos  elementos  tengan  la  forma  a  +  bi  +  cj, 
donde  a,b,c  €  R  son  tres  números  arbitrários,  de  modo  que  los  elementos  con 
b  =  c  =  0  formen  un  subcuerpo  identificable  con  R. 

Sin  embargo,  vamos  a  probar  aqui  que  si  anadhnos  un  término  más,  si  que 
es  posible  definir  una  estructura  en  R4  que  nos  permita  expresar  sus  elementos 
en  la  forma  a  +  bi  +  cj  +  dk  que  “casi”  cumpla  los  axiomas  de  cuerpo  y  en  la  que 
los  elementos  con  b  =  c  =  d  =  0  formen  un  subcuerpo  isomorfo  a  R  y,  más  aún, 
los  elementos  a  +  bi  (es  decir,  con  c  =  d  =  0)  formen  un  subcuerpo  isomorfo 
a  C. 

La  idea  es  repetir  “casi”  la  construcción  con  la  que  hemos  pasado  de  R  a 
C,  es  decir,  igual  que  hemos  construido  C  de  modo  que  sus  elementos  son  de 
la  forma  a  +  bi,  con  a,b  €  R  y  hemos  determinado  su  estructura  algebraica 
estableciendo  que  i2  =  —  1,  ahora  vamos  a  considerar  elementos  de  la  forma 

w  +  zj  =  (a  +  bi)  +  (c  +  di)j  =  a  +  bi  +  cj  +  dij,  con  w,  z  £  C,  j2  =  —  1. 
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No  es  posible  obtener  una  estructura  de  cuerpo  de  esta  forma,  pues  si  i2  =  j2, 
entonces  i2  —  j2  =  (i  +  j){i—j)  =  0,  luego  i  =  ±j,  pero  entonces  w  +  zj  =  w±zi 
es  un  número  complejo  y  no  hemos  obtenido  realmente  un  cuerpo  de  dimensión  4 
sobre  R,  sino  cl  propio  C. 

Ahora  bien,  el  “casi”  al  que  hemos  hecho  referencia  en  varias  ocasiones 
consiste  en  renunciar  a  la  propiedad  conmutativa  y  buscar  un  anillo  de  di- 
visión  en  lugar  de  un  cuerpo.  En  tal  caso  ya  no  tiene  por  qué  ser  cierto  que 
i 2  —  j 2  =  (i  +  j)(i  —  j),  y  el  “argumento  de  imposibilidad”  deja  de  ser  válido. 

Concretamente,  vamos  a  violar  la  conmutatividad  de  la  forma  más  simple 
posible,  que  consiste  en  establecer  que  las  dos  unidades  imaginarias  i,  j  no 
conmuten,  sino  que  ij  =  —ji. 

Si  llamamos  k  =  ij,  entonces  existe  una  única  estructura  de  anillo  de  división 
sobre  R4  =  C2  de  modo  que  si  llamamos  1  ,i,j,k  a  la  base  canónica,  de  modo 
que  todo  elemento  de  R4  se  expresa  de  forma  única  como  o  +  bi  +  cj  +  dk,  se 
cumplan  las  condiciones  indicadas,  a  saber,  que  i2  =  j 2  =  — 1,  ij  =  k  =  —ji. 
Por  ejemplo,  podemos  calcular  k 2  =  ijij  =  i(—ij)j  =  —i2j2  =  — 1.  Por  lo  tanto, 
la  situación  es  más  simétrica  incluso  de  lo  previsto: 

i2  =  j2  =  k2  =  -1,  ij  =  k=  -ji. 

Si  queremos  calcular,  por  ejemplo,  ik ,  vemos  que  es  iij  =  —  j,  y  así  podemos 
calcular  cualquier  producto  de  los  vectores  básicos. 

No  obstante,  comprobar  en  estos  términos  que  realmente  estas  especificacio- 
nes  determinan  un  producto  que  satisface  los  axiomas  de  anillo  de  división  seria 
una  labor  muy  tediosa.  En  su  lugar,  vamos  a  dar  una  definición  alternativa  que 
nos  conducirá  al  mismo  resultado  pero  que  volverá  inmediatas  todas  las  com- 
probaciones.  Se  trata  de  conseguir  un  producto  no  conmutativo  usando  una  de 
las  pocas  operaciones  no  conmutativas  que  conocemos:  el  producto  de  matrices. 

Teorema  5.6  Sea  R  un  cuerpo  ordenado  pitagórico,  sea  C  =  R2  con  la  estruc¬ 
tura  de  cuerpo  que  hemos  definido  en  este  capitulo  y  sea  M  el  conjunto  de  todas 
las  matrices  de  Mat2(C)  de  la  forma5 


d  = 


Entonces  M  es  un  subanillo  unitário  de  Mat2(C7). 

DemostraciÓn  :  Es  inmediato  que  la  suma  (o  resta)  de  matrices  de  la  forma 
indicada  tiene  la  forma  indicada,  e  igualmente  se  comprueba  con  el  producto: 


w  z  ' 

a  +  bi 

c  +  di  \ 

—  Z  W  y 

— c  +  di 

a  —  bi  1 

w  z 
-z  w 


w 

-z' 


z 

w' 


ww'  —  zz'  wz'  +  zw' 


(5.2) 


es  claro  que  la  entrada  (2,  2)  dei  producto  es  el  conjugado  de  la  entrada  (1,1) 
y  que  la  entrada  (2,1)  es  el  opuesto  dei  conjugado  de  la  entrada  (1,2),  luego  el 


5En  el  fondo,  los  conjugados  y  el  signo  negativo  en  la  fila  inferior  se  disponen  pensando  en 
que  el  determinante  de  la  matriz  sea  \w\2  +  \z\2  =  o?  +  fe2  +  c2  +  d2 . 
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producto  está  en  Q.  También  es  inmediato  que  la  matriz  identidad  está  en  M, 
luego  M  es  un  anillo  unitário.  ■ 

Podríamos  definir  el  anillo  de  los  cuaternios  sobre  R  como  el  anillo  M  con¬ 
siderado  en  el  teorema  anterior,  pero  como  en  el  caso  de  C,  vamos  a  tomar  la 
definición  más  sinrple  posible  desde  un  punto  de  vista  conjuntista: 


Definición  5.7  Sea  R  un  cuerpo  ordenado  pitagórico,  sea  M  el  anillo  dado  por 
el  teorema  anterior  y  consideremos  la  biyección  /  :  i?4  — >  M  dada  por 


f(a,  b,  c, 


a  +  bi 
— c  +  di 


c  +  di 
a  —  bi 


Definimos  el  anillo  H  de  los  cuaternios  sobre  R  como  H  =  i?4  con  la  suma  y  el 
producto  que  convierten  a  /  en  un  isomorfismo  de  anillos,  es  decir, 


qi  +  Q2  =  f  1(f(qi)  +  f(q2)),  qm  =  f  1{f(qi)f(q2))- 


En  particular,  cuando  R  =  M  escribiremos  H  y  nos  referiremos  a  él  como  el 
anillo  de  los  cuaternios  (sin  necesidad  de  especificar  que  el  cuerpo  de  partida 
es  R). 


Vamos  a  probar  que  H  es  un  anillo  de  división.  En  prinrer  lugar  observamos 
que  la  suma  de  cuaternios  se  puede  definir  directamente  con  facilidad: 

(o,  b,  c,  d)  +  (a1 ,  b',  c' ,  d')  =  (a  +  a' ,b  +  b',  c  +  d ,d  +  d'). 


Sólo  hay  que  comprobar  que 


f(a,b,  c,  d)  +  f(a',  b',  d ,  d') 


f  (a  a  ,  b  b  ,  c  c  ,  d  d  ^ , 


lo  cual  es  inmediato.  La  utilidad  de  definir  las  operaciones  de  H  a  través  de 
la  biyección  /  es  no  tener  que  describir  explícitamente  el  producto  de  H  en 
términos  de  las  ocho  coordenadas  de  los  factores. 

En  segundo  lugar  observamos  que 

(a,  0,  0, 0)(a/,  b' ,  c' ,  d')  =  (aa  ,  ab' ,  ac' ,  adr), 

para  lo  cual  basta  ver  que  /(a,  0, 0,  0)/(a/,  b' ,  d,  d’)  =  f{aa\  ab’ ,  ac',  ad’),  lo  cual 
también  es  inmediato,  dado  que  /(a,  0,  0, 0)  =  ai,  donde  /  es  la  matriz  identidad. 

De  aqui  se  sigue  que  la  aplicación  R  — >  H  dada  por  a  i— >  (a,  0,0,0)  es  un 
monomorfismo  de  anillos,  de  modo  que  podemos  identificar  cada  a  €  R  con  su 
irnagen,  y  entonces  R  pasa  a  ser  un  subcuerpo  de  H .  Más  aún,  si  definimos 

i  =  (0,1, 0,0),  j  =  (0,0, 1,0),  k  =  ( 0,0, 0,1), 


entonces 

(a,  b,  c,  d)  =  (a,  0,  0,  0)  +  (0,  b,  0, 0)  +  (0,  0,  c,  0)  +  (0, 0,  0,  d)  =  a  +  bi  +  cj  +  dk. 


Así  pues,  concluimos: 
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Todo  cuaternio  q  €  H  se  expresa  de  forma  única  como 
q  =  a  +  bi  +  cj  +  dk,  con  a ,  b,  c,  d  £  R. 


Observemos  que  en  la  representación  matricial  de  los  cuaternios  (es  decir,  a 
través  de  /): 


Entonces  se  comprueba  inmediatamente  que  i2  =  j2  =  kf  =  —  1.  A  su 
vez,  esto  implica  inmediatamente  que  los  subespacios  vectoriales  (1  ,i),  (1  ,j), 
(1,  k),  es  decir,  los  subconjuntos  formados  por  los  cuaternios  de  la  forma  a  +  bi , 
a  +  cj  y  a  +  dk,  respectivamente,  son  subcuerpos  de  H  isomorfos  a  C.  Concre¬ 
tamente,  consideraremos  C  C  H  identificándolo  con  el  subcuerpo  formado  por 
los  cuaternios  de  la  forma  a  +  bi. 

También  es  inmediato  comprobar  que  ij  =  k ,  por  lo  que  todo  cuaternio 
puede  escribirse  de  forma  única  como 

q  =  a  +  bi  +  cj  +  dij  =  a  +  bi  +  (c  +  di)j  =  w  +  zj,  con  w,  z  £  C. 

En  estos  términos,  es  inmediato  que 


f(w  +  zj) 


Teorema  5.8  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  pitagórico,  la  aplicación  H  — >  H 
dada  por 

q  =  a  +  bi  +  cj  +  dk  =  a  —  bi  —  cj  —  dk 
es  un  automorfísmos  de  anillos.  Además  qq  =  a2  +  b2  +  c2  +  d2 . 

DemostraciÓn:  Claramente  es  biyectiva  y  conserva  las  sumas.  Para  pro- 
bar  que  conserva  los  productos  observamos  que  a  través  dei  isomorfismo  /  se 
corresponde  con  la  aplicación 


Teniendo  esto  en  cuenta  ya  es  fácil  comprobar  que  la  ecuación  (5.2)  se  conserva 
si  sustituimos  las  tres  matrices  por  sus  conjugadas,  de  donde  fifhqf)  =  ffqTqf)-, 
lo  que  a  su  vez  implica  que  qTqf  =  qiq2- 

Por  otra  parte, 

(H2  +  \z\2  0  \ 

I  o  M2  +  \z\2  )  ’ 

de  donde  se  sigue  inmediatamente  la  segunda  parte  dei  teorema.  ■ 
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Deflnición  5.9  Si  R  es  un  cuerpo  no  arquimediano  y  H  es  su  anillo  de  cuater¬ 
nios,  llamaremos  conjugado  de  un  q  €  H  al  cuaternio 

q  =  a  +  bi  +  cj  +  dk  =  a  —  bi  —  cj  —  dk. 

Hemos  probado  que  la  conjugación  es  un  automorfismo  de  H  que  extiende  a  la 
conjugación  compleja. 

Tenemos  que  H  es  un  espado  vectorial  sobre  R  de  base  1  Nos  refe¬ 

riremos  a  esta  base  como  la  base  canónica  de  H.  El  producto  escalar  canónico 
de  H  es  el  que  hace  que  la  base  canónica  sea  ortonormal.  Definimos  el  valor 
absoluto  de  un  cuaternio  q  como  la  norma  respecto  dei  valor  absoluto  canónico, 
es  decir: 

M  =  VÕQ  =  Va2  +  b2  +  c2  +  d2  G  R. 


El  hecho  de  que  la  conjugación  sea  un  automorfismo  implica  inmediatamente 
la  tercera  de  las  propiedades  siguientes.  Las  otras  dos  son  válidas  para  cualquier 
norma  derivada  de  un  producto  escalar: 

1.  |g|  >  0  y  |qj  =  0  si  y  sólo  si  q  =  0. 

2.  \qi  +q2\  <  M  +  M- 

3-  |gig2|  =  MM- 

Ahora  es  inmediato  que  H  es  un  anillo  de  división,  es  decir,  que  todo  q  G  H 
no  nulo  tiene  un  inverso  para  el  producto.  Basta  observar  que  dicho  inverso  es 


Sin  embargo,  no  es  un  cuerpo,  porque  ij  =  k  =  —ji  (como  se  comprueba 
inmediatamente  a  través  de  la  representación  matricial). 

Más  precisamente,  es  fácil  ver  que  si  restringimos  el  producto  de  H  al  con¬ 
junto  Q  =  {±1,  ±i,  ±j,  ±k}  obtenemos  una  estructura  de  grupo  no  abeliano 
que  por  [AL  6.42]  es  isomorfo  al  grupo  cuaternio  Q$,  ya  que  la  única  alternativa 
seria  que  fuera  isomorfo  al  grupo  diédrico  £>§,  pero  no  es  el  caso,  porque  no 
tiene  más  que  un  elemento  de  orden  2  (el  —1). 

El  teorema  siguiente  es  ahora  inmediato: 

Teorema  5.10  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  pitagórico,  entonces  el  anillo  de 
división  H  de  los  cuaternios  sobre  R  está  determinado  salvo  isomorfismo  por 
el  hecho  de  que  sus  elementos  se  expresan  de  forma  única  como  q  =  a  +  bi  + 
cz  +  dk  con  a,b,c,d  G  R  y  que  el  producto  en  el  conjunto  Q  =  {±1,  ±i,  ±j,  ±/c} 
determina  una  estructura  de  grupo  de  tipo  Qs- 


=  j2  =  k2  = 


Explícitamente : 


-1, 
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y  al  multiplicar  dos  de  los  tres  elementos  i,  j,  k  se  obtiene  el  tercero  si  el  producto 
se  hace  en  el  sentido  que  indican  las  flechas: 


y  el  tercero  cambiado  de  signo  si  se  hace  en  sentido  contrario,  es  decir: 
ij  =  k,  jk  =  i,  ki  =  j,  ji  =  -kf  kj  =  -i,  ik  =  -j. 

Esto  basta  para  calcular  explícitamente  cualquier  producto  de  cuaternios, 
aunque  en  muchas  ocasiones  puede  ser  más  conveniente  la  representación  ma¬ 
tricial  que  hemos  dado  para  los  cuaternios.  En  particular  tenemos  una  nueva 
representación  matricial  dei  grupo  Qs  distinta  de  la  que  hemos  dado  para  intro- 
ducirlo  en  [AL],  a  saber,  Qs  es  isomorfo  al  subgrupo  generado  en  Mat2(C)  por 
las  matrices 


Polinomios  con  infinitas  raíces  Los  anillos  de  cuaternios  muestran  que  el 
hecho  de  que  todo  polinomio  en  un  cuerpo  tiene  a  lo  sumo  tantas  raíces  como 
indica  su  grado  depende  esencialmente  de  la  comnutatividad  dei  cuerpo.  En 
efecto,  todo  cuaternio  de  la  forma  q  =  bi  +  cj  +  dk  con  |g|  =  1  curnple  q  =  —q, 
luego  q2  =  —qq  =  —  1,  luego  es  raiz  dei  polinomio  ar  +  1.  Es  claro  entonces 
que  este  polinomio  tiene  infinitas  soluciones  en  H,  por  ejemplo,  todas  las  de  la 
forma  bi  +  y/l  —  b2  j,  con  —1  <  b  <  1.  ■ 

Sumas  de  cuatro  cuadrados  En  este  apartado  consideremos  el  anillo  de 
cuaternios  sobre  el  cuerpo  Q  de  los  números  racionales,  y  en  consideremos 

Hz  =  {a  +  bi  +  cj  +  dk  \  a,b,c,d  £  Z}, 

que  claramente  es  un  subanillo.  Entonces,  es  obvio  que  un  número  natural  n  es 
suma  de  cuatro  cuadrados  si  y  sólo  si  n  =  |g|2,  para  un  cierto  q  €  Hz-  Ahora  es 
inmediato  el  hecho  siguiente: 

Si  dos  números  naturales  son  suma  de  cuatro  cuadrados,  su  producto 
también  lo  es. 

En  efecto,  si  m  =  \q\2  y  n  =  \q'\2,  para  ciertos  q,  q'  £  Hz,  entonces  qq'  £  Hz 
y  \qq'\2  =  \q\2W\2  =  mn. 

Este  hecho  se  utiliza  en  la  demostración  dei  teorema  de  Lagrange,  según  el 
cual,  de  hecho,  todo  número  natural  puede  expresarse  como  suma  de  cuatro 
cuadrados  (véase  [AL,  teorema  4.2]).  ■ 
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5.4  La  geometria  de  los  cuaternios 

En  toda  esta  sección  R  será  un  cuerpo  ordenado  pitagórico  y  H  el  anillo 
de  división  de  los  cuaternios  sobre  R.  Aunque  H  es  un  espacio  vectorial  de 
dimensión  4  sobre  R ,  en  realidad  “está  pensado”  para  estudiar  la  geometria 
tridimensional  de  i?,  pues  de  los  cuatro  elementos  de  la  base  canónica,  1,  i,  j,  k,  el 
primero  tiene  un  comportamiento  distinto  al  de  los  otros  tres.  Por  ello  conviene 
introducir  las  definiciones  siguientes: 

Defiiiición  5.11  Llamaremos  E  al  subespacio  vectorial  de  H  generado  por  los 
vectores  i,j,k,  de  modo  que  todo  cuaternio  q  £  H  se  expresa  de  forma  única 
como 

q  =  r  +  v  =  r  +  xi  +  yj  +  zk,  con  r  £  R,  v  £  E. 

Diremos  que  r  es  la  parte  escalar  de  q,  mientras  que  v  es  su  parte  vectorial.  A 
los  elementos  de  E  lo  llamaremos  vectores  o  cuaternios  puros.  A  los  elementos 
de  R  los  llamaremos  escalares. 

Consideraremos  a  E  como  espacio  euclídeo  con  el  producto  escalar  respecto 
al  que  la  base  canónica  i,j,  k  es  ortonormal  (que  no  es  sino  la  restricción  dei 
producto  escalar  de  H).  Usaremos  la  notación  q  ■  q'  para  referimos  al  producto 
escalar  de  dos  cuaternios,  mientras  que  qq'  será  el  producto  de  la  estructura  de 
anillo  de  división.  Por  ejemplo,  i  ■  j  =  0,  mientras  que  ij  =  k. 

El  producto  vectorial  Observemos  la  expresión  explícita  para  el  producto 
de  dos  vectores: 


vv1  =  (xi  +  yj  +  zk)(x'i  +  y'j  +  z'k)  =  —xx'  —  yy'  —  zz' 

+(yz'  —  zy')i  —  (x'z  —  xz')j  +  (xy'  —  x'y)k. 

Vemos  que  la  parte  escalar  dei  producto  es  —  v  ■  v' .  Conviene  dar  nombre  a 
la  parte  vectorial: 

El  producto  vectorial  de  dos  vectores  v  =  xi  +  yj  +  zk  y  v1  =  x'i  +  y’j  +  z'k 
se  define  como6 

v  x  vf  =  (yz1  —  zy')i  —  (x1 z  —  xz')j  +  (xy'  —  x'y)k. 

De  este  modo,  concluimos  cjue 


vv1  =  —v  ■  v1  +  vxv'.  (5.3) 

Así  pues,  el  producto  escalar  de  dos  vectores  nos  da  la  parte  escalar  dei  pro¬ 
ducto  (cambiada  de  signo)  y  el  producto  vectorial  nos  da  la  parte  vectorial.  El 

®En  términos  de  determinantes,  esta  definición  puede  expresarse  así: 

*  3  k 

x  y  z 
x'  y'  z' 


V  X.  V 


5.4.  La  geometria  de  los  cuaternios 


165 


producto  escalar  ya  lo  conocemos,  así  que  vamos  a  estudiar  el  producto  vectorial. 
De  la  propia  definición  se  sigue  inmediatamente  que  es  anticonmutativo: 

V  X  if  =  —V  X  V. 


Despejando  en  (5.3)  obtenemos  que 

v  x  v1  =  vlf  +  v  ■  v . 

De  aqui  se  sigue  trivialmente  que  el  producto  vectorial  es  bilineal: 

(u  +  v)xw  =  uxw  +  vxw,  üx(v  +  w)  =  uxv  +  uxw, 

(ru)  x  v  =  r(ü  x  v)  =  ü  x  ( rv ). 

Además,  teniendo  en  cuenta  que  v  =  —  v,  vemos  también  que 

V  X  V  =  —v(  —  v)  +  V  ■  v  =  —  |u|2  +  \v\2  =  0. 

Más  en  general,  dos  vectores  linealmente  dependientes  tiene  producto  vec¬ 
torial  nulo.  Enseguida  veremos  que  el  recíproco  también  es  cierto. 

De  (5.3)  se  sigue  que,  para  vectores  ortogonales,  el  producto  vectorial  coin¬ 
cide  con  el  producto.  En  particular  i  x  j  =  k,  etc. 

Es  importante  tener  presente  que  el  producto  escalar  no  es  asociativo.  Por 
ejemplo, 

(i  xj)xj  =  kxj  =  —i,  i  x  (j  x  j)  =  i  x  0  =  0. 

No  obstante,  la  asociatividad  dei  producto  de  H  nos  da  una  relación  de 
interés: 

u(vw)  =  ü(—v-w  +  vxw)  =  —(v-w)Ü+ü(vxw) 

=  —  u  ■  (v  x  w)  +  ü  x  (v  x  w)  —  (v  ■  w)u. 

(uv)w  =  —  (u  x  v)  ■  w  +  (u  x  v)  X  w  —  (ü  ■  v)w. 

Al  igualar  las  partes  reales  queda  u  ■  (v  x  w)  =  w  ■  (u  x  v),  e  intercambiando 
los  papeies  de  los  vectores  podemos  anadir  una  segunda  identidad: 

u  ■  (v  x  w)  =  v  ■  (w  x  u)  =  w  ■  (u  x  v). 

En  otros  términos,  en  un  producto  mixto  de  la  forma  u  ■  (v  x  w )  podemos 
permutar  ciclicamente  los  vectores  sin  alterar  el  resultado  (si  la  permutación  no 
es  cíclica  se  cambia  el  signo). 

Con  esto  ya  estamos  en  condiciones  de  interpretar  geométricamente  el  pro¬ 
ducto  vectorial.  En  primer  lugar  observamos  que 

v  ■  (v  x  w)  =  w  •  (v  x  v)  =  0,  w  ■  (v  x  w)  =  v  ■  (w  x  w)  =  0, 
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luego  si  v  y  w  son  vectores  no  nulos,  el  vector  v  x  w  es  ortogonal  a  ambos.  Esto 
determina  su  dirección.  Por  otra  parte,  de  (5.3)  se  sigue  que 

I  — *  —*t  1 2  /  — *  \  2  I  I  -*  —*i  1 2 

|  =  (V  ■  V  )  +  \V  X  V  I  , 


luego 

|u  x  x?  |2  =  |íT|2|'í/|2  —  |?7|2|'i/|2  cos(i?,  ú7)  =  |u|2|í/|2  sen(F, ú7), 
y  en  definitiva: 

Teorema  5.12  Si  v  y  w  son  dos  vectores  no  nulos,  entonces  vxw  es  un  vector 
ortogonal  a  ambos  de  módulo 

\vxw\  =  |t?||«?|  sen(u,  w). 


Nota  Observemos  que  en  realidad,  si  u  y  w  son  linealmente  independientes, 
existen  dos  vectores  ortogonales  a  v  y  w  con  el  módulo  indicado,  es  decir,  el 
teorema  anterior  determina  la  dirección  y  el  módulo  de  v  x  w,  pero  no  su  sentido. 
Cuando  discutamos  el  concepto  de  “orientación” ,  en  la  sección  7.6,  veremos  que 
el  sentido  de  v  x  w  es  el  que  hace  que  la  base  v,w,v  x  w  tenga  la  misma 
orientación  que  i,j ,  k.  ■ 

Veamos  una  última  propiedad  dei  producto  vectorial: 

Teorema  5.13  (Fórmula  de  Lagrange) 

U  X  (v  x  w)  =  (u  ■  w)  v  —  (u  ■  v)  w. 

DemostraciÓN :  Los  dos  miembros  son  lineales  en  ü,v,w,  por  lo  que  ex- 
presando  cada  vector  como  combinación  lineal  de  los  vectores  i,j,k  y  desarro- 
llando  ambos  miembros,  basta  probar  que  la  igualdad  se  cumple  cuando  las 
tres  variables  u,  v,  w  toman  valores  i,j ,  k  (con  lo  que  en  particular  son  una  base 
ortonormal).  Esto  en  principio  nos  deja  27  casos  que  comprobar.  Ahora  bien, 
si  v  =  w  o  los  tres  vectores  son  distintos  dos  a  dos,  ambos  miembros  valen  0, 
luego  podemos  suponer  que  v  ^  w  y  cjue  u  coincide  con  uno  de  los  dos.  Por 
último,  también  es  claro  que  si  intercambiamos  v  y  w  ambos  miembros  cambian 
de  signo,  luego  basta  probar  el  caso 


w  x  (v  x  w)  =  v, 


donde  v,  w  £  {i,  j,  k}  son  distintos  dos  a  dos.  Ahora  bien,  el  producto  vectorial 
de  vectores  ortogonales  coincide  con  el  producto  de  H ,  luego 

w  x  (v  x  w)  =  wvw  =  —wwv  =  v . 
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Giros  tridimensionales  Veamos  ahora  que  cada  cuaternio  determina  un  giro 
en  E.  Para  ello  conviene  observar  que  existe  un  análogo  para  cuaternios  de  la 
forma  polar  de  un  número  complejo: 

Si  q  =  r  +  v  £  H  tiene  módulo  1,  entonces  \q\2  =  r2  +  \v\2  =  1,  luego  existe 
un  ângulo  0  <  a  <  tt  tal  que  r  =  cosa,  |u|  =  sen  a  (notemos  que  |t7|  >  0,  luego 
tiene  que  ser  a  <  tt).  Así  pues: 

q  =  cos  a  +  sen  a  u , 

donde  \u\  =  1.  En  general,  todo  cuaternio  no  nulo  puede  expresarse  en  la  forma 

q  =  p{  cosa  +  sen  a  tt), 

donde  p  =  |g|  y  |tt|  =  1  (para  cualquier  ângulo  a).  El  vector  tt  está  determinado 
por  q  salvo  un  signo,  porque  q  admite  una  representación  alternativa  cambiando 
ü  por  — tt  y  a  por  —a. 

Sea  H i  el  grupo  multiplicativo  de  los  cuaternios  de  módulo  1  y  veamos  que 
Hi  actúa  sobre  E  por  conjugación,  es  decir,  que  si  q  €  H\  y  v  €  E,  entonces 

vq  =  g_1u  q  €  Ê. 

Para  ello  observamos  que  el  inverso  de  un  cuaternio  de  módulo  1  es  su 
conjugado,  luego  en  forma  polar  tenemos: 

q  =  cos  a  +  sen  aS,  q1=  cos  a  —  sen  a  Ü. 

Como  v  puede  descomponerse  en  suma  de  un  múltiplo  de  u  y  de  un  vector 
ortogonal  a  u,  basta  probar  que  vq  €  E  en  estos  dos  casos.  En  el  primero, 
teniendo  en  cuenta  que  u  u  =  —  \u\2  =  —1,  tenemos  que 

üq  =  (cosa  tt  +  sen  a)  (cos  a  +  senaít)  = 

cos2  a  +  sen  a  cos  a  —  sen  a  cos  a  +  sen2  a  ü  =  u  £  E. 

Ahora  suponemos  que  u  ■  v  =  0.  Entonces 

vq  =  (cosav  —  sen  au  x  u)(cosa  +  sen  a  u )  = 

cos2  aí-  sen  a  cos  a  u  x  v  +  sen  a  cos  aíxí  -  sen2  a  (tt  x  v)  x  u . 

Por  la  fórmula  de  Legendre: 

(u  x  v)  x  u  =  —ü  x  (tt  xv)=v, 

luego  queda 

v  q  =  (cos2  a  —  sen2  a)  v  +  2  sen  a  cos  a  (tT  x  tt) 

=  cos  2a  v  +  sen  2a  (v  x  u)  £  E. 
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Nota  En  realidad  vq  €  E  para  todo  q,  sin  suponer  que  sea  unitário,  pues 
si  p  ^  0  tenemos  que  vpq  =  vq,  pero  precisamente  por  esto  no  perdemos 
generalidad  si  consideramos  únicamente  conjugaciones  por  cuaternios  unitários. 

■ 

Si  llamamos  Gq  :  E  — ►  £  a  la  conjugación  por  g,  tenemos  que  es  una 
isometría  lineal  en  E,  pues  obviamente  es  lineal,  y  biyectiva  (su  inversa  es  Gq- 1 ), 

\Gq(v)\  =  \<F*vq\  =  krV||g|  =  |t7|. 

Esto  implica  que,  como  biyección  afín,  es  una  isometría,  luego  es  una  isometría 
lineal.  Más  precisamente,  podemos  tomar  un  vector  unitário  v  ortogonal  a  u, 
y  entonces  v,  u  x  v,  ü  forman  una  base  ortonormal  de  E,  respecto  a  la  cual,  la 
matriz  de  Gq  es  de  la  forma 


(cos 2a  —sen 2a  0  \ 

sen  2a  cos  2a  0  . 

0  0  1/ 

En  efecto,  nos  falta  calcular  la  segunda  fila,  pero,  usando  la  fórmula  de 
Lagrange: 

Gq{ü  x  v)  =  cos  2a  (u  x  v)  +  sen  2a  (u  x  v)  x  u  =  cos  2a  (Sxf)|  sen  2a  ü. 


Definición  5.14  Si  E  es  un  espado  euclídeo  de  dimensión  3,  un  giro  en  E  es 
una  isometría  G  :  E  — >  E  que  tenga  un  punto  fijo  O  y  que,  respecto  a  un  cierto 
sistema  de  referencia  ortonormal  (0;v i,V2,V3)  su  matriz  sea  de  la  forma 


Ma 


cos  a  sen  a  0 
—  sen  a  cos  a  0 
0  0  1 


para  un  cierto  ângulo  a. 

Es  claro  que  M0  es  la  identidad.  Para  ângulos  a  ^  0  (módulo  27t)  tenemos 
que  los  puntos  fijos  de  G  son  exactamente  los  de  la  recta  r  =  O  +  (Ü3),  que 
recibe  el  nombre  de  eje  dei  giro.  La  restricción  de  G  a  cualquier  plano  ortogonal 
al  eje  de  giro  es  claramente  un  giro  de  ângulo  a  (y  centro  la  intersección  dei  eje 
con  el  plano),  en  el  sentido  de  4.38.  Como  en  el  caso  bidimensional,  el  ângulo 
de  giro  está  determinado  salvo  el  signo,  en  el  sentido  de  que  un  giro  de  ângulo  a 
respecto  de  una  base  tiene  ângulo  —a  respecto  de  la  base  que  resulta  de  cambiar 
el  signo  a  uno  de  sus  vectores. 

Es  claro  que  la  matriz  de  un  giro  tiene  la  forma  indicada  en  la  definición 
exactamente  respecto  de  aquellas  bases  ortonormales  cuyo  tercer  vector  tiene  la 
dirección  dei  eje  de  giro. 

En  estos  términos  hemos  probado  que  si  q  =  cosa  +  senau  £  H±,  entonces 
Gq  :  E  — >  E  es  un  giro,  que  es  trivial  (la  identidad)  cuando  q  =  ±1  y  tiene  por 
eje  la  recta  (u)  en  caso  contrario.  Concretamente,  si  fijamos  un  vector  unitário 
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v  ortogonal  a  ü,  tenemos  que  Gq  es  un  giro  de  ângulo  —2 a  respecto  de  la  base 
v,  u  x  v,  u,  y  como  siempre  podemos  tomar  un  q  £  H i  con  parte  real  cos(a/2) 
y  parte  vectorial  en  la  dirección  de  cualquier  recta  prefijada  que  pase  por  el 
origen,  concluimos  que  todo  giro  de  E  de  centro  el  origen  es  de  la  forma  Gq, 
para  cierto  q  £  H±. 

De  aqui  deducimos  un  hecho  que  no  es  inmediato: 

Si  E  es  un  espado  euclídeo  tridimensional ,  el  conjunto  de  todos  los 
giros  en  E  cuyo  eje  pasa  por  un  mismo  punto  O  es  un  grupo  con  la 
composición  de  aplicaciones. 

En  efecto,  no  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  el  espado  es  el  espado 
E  de  los  cuaternios  vectoriales  y  que  O  es  el  vector  nulo.  Entonces  todo  giro  es 
de  la  forma  Gq ,  para  q  €  H±,  y  Gq  o  Gq'  =  Gqq',  mientras  que  G^1  =  Gq- 1. 

Más  aún,  lo  que  tenemos  es  que  si  9  es  el  grupo  de  todos  los  giros  de  E 
cuyo  eje  pasa  por  O,  entonces  G  :  H\  — >  9  es  un  epimorfismo  de  grupos,  cuyo 
núcleo  es  {±1},  luego  9  —  iíi/{±l}. 


Capítulo  VI 

Construcciones  con  regia  y 
compás 


La  regia  y  el  compás  son  los  dos  instrumentos  clásicos  para  trazar  figuras 
geométricas:  la  regia  permite  trazar  rectas  y  el  compás  circunferências.  A  me- 
nudo  hemos  presentado  figuras  que  ilustraban  los  resultados  y  los  argumentos 
que  hemos  ido  mostrando,  y  esto  plantea  el  problema  de  si  una  figura  dada  (que 
conste  únicamente  de  puntos,  rectas  y  circunferências  o  de  sus  divisiones:  se- 
mirrectas,  segmentos,  arcos,  etc.)  puede  construirse  usando  únicamente  la  regia 
y  el  compás.  Así,  no  es  lo  mismo  definir  los  conceptos  de  “paralela”,  “perpen¬ 
dicular”,  “triângulo  equilátero”,  “cuadrado”,  etc.,  que  determinar  cómo  puede 
construirse  con  regia  y  compás  la  paralela  a  una  recta  dada  por  un  punto  dado,  o 
la  perpendicular  a  una  recta  dada  por  un  punto  dado,  o  un  triângulo  equilátero, 
o  un  cuadrado,  etc.  Más  aún,  veremos  que  no  todas  las  figuras  cuya  existência  se 
puede  demostrar  (según  de  qué  axiomas  o  de  qué  cuerpo  de  escalares  partamos) 
son  constructibles  con  regia  y  compás. 

Veremos  además  que  el  estúdio  de  la  constructibilidad  con  regia  y  compás, 
junto  con  algunas  variantes  más  fuertes  o  más  débiles,  nos  permitirá  profundizar 
en  la  relación  entre  la  geometria  y  el  álgebra  subyacente  o,  en  otros  términos, 
entre  la  geometria  sintética  y  la  geometria  analítica. 


6.1  Constructibilidad 

Empezamos  dando  una  definición  precisa  de  lo  que  se  entiende  por  construc- 
tibilidad  con  regia  y  compás.  Como  en  la  definición  va  a  ser  fundamental  la 
posibilidad  de  cortar  rectas  con  circunferências  y  circunferências  con  circunfe¬ 
rências,  tenemos  que  considerar  planos  euclídeos  que  satisfagan  el  axioma  de  las 
circunferências,  es  decir,  planos  sobre  cuerpos  euclídeos. 

Toda  construcción  necesita  partir  de  algunos  puntos  dados  de  antemano. 
Una  vez  fijados  estos  puntos  de  partida,  las  únicas  operaciones  lícitas  consisten 
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en  usar  la  regia  para  trazar  rectas  que  pasen  por  un  par  de  puntos  ya  cons- 
truidos,  usar  el  compás  para  trazar  circunferências  con  centro  ya  construido  y 
radio  igual  a  la  distancia  entre  dos  puntos  ya  construidos  y  considerar  como 
nuevos  puntos  construidos  aquellos  que  aparezcan  en  la  intersección  de  dos  rec¬ 
tas,  dos  circunferências  o  una  recta  y  una  circunferência  ya  construidas.  Más 
concretamente : 

Definición  6.1  Sea  E  un  plano  euclídeo  (sobre  un  cuerpo  euclídeo  R)  y  P  un 
conjunto  de  puntos  de  E.  Diremos  que  un  punto  P  £  E  es  constructible  (con 
regia  y  compás)  a  partir  de  T  si  existe  una  sucesión  finita  de  puntos  P\, . . . ,  Pn 
tal  que  P  =  Pn  y  cada  Pi  cumpla  una  de  las  condiciones  siguientes: 

í.  p  e  r. 

2.  Pi  es  la  intersección  de  dos  rectas  que  pasan  cada  una  por  dos  puntos 
prévios. 

3.  Pi  es  está  en  la  intersección  de  una  recta  que  pasa  por  dos  puntos  prévios 
y  una  circunferência  cuyo  centro  es  un  punto  prévio  y  cuyo  radio  es  la 
distancia  entre  dos  puntos  prévios. 

4.  Pi  está  en  la  intersección  de  dos  circunferências  con  centro  en  dos  puntos 
prévios  y  rádios  que  sean  las  distancias  entre  dos  pares  de  puntos  prévios. 

Diremos  que  una  recta  es  constructible  a  partir  de  T  si  pasa  por  dos  puntos 
constructibles  a  partir  de  T,  y  que  una  circunferência  es  constructible  a  partir 
de  r  si  su  centro  es  constructible  a  partir  de  T  y  su  radio  es  la  distancia  entre 
dos  puntos  constructibles  a  partir  de  T. 

Una  construcción  con  regia  y  compás  es  cualquier  sucesión  Pi,...,Pn  que 
cumpla  las  condiciones  de  la  definición  anterior.  Observemos  que  si  P  y  Q  son 
constructibles  a  partir  de  T  y  P\, . . . ,  Pn  y  Qi, . . . ,  Qm  son  construcciones  de  P  y 
Q  respectivamente,  entonces  la  sucesión  Pi, . . . ,  Pni  Q i, . . . ,  Qm  es  también  una 
construcción.  Más  en  general,  cualquier  conjunto  finito  de  puntos  constructibles 
puede  incluirse  en  una  misma  construcción,  de  donde  se  sigue  que  los  puntos  de 
intersección  entre  dos  rectas  constructibles,  dos  circunferências  constructibles  o 
una  recta  y  una  circunferência  constructibles  son  también  constructibles. 

A  partir  de  aqui  el  lector  puede  deducir  las  definiciones  obvias  de  cuándo  se 
consideran  construidas  otras  figuras  geométricas.  Por  ejemplo,  una  semirrecta 
es  constructible  si  lo  es  su  extremo  y  la  recta  que  la  contiene,  un  segmento 
es  constructible  si  lo  son  sus  extremos,  un  ângulo  es  constructible  si  lo  son  su 
vértice  y  sus  lados,  etc. 

Veamos  algunos  ejemplos  de  construcciones  elementales: 

Mediatriz  de  un  segmento  dado  Tomando  como  datos  los  extremos  de 
un  segmento  AB,  para  construir  su  mediatriz  procedemos  dei  modo  siguiente: 
trazamos  las  circunferências  de  centros  Ay  B  y  radio  AB.  Estas  se  cortarán  en 
dos  puntos  P  y  Q  equidistantes  de  A  y  B.  La  recta  que  pasa  por  P  y  Q  es  la 
mediatriz  buscada.  ■ 
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Perpendicular  a  una  recta  Para  trazar  la  perpen¬ 
dicular  a  una  recta  por  un  punto  O  dado  sobre  cila  se 
traza  una  circunferência  de  centro  O  y  cualquier  radio 
constructible,  que  cortará  a  la  recta  en  dos  puntos  A  y 
B.  La  perpendicular  buscada  es  la  mediatriz  dei  seg¬ 
mento  AB. 

Para  obtener  la  perpendicular  a  una  recta  por  un 
punto  exterior  P  se  toma  un  punto  A  en  la  recta  y  se 
traza  la  circunferência  de  centro  P  y  radio  A,  que  cortará 
a  la  recta  en  otro  punto  B.  La  perpendicular  buscada  es 
la  mediatriz  dei  segmento  AB  m 


P 


Paralela  a  una  recta  Para  trazar  la  paralela  a  una  recta  r  por  un  punto 
exterior  P  se  traza  la  perpendicular  a  r  por  P,  llamémosla  s,  y  luego  la  perpen¬ 
dicular  a  s  por  P. 


Bisectriz  de  un  ângulo  Para  trazar  la  bisectriz 
de  un  ângulo  dado  se  traza  una  circunferência  con 
centro  en  su  vértice  y  cualquier  radio  constructible. 
Esta  cortará  a  los  lados  en  dos  puntos  Ay  B.  La 
bisectriz  buscada  es  la  mediatriz  de  AB.  » 


División  de  un  segmento  Para  dividir  un 
segmento  AB  en  n  partes  iguales  trazamos 
cualquier  recta  constructible  que  pase  por  A 
y  que  sea  no  contenga  a  B.  Con  el  compás 
marcamos  n  puntos  equidistantes  A  =  Ao, 

Ai, ... ,  An.  Unimos  An  con  B  y  trazamos  pa¬ 
ralelas  a  esta  recta  que  pasen  por  los  puntos 
A.j.  Por  el  teorema  de  Tales,  los  cortes  de  estas  rectas  con  AB  dividen  el  seg¬ 
mento  en  partes  iguales.  ■ 


Es  inmediato  que  a  partir  dei  conjunto  vacío  no  es  posible  construir  nada, 
y  a  partir  de  un  conjunto  con  un  solo  punto  sólo  es  constructible  dicho  punto. 
Por  lo  tanto,  se  necesita  un  mínimo  de  dos  puntos  para  iniciar  cualquier  cons- 
trucción  no  trivial.  Si  marcamos  arbitrariamente  dos  puntos  Pq  y  P\  en  un  plano 
euclídeo,  podemos  fijar  un  sistema  de  referencia  ortonormal  respecto  al  que  sus 
coordenadas  sean  (0,0)  y  (1,0),  y  es  claro  entonces  que  un  punto  P(x,y)  será 
constructible  respecto  de  Po,  Pi  si  y  sólo  si  {x,  y)  es  constructible  en  R 2  respecto 
de  (0,0)  y  (1,0).  Así  pues,  considerar  a  estos  dos  puntos  como  constructibles 
no  supone  realmente  ninguna  pérdida  de  generalidad. 


Definición  6.2  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  euclídeo,  llamaremos  Cr  al  con¬ 
junto  de  puntos  de  R2  constructibles  con  regia  y  compás  a  partir  de  los  puntos 
(0,0)  y  (1,0). 
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Consideraremos  a  C  =  R2  con  la  estructura  de  cuerpo  usual,  de  modo  que 
R  se  identifica  con  los  puntos  de  la  forma  (r,  0),  con  r  €  R  y  de  modo  que 
C  =  con  i2  =  — 1. 

En  particular,  así  R  C  C  y  podemos  considerar  el  conjunto  Rrc  =  Cr  fl  R 
formado  por  los  puntos  de  R  (dei  eje  real  de  C)  constructibles  con  regia  y 
compás. 

Teorema  6.3  Un  punto  z  €  C  es  constructible  con  regia  y  compás  si  y  sólo  si 
lo  son  su  parte  real  e  imaginaria. 

DemostraciÓN :  Notemos  en  primer  lugar  que  el  eje  real  es  constructible, 
pues  0  y  1  son  puntos  constructibles  por  definición,  luego  el  eje  imaginário 
también  lo  es,  ya  que  es  perpendicular  al  eje  real  por  un  punto  constructible 
(por  el  0). 

Si  x  e  y  son  constructibles,  la  circunferência  de  centro  0  y  radio  y  corta  al 
eje  imaginário  en  yi ,  que  es,  por  lo  tanto,  constructible,  y  trazando  paralelas  a 
los  ejes  por  los  puntos  x  e  yi  obtenemos  como  intersección  el  punto  x  +  yi,  que 
es,  por  consiguiente,  constructible. 

Recíprocamente,  si  x  +  yi  es  constructible,  las  paralelas  a  los  ejes  por  dicho 
punto  cortan  a  éstos  en  los  puntos  x,  yi,  que  también  son  constructibles,  y  la 
circunferência  de  centro  0  y  radio  yi  corta  al  eje  real  en  y,  que  por  consiguiente 
también  es  constructible.  ■ 

En  otros  términos,  el  teorema  anterior  afirma  que  Gr  =  R%c. 

El  teorema  siguiente  explica  por  qué  nos  liemos  interesado  por  la  estructura 
de  cuerpo  de  los  planos  euclídeos: 

Teorema  6.4  Si  R  es  un  cuerpo  euclídeo  y  C  =  R[i],  el  conjunto  Gr  de  elemen¬ 
tos  de  C  constructibles  con  regia  y  compás  es  un  subcuerpo  de  C  y  Rrc  =  CrHR 
es  un  cuerpo  ordenado  euclídeo.  Además  Cr  =  Rrc[i). 

DemostraciÓN:  Veamos  en  primer  lugar  que  Rrc  es  un  subcuerpo  de  R. 
Sean  a,b  €  Rrc.  Si  6  =  0,  entonces  a  —  b  =  a  €  Rrc.  En  otro  caso,  la 
circunferência  de  centro  a  y  radio  |ò|  es  constructible  y  corta  al  eje  real  en  a  +  b 
y  a  —  b,  luego  a  —  b  £  Rrc.  Vemos  así  que  Rrc  es  un  subgrupo  aditivo  de  R. 

Ahora  supongamos  que  b  0  y  veamos  que 
aò-1  €  Rrc,  lo  que  probará  que  es  un  sub¬ 
cuerpo.  Podemos  suponer  que  a,b  >  0.  Usando 
las  construcciones  que  hemos  visto  antes  es  claro 
que  todos  los  puntos  marcados  en  la  figura  son 
constructibles.  Además,  la  distancia  de  z  a  1  es 
tan  a  =  ab~ 1. 

Dados  z\  y  Z2  en  Gr,  tenemos  que  sus  partes  reales  e  imaginarias  son  cons¬ 
tructibles,  de  donde  se  sigue  fácilmente,  aplicando  la  parte  ya  probada,  que  las 
partes  reales  e  imaginarias  de  z\  —  z-i  y  Z\Z^  (si  z^  ^  0)  son  constructibles, 
luego  también  lo  son  estos  números,  luego  Cr  es  un  cuerpo. 
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Falta  probar  que  si  a  €  Rrc  y  a  >  0,  entonces 
y/a  G  Rrc ■  Sea  P  el  punto  medio  entre  ai  y  —  i 
(que  se  obtiene  de  la  bisectriz  dei  segmento).  La 
circunferência  de  centro  P  que  pasa  por  —  i  corta  al 
eje  real  en  dos  puntos  ±x.  La  potência  de  0  respecto 
a  esta  circunferência  (en  módulo)  es  por  una  parte 
x 2  y  por  otra  parte  a,  luego  x  =  y/ã.  m 

En  particular  todos  los  números  racionales  son 
constructibles,  pues  Q  es  el  menor  cuerpo  contenido 
en  C,  pero  también  es  fácil  dar  una  prueba  directa  de  la  constructibilidad  de 
los  números  racionales.  Como  Cr  =  Rrc\i\ ,  el  teorema  5.2  nos  da  que  todo 
elemento  de  Cr  tiene  raiz  cuadrada  en  Cr. 

Seguidamente  damos  una  caracterización  puramente  algebraica  de  la  cons¬ 
tructibilidad: 

Teorema  6.5  Sea  R  un  cuerpo  ordenado  euclídeo.  Un  z  €  R  está  en  Rrc  si  y 
sólo  si  existe  una  cadena  de  cuerpos 

Q  =  K0CK1C---C  Kn  c  R 

de  modo  que  \Kj+i  :  Kj\  =  2  y  z  G  Kn. 

DemostraciÓN:  Sea  Zi, . . . ,  zn  =  z  una  construcción  de  z  y  vamos  a  cons¬ 
truir  una  sucesión  de  cuerpos  en  las  condiciones  dei  enunciado  de  modo  que 
cada  cuerpo  Kj  contenga  la  parte  real  y  la  parte  imaginaria  de  Zj.  Razonando 
inductivamente,  basta  probar  que  si  un  cuerpo  K  contiene  las  partes  reales  e 
imaginarias  de  los  puntos  anteriores  a  Zj  entonces  las  partes  real  e  imaginaria 
de  Zj  están  en  K  o  en  una  extensión  cuadrática  de  K. 

Pongamos  que  Zj  =  x  +  yi.  Si  Zj  =  0, 1  entonces  trivialmente  Zj  G  K. 
Supongamos  que  Zj  es  la  intersección  de  dos  rectas  que  pasan  por  dos  puntos 
de  entre  los  anteriores,  en  particular  dos  puntos  con  coordenadas  en  K.  Dados 
dos  puntos  (a,  b )  y  (c,  d)  en  K 2,  sabemos  que  la  ecuación  lineal 

(d  —  b){x  —  a)  =  (c  —  a){y  —  b ) 

corresponde  a  una  recta  en  A'2,  y  claramente  pasa  por  (a, 6)  y  (c, d),  luego 
es  la  ecuación  de  la  recta  que  pasa  por  los  dos  puntos  dados.  Al  operaria  se 
convierte  en  una  ecuación  Ax  +  By  =  C  con  coeficientes  en  K.  Tenemos,  pues, 
que  Zj  =  ( x ,  y )  es  la  solución  única  de  dos  ecuaciones  de  este  tipo,  y  al  resolver 
explícitamente  el  sistema  obtenemos  una  expresión  de  x  e  y  en  función  de  los 
coeficientes,  que  prueba  que  ambos  están  en  K. 

Supongamos  ahora  que  Zj  está  en  la  intersección  de  una  recta  que  pasa 
por  dos  puntos  de  K 2  y  una  circunferência  con  centro  K2  y  radio  r  igual  a  la 
distancia  entre  dos  puntos  de  K2.  Entonces  r2  G  K,  luego  tenemos  que  (x,y) 
satisface  las  ecuaciones 

Ax  +  By  =  C  ) 
x2  +  y2  +  ax  +  by  +  c  =  0  J 
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donde  todos  los  coeficientes  están  en  K.  Uno  de  los  coeficientes  A  o  B  ha  de 
ser  no  nulo.  Al  despejar  la  variable  correspondiente  en  la  primera  ecuación  y 
sustituirla  en  la  segunda  obtenemos  una  ecuación  de  segundo  grado  con  coefi¬ 
cientes  en  K  que  ha  de  tener  entre  sus  soluciones  una  de  las  coordenadas  de  Zj, 
luego  ésta  se  encuentra  en  una  extensión  de  K(y/ã)  de  K ,  donde  a  es  el  dis¬ 
criminante  de  la  ecuación,  que  está  en  K.  La  otra  coordenada  se  despeja  de  la 
primera  ecuación,  luego  está  también  en  K(y/ã).  Claramente  \K( y/ã)  :  K\  <  2. 

Por  último  suponemos  que  Zj  está  en  la  intersección  de  dos  circunferências 
constructibles  a  partir  de  los  puntos  anteriores.  Por  el  mismo  razonamiento  de 
antes,  sus  coordenadas  cumplen  dos  ecuaciones  de  la  forma 

x2  +  y2  +  a  x  +  b  y  +  c  =  0  1 
x2  +  y2  +  a!x  +  b'y  +  d  =  0  J 

con  los  coeficientes  en  K .  Restando  ambas  ecuaciones  obtenemos  la  ecuación 
(a  —  a)x  +  (b  —  b')y  +  c  —  d  =  0, 

que  también  es  satisfecha  por  las  coordenadas  de  Zj  y  cuyos  coeficientes  no 
pueden  ser  todos  nulos,  o  si  no  las  dos  circunferências  serían  la  misma.  En 
definitiva  tenemos  que  Zj  está  también  en  una  recta  cuya  ecuación  tiene  sus 
coeficientes  en  K  y  este  caso  se  reduce  al  anterior. 

Recíprocamente,  si  z  cumple  las  condiciones  dei  enunciado,  entonces  es  claro 
que  Kj+ 1  =  Kj(y/ã])  para  un  cierto  ay  £  Kj,  aij  >  0,  y  si  Kj  C  Rrc,  también 
yfõTj  £  Rro,  luego  Kj+ 1  C  Rrc-  Como  obviamente  Kq  C  Rrc,  concluimos  que 
Z  £  Kn  CZ  Rrc •  ■ 

A  partir  dei  teorema  anterior  es  fácil  probar  una  variante  para  números 
complejos: 

Teorema  6.6  Sea  R  un  cuerpo  ordenado  euclídeo.  Un  z  £  C  está  en  Cr  si  y 
sólo  si  existe  una  cadena  de  cuerpos 

Q  =  F0cF1C---CFncC 
de  modo  que  \Fj+i  :  Fj\  =  2  y  z  £  Fn. 

DemostraciÓN:  Si  2  £  Cfl,  entonces  su  parte  real  y  su  parte  imaginaria 
están  en  Rrc.  La  prueba  dei  teorema  anterior  muestra  que  podemos  obtener 
una  cadena  de  cuerpos  Q  =  K0  C  ■  ■  ■  C  Kn  C  R  de  modo  que  Kn  contenga 
la  parte  real  y  la  parte  imaginaria  de  2,  y  entonces  basta  tomar  la  cadena  de 
cuerpos 

Q  c  K0(i)  C  •  •  •  C  Kn(i)  c  C. 

Recíprocamente,  si  existe  una  cadena  en  las  condiciones  dei  enunciado,  es 
claro  que  Fj+ 1  -  F;  i(y/ãj)  para  un  cierto  oy  £  iy ,  y  si  se  cumple  Fj  C  Qr, 
también  yõy  £  Cr,  luego  Fj+ \  C  Cr.  Como  obviamente  Fq  C  Cr,  concluimos 
que  z  £  Fn  C  Cr.  m 

Ahora  tenemos  una  condición  necesaria  sencilla  para  que  un  número  sea 
constructible.  Notemos  que  es  muy  restrictiva: 
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Teorema  6.7  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  euclídeo  y  z  €  Cr,  entonces  z  es 
algebraico  sobre  Q  y  |Q(z)  :  Q|  es  potência  de  2. 

En  particular  el  teorema  anterior  afirma  que  la  extensión  6 r/Q  es  algebraica. 
Sucede  que  la  condición  |Q(2)  :  Q|  =  2n  no  es  suficiente  para  garantizar  que  z 
sea  constructible. 

El  teorema  siguiente  muestra  que,  esencialmente,  sólo  hay  un  cuerpo  de 
números  constructibles: 

Teorema  6.8  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  euclídeo,  entonces: 

1.  Rrc  es  el  menor  subcuerpo  euclídeo  de  R.  En  particular,  si  R  C  R'  son 
cuerpos  euclídeos,  entonces  Rrc  =  R!rc  y  Gr  =  Gr > . 

2.  La  extensión  Gr/Q  es  de  Galois. 

3.  Si  R  y  R'  son  dos  cuerpos  euclídeos  cualesquiera,  entonces  Rrc  =  R'rc  y 
Gr  =  Gr'  . 

DemostraciÓn:  1)  Sea  R'  c  R  un  cuerpo  euclídeo  y  sea  z  £  Rrc ■  Consi¬ 
deramos  una  sucesión  de  cuerpos 

Q  =  K0CK1C---C  Kn  c  R 

en  las  condiciones  dei  teorema  6.5  con  z  £  Kn.  Si  Kj  C  R' ,  como  claramente 
Kj+ 1  =  para  cierto  aj  £  Kj  C  R',  necesariamente  positivo  y  R'  es 

euclídeo,  resulta  que  K1+l  c  R' .  Así  2  £  Kn  c  R' ■ 

En  particular,  si  R  C  R' ,  el  menor  subcuerpo  euclídeo  de  R  es  también  el 
menor  subcuerpo  euclídeo  de  R' ,  luego  Rrc  =  R'rc,  y  por  consiguiente  también 
Gr  =  Rrc[i \  =  R'rc[A  =  Cü'. 

Vamos  a  probar  2)  para  R  =  R.  El  caso  general  se  deducirá  de  3).  Sabemos 
que  la  extensión  Cr/Q  es  algebraica,  y  obviamente  separable,  porque  los  cuerpos 
son  de  característica  0.  Falta  probar  que  si  2  £  Cr  y  p(x)  =  polmín(2,Q), 
entonces  p{x)  se  escinde  en  Cr  [ar].  Sabemos  que  se  escinde  en  C[ar],  luego  basta 
probar  que  toda  raiz  z'  de  p(x)  en  C  está  de  hecho  en  Cr. 

Sea  Q  =  F0  C  Fi  C  •  •  •  C  Fn  C  C  una  sucesión  en  las  condiciones  dei 
teorema  6.6  con  2  £  Fn  y  sea  K  la  clausura  normal  de  Fn  sobre  Q.  Entonces 
z'  £  K  y  existe  cr  £  G(K/ Q)  tal  que  a(z)  =  z' .  Claramente,  la  sucesión  de 
cuerpos  Q  =  cr[F0\  C  •••  C  cr[Fn]  C  K  C  C  cumple  las  condiciones  de  6.6  y 
prueba  que  z'  £  Cr. 

3)  Basta  probar  el  resultado  para  R!  =  R.  Como  Rrc/Q  es  algebraica,  el 
cuerpo  Rrc  es  numerable,  y  a  partir  de  una  enumeración  de  sus  elementos  es 
fácil  construir  una  sucesión  {zj}jL1  cjue  contenga  a  todos  los  elementos  de  Rrc 
y  de  modo  que  cada  sucesión  finita  {zj}/j=1  cumpla  las  condiciones  de  la  defini- 
ción  6.1.  El  argumento  dei  teorema  6.5  nos  da  entonces  una  sucesión  {Kj}JL0 
de  subcuerpos  de  R  tal  que 

OO 

Kq  =  Q,  Kj  C  Kj+ 1,  \Kj+1  :  Kj\  =  2,  Rrc  =  [J  Kj. 

3—0 
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Veamos  que  existe  una  sucesión  {<7j}“ L0  de  monomorfismos  de  cuerpos  or¬ 
denados  <jj  :  Kj  — >  Rrc.  Tomamos  como  <to  la  identidad  en  Q,  y  supuesto 
definido  cr,,  como  Kj+\  =  Kj(yfõJ),  con  oy  £  Kj,  necesariamente  positivo,  y 
tr j(ttj)  >  0  tiene  raiz  cuadrada  en  Rrc ,  el  teorema  [Al  7.13]  nos  permite  exten- 
der  cr j  hasta  Kj+ 1,  y  es  claro  que  la  extensión  conserva  el  orden.  La  unión  de 
todos  los  o j  nos  da  un  monomorfismo  cr  :  Rrc  — >  Rrc. 

Ahora  bien,  si  z'  £  Rc,  sea  Q  =  K’0  C  •  •  •  C  K'n  C  R  una  sucesión  de 
cuerpos  en  las  condiciones  dei  teorema  6.5  con  z'  £  K'n.  Entonces  se  cumple 
que  cada  Kj  C  cr[Rrc].  En  efecto,  para  j  =  0  es  obvio,  y  si  vale  para  j,  tenemos 
que  Kj+i  =  Kj(±y/õtj),  con  ctj  £  Kj  positivo,  luego  <r_1(ay)  £  Rrc  positivo, 
luego  sus  raíces  cuadradas  también  están  en  Rrc,  y  la  imagen  por  cr  de  una  de 
las  dos  tiene  que  ser  ^/õj,  luego  ^/õj  £  cr[Mrc],  luego  Kj+ 1  C  cr[Mrc],  luego 
z'  G  Kn  C  cr[Mrc], 

Esto  prueba  que  cr  :  Rrc  — >  Rrc  es  un  isomorfismo,  que  se  extiende  a  su  vez 
a  un  isomorfismo  Cr  =  6#.  ■ 

Definición  6.9  Llamaremos  C  =  Cr  al  cuerpo  de  los  números  complejos  cons- 
tructibles  y  Cr  =  Rrc  =  C  fi  R  al  cuerpo  ordenado  euclídeo  de  los  números  reales 
constructibles,  de  modo  que  C  =  C r[i\. 

Hemos  probado  que  C/Q  es  una  extensión  de  Galois  y  que  Cr  es  el  menor 
cuerpo  ordenado  euclídeo,  en  el  sentido  de  que  cualquier  otro  contiene  una  copia 
isomorfa  de  Cr.  Más  aún,  hemos  visto  que  los  puntos  constructibles  de  un  plano 
euclídeo  no  aumentan  si  extendemos  el  cuerpo  de  escalares,  sino  que  son  siempre 
los  mismos.  El  plano  constructible  C  =  C^  es  el  menor  plano  que  cumple  los 
axiomas  de  la  geometria  euclídea  plana  (incluyendo  el  de  las  circunferências, 
pero  no  el  de  continuidad) ,  y  una  figura  es  constructible  con  regia  y  compás  si 
y  sólo  si  existe  en  dicho  plano.  Todo  esto  hace  que  no  perdamos  generalidad  si 
nos  limitamos  a  estudiar  los  cuerpos  C  y  Cr  (lo  que  nos  sitúa  en  la  geometria 
arquimediana) . 

Ahora  podemos  demostrar  un  recíproco  parcial  dei  teorema  6.7,  que  consti- 
tuye  una  aplicación  no  trivial  de  la  teoria  de  Galois  y  la  teoria  de  grupos: 

Teorema  6.10  Si  K  es  una  extensión  finita  de  Galois  de  Q,  entonces  K  C  C 
si  y  sólo  si  \K  :  Q|  es  potência  de  2. 

DemostraciÓN:  El  grupo  de  Galois  G(K/ Q)  es  un  2-grupo,  luego  por  el 
teorema  [Al  6.61]  contiene  una  cadena  de  subgrupos  normales: 

1  =  Gn  <3  Gn- 1  <!  •  •  •  51  Gq  =  G(K/Q) 

de  modo  que  cada  uno  tiene  índice  2  en  el  siguiente.  Por  el  teorema  de  Galois 
los  cuerpos  fijados  forman  una  cadena  de  cuerpos 

Q  =  Ko  C  •  •  •  C  Kn  =  K 

cada  uno  de  los  cuales  tiene  índice  2  en  el  siguiente,  luego  K  C  6  por  6.6. 
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La  implicación  opuesta  se  sigue  de  que  la  extensión  tiene  un  elemento  pri¬ 
mitivo,  necesariamente  constructible,  de  modo  que  K  =  Q(z),  y  basta  aplicar 
el  teorema  6.7.  ■ 

Insistimos,  no  obstante,  en  que  si  un  número  z  €  C  cumple,  por  ejemplo, 
|Q(z)  :  Q|  =  4,  eso  no  garantiza  que  z  sea  constructible,  pues  la  extensión  no 
tiene  por  qué  ser  de  Galois.  De  hecho,  si  K  es  la  clausura  normal  de  Q(z)  sobre 
Q,  como  la  extensión  C/Q  es  de  Galois,  para  que  z  sea  constructible  es  necesario 
y  suficiente  que  K  C  C,  y  el  grado  K  :  Q|  podría  ser  12  o  24. 

Ejemplo:  El  problema  delíaco  En  la  ciudad  de  Delfos  se  encontraba  uno 
de  los  oráculos  más  prestigiosos  de  la  antigüedad,  al  que  acudían  toda  clase  de 
gentes  que  consultaban  a  los  dioses  los  problemas  más  diversos.  Los  griegos 
contaban  que  en  cierta  ocasión  los  habitantes  de  la  isla  de  Delos  enviaron  una 
embajada  a  Delfos  para  preguntar  cómo  poner  fin  a  una  grave  plaga  que  azotaba 
la  ciudad.  La  respuesta  dei  oráculo  fue  que  duplicaran  el  altar  dei  templo  de 
Apoio  en  Delos,  que  tenía  forma  cúbica.  Los  habitantes  de  Delos  construyeron 
un  nuevo  altar  más  lujoso  con  el  doble  de  arista.  Como  la  plaga  no  arreciaba, 
volvieron  a  consultar  al  oráculo,  que  esta  vez  especifico  que  debían  construir 
un  altar  con  el  doble  de  volumen.  Si  tomamos  como  unidad  la  arista  dei  cubo 
original,  el  nuevo  cubo  debe  tener  arista  \[2.  Los  arquitectos  de  Delos  no 
supieron  cómo  hacer  los  cálculos  para  que  el  nuevo  altar  tuviera  exactamente 
esta  arista,  y  llamaron  en  su  ayuda  a  los  geómetras  más  famosos.  Desde  entonces 
muchos  matemáticos  han  trabajado  en  el  problema.  Euclides  probó  que  \/2  es 
un  número  irracional,  Apolonio,  Herón,  Papos,  Huygens,  Fermat  y  Descartes 
propusieron  soluciones,  y  en  1837  Wantzel  probó  que  s/2  no  es  constructible  con 
regia  y  compás.  Para  nosotros  ahora  es  evidente,  pues  el  cuerpo  Q(v/2)  tiene 
grado  3  sobre  Q.  ■ 


Ejemplo:  La  trisección  dei  ângulo  Hemos  visto  que  es  posible  trazar  con 
regia  y  compás  la  bisectriz  de  cualquier  ângulo  dado.  Sin  embargo,  no  es  posi¬ 
ble  en  general  dividir  cualquier  ângulo  dado  en  tres  partes  iguales,  ni  siquiera 
suponiendo  que  el  ângulo  dado  sea  constructible. 

Observemos  en  primer  lugar  que  si  con  regia  y  compás  podemos  trazar  un 
ângulo,  AOB,  podemos  usar  el  compás  para  marcar  un  punto  Al  en  el  lado  OÂ 
de  modo  que  O  Al  =  1,  y  entonces  la  perpendicular  por  Al  al  lado  opuesto  corta 
a  éste  en  un  punto  B'  tal  que  OB’  es  el  coseno  dei  ângulo.  Recíprocamente,  a 
partir  dei  coseno  es  fácil  construir  el  ângulo,  luego  concluímos  que  un  ângulo  es 
constructible  con  regia  y  compás  si  y  sólo  si  lo  es  su  coseno. 

La  fórmula  para  el  coseno  de  una  suma  nos  da  que 

cos  3a  =  cos  (2a  +  a)  =  cos  2a  cos  a  —  sen  2a  sen  a  = 

(cos2  a  —  sen2  a)  cos  a  —  2  sen2  a  cos  a  =  cos3  a  —  3(1  —  cos2  a)  cos  a. 


En  definitiva: 


cos  3a  =  4  cos3  a  —  3  cos  a. 
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Equivalentemente : 


<  3  oí  a 

4  cos  —  —  3  cos  —  =  cos  a. 


3  3 

Por  ejemplo,  cos  60°  =  1/2,  luego  el  ângulo  de  60°  es  constructible,  pero  su 
trisección  cumple 


4  cos3  20°  -  3  cos  20°  = 


1 


El  polinomio  p{x)  =  Xa  —  |x—  |  es  irreducible  en  Q[a;].  Para  probarlo  basta 
ver  que  no  tiene  raíces  en  Q.  Si  q  fuera  una  raiz,  tendríamos  que 


—  6g  —  1  =  0, 


luego  2q  seria  una  raiz  racional  de  x3  —  3x  —  1.  Ahora  bien,  por  [Al  3.35]  las 
raíces  racionales  de  este  polinomio  tienen  que  ser  enteras.  Si  n  es  una  raiz,  todo 
primo  que  divida  a  n  debe  dividir  a  1,  luego  tiene  que  ser  n  =  ±1,  pero  se 
comprueba  que  ±1  no  son  raíces. 

Concluímos  que  p{x )  es  el  polinomio  mínimo  de  cos  20°,  y  como  tiene  grado  3, 
podemos  concluir  que  el  coseno  no  es  constructible,  luego  el  ângulo  de  20° 
tampoco  lo  es,  luego  el  ângulo  de  60°  es  un  ângulo  constructible  que  no  puede 
trisecarse  con  regia  y  compás.  ■ 


6.2  Construcción  de  polígonos  regulares 

Es  especialmente  interesante  la  teoria  en  torno  a  la  construcción  con  regia 
y  compás  de  polígonos  regulares.  Para  evitar  una  digresión  sobre  polígonos  en 
general,  daremos  una  defmición  fuerte  de  polígono  regular: 

Definición  6.11  Diremos  que  n  puntos  P\, . . . ,  Pn,  con  n  >  3  son  los  vértices 
de  un  polígono  regular  (gr.  ‘rnuchos  ângulos’)  de  n  lados  si  están  conteni- 
dos  en  una  circunferência  y  los  arcos  menores  PiP2,  P2P3,  ■  ■  ■ ,  PnPi  son  todos 
disjuntos  y  tienen  amplitud  27r /n.  Los  lados  dei  polígono  son  los  segmentos 
P1P2,  P2P3,  ■  ■  ■ ,  PnP  1,  el  polígono  con  los  vértices  indicados  es  la  intersección 
de  todos  los  semiplanos  respecto  a  las  rectas  PiP2, . . . ,  PnPi  que  contienen  a  los 
vértices  restantes.  La  circunferência  que  contiene  a  los  vértices  de  un  polígono 
regular  se  llama  circunferência  circunscrita  al  polígono  (también  se  dice  que  el 
polígono  está  inscrito  en  la  circunferência).  El  centro  y  el  radio  de  la  circunfe¬ 
rência  se  llaman  también  centro  y  radio  dei  polígono. 

El  axioma  de  continuidad  implica  que  existen  polígonos  regulares  de  cual- 
quier  centro  y  radio  para  todo  n  >  3,  pues  de  él  se  sigue  que  el  cuerpo  de 
escalares  es  R,  luego  los  puntos  dei  plano  se  identifican  con  los  de  C,  que  es  un 
cuerpo  algebraicamente  cerrado  y,  en  general,  si  el  cuerpo  C  =  i?[i]  es  algebrai- 
camente  cerrado,  entonces  contiene  una  raiz  n-sima  primitiva  de  la  unidad 

27T  27T 

Çn  =  cos - h  i  sen  — , 

n  n 
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cuyas  potências  son  los  vértices  de  un  polígono  regular  de  centro  0  y  radio  1. 
A  partir  de  él  se  puede  construir  fácilmente  un  polígono  regular  de  cualquier 
centro  y  radio. 

Los  polígonos  regulares  de  tres  lados  son  simplemente  los  triângulos  equilá¬ 
teros,  los  de  cuatro  lados  son  los  cuadrados,  los  siguientes  reciben  el  nornbre 
de  pentágono  regular,  hexágono  regular,  heptágono  regular,  etc.  También  es 
fácil  ver  que  dos  polígonos  regulares  son  congruentes  si  y  sólo  si  tienen  el  nrisino 
radio  y  el  ínisnro  número  de  lados. 

Ahora  bien,  si  no  suponemos  el  axioma  de  continuidad,  o  al  menos  que  el 
cuerpo  C  =  R[i]  sea  algebraicamente  cerrado,  ya  no  es  necesario  que  existan 
polígonos  regulares  de  todos  los  lados  posibles.  En  particular,  los  polígonos 
regulares  no  son  necesariamente  constructibles  con  regia  y  cornpás. 

Ejemplo  Los  eneágonos  regulares  (polígonos  de  9  lados)  no  son  constructibles 
con  regia  y  cornpás,  pues  ello  equivaldría  a  que  lo  fuera  el  ângulo  de  40°,  y  si 
éste  lo  fuera,  también  lo  seria  el  de  20°  (porque  todo  ângulo  se  puede  bisecar), 
y  al  final  de  la  sección  anterior  hemos  visto  que  no  lo  es.  ■ 

En  general,  es  claro  que  los  polígonos  regulares  de  n  lados  son  constructibles 
si  y  sólo  si  lo  son  los  ângulos  de  amplitud  27r/n,  lo  cual  equivale  a  su  vez  a 
que  cos  —  €  C,  o  a  que  („  É  6,  o  a  que  Q(C«)  C  6.  Teniendo  en  cuenta 
que  la  extensión  ciclotómica  Q(Cn)/Q  es  finita  de  Galois  de  grado  <j>{ri)  (por 
los  teoremas  [Al  7.59  y  7.60]),  el  teorema  6.10  nos  da  inmediatamente  esta 
caracterización: 

Teorema  6.12  Los  polígonos  regulares  de  n  lados  son  constructibles  con  regia 
y  cornpás  si  y  sólo  si  <j)(n)  es  potência  de  2. 

Por  ejemplo,  </>( 9)  =  6,  lo  que  nos  da  una  prueba  alternativa  de  que  los 
eneágonos  regulares  no  son  constructibles  con  regia  y  cornpás,  y  a  su  vez  de  que 
los  ângulos  de  40°  y  20°  no  son  constructibles. 

Como  <j>{7)  =  6,  el  heptágono  regular  tampoco  es  constructible  con  regia  y 
cornpás,  y  es,  de  lrecho,  el  menor  polígono  regular  no  constructible. 

Ejercicio:  Describir  las  construcciones  con  regia  y  cornpás  de  los  polígonos  regulares 
de  3,  4,  6  y  8  lados. 

Vamos  a  dar  una  caracterización  aritmética  de  cuándo  <j>{n)  es  potência  de  2. 
Factoricemos  n  =  2r°p'11  ■  ■  •  prkk,  donde  pi, . . .  ,pk  son  primos  impares  distintos. 
Entonces  <j>{n)  =  (pi  —  l)pj1-1  •  •  •  (pk  —  1  )pj?_1  y  la  única  posibilidad  para  que 
este  número  sea  una  potência  de  dos  es  que  todos  los  exponentes  sean  1  y  que 
Pi  —  1  sea  potência  de  2  para  todo  i.  Recordemos  que  los  primos  de  la  forma 
2"  +  1  se  llaman  primos  de  Fermat,  y  son,  de  lrecho,  de  la  forma  22  +1  (véase 
la  sección  4.2  de  [Al]).  Así  pues,  hemos  probado  lo  siguiente: 

Teorema  6.13  El  polígono  regular  de  n  lados  es  constructible  con  regia  y  com- 
pás  si  y  sólo  si  n  es  producto  de  una  potência  de  2  y  de  primos  de  Fermat  con 
exponente  1. 
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Los  únicos  primos  de  Fermat  que  se  conocen  son 


3,  5,  17,  257,  65  537. 


A  partir  de  un  polígono  de  n  lados  es  muy  fácil  construir  un  polígono  de 
2 n  lados  (basta  bisecar  sus  ângulos  o  sus  lados),  luego  sólo  tiene  interés  la 
construcción  de  polígonos  con  un  número  impar  de  lados.  A  partir  de  los  pri¬ 
mos  de  Fermat  que  conocemos  sólo  puede  construirse  un  número  finito  de  tales 
polígonos,  concretamente  31.  Los  primeros  tienen  los  siguientes  números  de 
lados: 


3,  5,  15,  17,  51,  85,  255,  257, 


La  construcción  de  los  tres  primeros  era  conocida  por  los  griegos,  mientras 
que  la  dei  heptadecágono  regular  fue  descubierta  por  Gauss. 

Vamos  a  mostrar  construcciones  explícitas  de  estos  cuatro  polígonos.  En  pri- 
mer  lugar  notemos  que  es  muy  fácil  construir  un  triângulo  equilátero  y  que,  si 
sabemos  construir  un  pentágono  regular,  también  sabemos  construir  un  penta- 
decágono  regular:  basta  restar  de  un  ângulo  de  amplitud  27r/3  otro  de  amplitud 
27T / 5  para  obtener  uno  de  amplitud  An/15,  y  después  bisecar  el  resultado: 


Construcción  de  un 
triângulo  equilátero 


Construcción  de  un  pentadecágono  regular 


Sólo  necesitamos,  pues,  encontrar  una  construcción  para  el  pentágono  y  el 
heptadecágono  regular.  La  construcción  dei  pentágono  es  muy  simple,  y  nos 
servirá  de  guia  para  obtener  la  dei  heptadecágono. 

6.2.1  Construcción  dei  pentágono  regular 

Sea  K  =  Q(C),  donde  C,  =  12t/5,  el  cuerpo  ciclotómico  quinto.  Su  grado 
es  4  y  su  grupo  de  Galois  G  es  cíclico.  Un  generador  es  el  automorfismo  o  que 
cumple  <t(£)  =  Ç2.  Hay  un  único  cuerpo  intermédio  L ,  el  cuerpo  fijado  por  cr2, 
al  cual  pertenecen  r/i  =  C  +  C4  y  V2  =  Ç2  +C3>  que  constituyen  una  Q-base  de  L. 

La  conjugación  compleja  induce  un  automorfismo  en  K  de  orden  2,  luego  ha 
de  ser  cr2.  Por  lo  tanto  £4  =  (.  de  donde  =2Re(  =  2cos72°  >  0. 
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Teniendo  en  cuenta  que  £  es  una  raiz  de  x4  +  x3  +  x2  +  x  +  1,  es  inmediato 
que  r)i  +  rj2  =  r?i??2  =  —  1,  luego  771  y  772  son  las  raíces  dei  polinomio  x2  +  x  —  1. 
Estas  raíces  son  _  _ 

-1  +  75  — 1  —  75 

7?1  =  ^—  y  ??2  =  ^— 

(sabemos  que  771  es  la  raiz  positiva).  Así  pues,1 


cos 72° 


-1  +  75 
4 


Aunque  no  lo  vamos  a  necesitar,  liemos  obtenido  que  75  £  L,  luego  L  =  Q(75 ) . 

Una  forma  rápida  de  construir  el  pentágono  es  trazar  un  arco  con  el  compás 
apoyado  en  —1/2  y  el  otro  extremo  en  —i,  hasta  cortar  el  eje  real  en  el  punto  A. 
La  distancia  de  —1/2  a  —i  es  75/2,  luego  A  =  771 .  Después  trazamos  la  mediatriz 
dei  segmento  OA,  que  pasa  por  cos  72°  y  cortará  al  círculo  de  centro  0  y  radio  1 
en  el  punto  (: 


6.2.2  Construcción  dei  heptadecágono  regular 

Sea  (  =  l2ir/i5  y  K  =  Q(().  Ahora  el  grupo  de  Galois  G  tiene  orden  16. 
Una  raiz  primitiva  módulo  17  es  3,  luego  el  automorfismo  o  determinado  por 
er(£)  =  7  tiene  orden  16  y  por  lo  tanto  es  un  generador  de  G.  El  grupo  G  tiene 
tres  subgrupos,  a  saber,  (u8),  (cr4)  y  (u2),  que  por  el  teorema  de  Galois  se 
corresponden  con  tres  cuerpos  intermédios:  Q  C  L\  C  L2  C  L3  C  K,  de  grados 
2,  4  y  8. 

Para  llegar  desde  los  números  racionales  hasta  (  (y  obtener  una  expresión 
radical  de  cos  27t/17)  hemos  de  dar  cuatro  pasos,  lo  que  significa  que  la  expresión 
de  (  será  demasiado  complicada  para  manejaria  con  comodidad.  En  lugar  de 
eso  nos  limitaremos  a  describir  Ç  en  función  de  su  polinomio  mínimo  respecto 
a  L3,  y  los  coeficientes  de  este  polinomio  en  función  de  sus  polinomios  mínimos 
en  L2  y  así  sucesivamente. 

1  Alternativamente,  el  valor  de  cos  72°  se  obtiene  inmediatamente  aplicando  el  teorema  de 

Pitágoras  aun  triângulo  áureo. 
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En  el  caso  dei  pentágono  los  números  771  y  772  estaban  determinados  por  que 
sabíamos  que  eran  las  raíces  de  x2  +  x  —  1  y  porque  además  sabíamos  que  771 
era  la  raiz  positiva.  Aqui  también  tendremos  que  hacer  estimaciones  de  signos 
con  el  mismo  fin,  para  lo  cual  deberemos  tener  presente  la  distribución  de  las 
raíces  de  la  unidad: 


Como  en  el  caso  dei  pentágono,  el  automorfismo  de  orden  2,  o  sea,  cr8  es  la 
conjugación  compleja  y  así,  £  y  Ç16  son  conjugados,  al  igual  que  Ç2  y  Ç15,  etc. 
(como  muestra  la  figura).  El  cuerpo  L3  (fijado  por  cr8)  contiene  a  los  pares  de 
raíces  conjugadas: 

Ai  =  ç  +  C16,  a2  =  C2  +  C15,  a3  =  c3  +  Ç14,  a4  =  C4  +  C13, 
a5  =  c5  +  C12,  a6  =  c6  +  Cu,  a7  =  c7  +  C10,  a8  =  c8  +  C9, 

y  como  CC16  =  1)  es  claro  que  (  y  £16  son  las  raíces  dei  polinomio  x 2  —  \\X  +  1. 
En  general  tenemos  que 


c 

y 

C16 

son  las  raíces  de 

x2 

—  \\x  + 

c2 

y 

C15 

son  las  raíces  de 

X 2 

—  X2X  + 

c3 

y 

C14 

son  las  raíces  de 

x2 

—  À3X  + 

c4 

y 

C13 

son  las  raíces  de 

x2 

—  X4.X  H- 

c5 

y 

C12 

son  las  raíces  de 

x2 

—  X5X  + 

c6 

y 

C11 

son  las  raíces  de 

x2 

—  XqX  “b 

c7 

y 

C10 

son  las  raíces  de 

x2 

—  Xjx  + 

c8 

y 

C9 

son  las  raíces  de 

x2 

—  X$x  + 

En  realidad  para  la  construcción  dei  heptadecágono  nos  interesan  más  los 
A k  que  las  raíces  de  la  unidad,  pues  claramente  A/c  =  2ReCfe  =  2 cos(2fc7r/17). 
De  aqui  se  sigue  claramente  (ver  la  figura  anterior)  que 

Ai  >  A2  >  A3  >  A4  >  0  >  A5  >  Ag  >  A7  >  A8. 

Una  vez  construido  un  A/c,  basta  dividirlo  entre  2  y  levantar  la  perpendicular 
para  obtener  Çk  y  su  conjugado  como  las  intersecciones  de  dicha  recta  y  la 
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circunferência  unidad.  Para  construir  los  Xk  vamos  a  expresarlos  en  función  dei 
cuerpo  L2,  que  es  el  cuerpo  fijado  por  cr4  y  que,  por  tanto,  tiene  por  base  a  las 
sumas: 

£1  =  C  +  C16  +  C4  +  C13,  6  =  c2  +  c15  +  c8  +  c9, 

6  =  c3  +  c14  +  c5  +  c12,  a  =  C6  +  C11  +  C7  +  C10- 

(Si  aplicamos  a  (  las  potências  de  a4  obtenemos  (,  £16,  Ç 4  y  £13,  por  lo  que  a4 
permuta  los  sumandos  de  £1,  que  es,  por  lo  tanto,  invariante).  Es  obvio  que 

£1  =  Ai  +  A4,  £2  =  A2  +  Ag,  £3  =  A3  +  A5,  £4  =  A6  +  A7. 


Por  otro  lado 

Ai  •  a4  =  (C  +  C16)(C4  +  C13)  =  C5  +  C14  +  C3  +  C12  =  & 

a2-a8  =  (c2  +  c15)(c8  +  c9)  =  c10  +  cn  +  c6  +  c7  =  e4 

A3-A5  =  (C3  +  C14)(C5  +  C12)  =  C8  +  C15  +  C2  +  C9  =  $2 

a6-a7  =  (C6  +  Cn)(C7  +  C10)  =  C13  +  C16  +  C  +  C4  =  Çi 


de  donde  se  desprende  que 


Ai 

y 

À4 

son  las  raíces  de 

X 

A2 

y 

As 

son  las  raíces  de 

X 

A3 

y 

A5 

son  las  raíces  de 

X 

À4 

y 

À7 

son  las  raíces  de 

X 

£lZ  +  £3, 
&X  +  £l) 
£3^  +  £2, 
Ç4X  +  £l- 


Finalmente,  L 1  es  el  cuerpo  fijado  por  cr2,  y  su  base  son  las  sumas: 

m  =  C  +  C9  +  C13  +  C15  +  C16  +  C8  +  C4  +  C2 
r?2  =  c3  +  C10  +  C5  +  Cn  +  C14  +  C7  +  C12  +  C6- 


Un  simple  cálculo  nos  da  771  +772  =  —  1,  171772  =  —4,  luego  son  las  raíces  dei 
polinomio  x2  +  x  —  4. 

Por  otro  lado  se  comprueba  que  £1  y  £2  son  las  raíces  de  x2  —r]ix—  1,  mientras 
que  £3  y  £4  son  las  raíces  de  x2  —  r/2X  —  1. 

Estos  datos  nos  permiten  ascender  gradualmente  hasta  construir  <£.  No  obs¬ 
tante,  para  agilizar  la  construcción  nos  valdremos  de  un  truco: 

Consideremos  el  ângulo  9  que  cumple  0  <  49  <  7r/2  y  tan  40  =  4.  Las  raíces 
dei  polinomio  x2  +  x  —  4  son  2  tan  20  y  —2/  tan  20,  pues  su  producto  es  —4  y  su 
suma  vale 


2  tan  29 


2  /  tan2  29  —  1  \ 

tan  29  \  tan  29  ) 


4 

tan  49 


=  -1 


(por  la  fórmula  de  la  tangente  dei  ângulo  doble). 
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Por  otra  parte  sabemos  que  las  raíces  son  7/1  y  r/2,  luego 


r/  i=2tan20  y  772  =  — 2  tan  20, 


(hay  que  comprobar  que  7/1  >  0,  pero  eso  se  sigue  de  que 


27T 


7/1  =  Al  +  A2  +  A4  +  A8  =  2  cos  —  +  cos  2—  +  cos  I  4—  1  +  cos  I  8—  ) 


17 


2tt\ 


17  J 


2tt\ 


17  1 


2tt\ 


17  J 


y  los  tres  primeros  sumandos  son  positivos,  más  aún,  los  dos  primeros  suman 
más  de  1,  luego  compensan  al  último.) 

Las  raíces  de  x 2  —  7/1  x  —  1  son  tan(0  +  7r/4)  y  tan(0  —  7t/4),  pues  su  producto 
es  —1  (los  ângulos  se  diferencian  en  7t/2,  luego  la  tangente  de  uno  es  la  inversa 
de  la  tangente  dei  otro,  y  además  tienen  signos  opuestos)  y  su  suma  es 

tan  (fl  +  0  +  tan  (o  -  0  = 


tan  0  +  1  tan  0  —  1 

1  —  tan  0 
4tan0 
1  —  tan2  6 


1  +  tan  0 
=  2  tan  2  0  =  7/1. 


Por  lo  tanto  £1  =  tan(0  +  7r/4)  y  £2  =  tan(0  —  7t/4)  (pues  Çi  =  Ai  +  A4  >  0). 
Con  el  mismo  razonamiento  se  concluye  que  ^3  =  tan0  y  ^4  =  —  l/tan0.  Ya 
tenemos  suficiente  para  realizar  la  construcción: 

Consideramos  los  puntos  A  =  1  y  B  =  i.  Dividimos  el  segmento  OB  en 
cuatro  partes,  con  lo  que  obtenemos  el  punto  I  =  (1/4)*.  El  ângulo  OI  A,  tiene 
tangente  4,  luego  es  40.  Lo  bisecamos  dos  veces  y  obtenemos  0  igual  al  ângulo 
OIE  (figura  6.1). 


Ahora  construimos  un  punto  F  de  modo  que  el  ângulo  FIE  sea  igual  a  7r/4, 
con  lo  que  el  ângulo  OIF  es  igual  a  7t/2  —  0.  Llamamos  C  al  punto  medio  de 
AF  (figura  6.2). 


6.2.  Construcción  de  polígonos  regulares 
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Según  nuestros  cálculos  E  =  6/4  ,  F  =  —  6/4  y  la  distancia  de  A  a  F  es 
AF  =  (4  —  6)/4.  Por  lo  tanto  la  distancia  de  F  a  C  (que  es  igual  a  la  distancia 
de  C  a  A)  es  (4  —  6)/8.  Consecuentemente 


c  =  oc 


4-6  6  _  6  +  4 

8  +  4  “  8 


Trazamos  el  círculo  de  centro  C  y  radio  AC,  que  cortará  al  eje  imaginário  en 
un  punto  K.  Por  el  teorema  de  Pitágoras 

K  =  ÕK  =  \jvK2  -  ÕC2  =  \/cã2  -  ÕC2  = 

ÊK  =  ^ÕK2+ÕÊ2=^3~^2. 

4 


A  continuación  trazamos  el  círculo  de  centro  E  y  y  radio  EK ,  que  cortan  al 
eje  horizontal  en  los  puntos  ÍV5  y  ÍV3.  Entonces 


N3  =  E  +  EK  = 


£3  + 

2 


46 


A3 
2  ’ 


pues  A3  es  la  raiz  positiva  dei  polinomio  x2  —Ç3X  +  6-  Así  pues,  N3 
Por  otra  parte, 


cos  67t/17. 


N5  =  EN5  -  E  =  EK  -  E  = 


62  ~  26 

4 


6 

4 


~6  +  \/^3  ~~  46 

2 


A5 

2  ’ 


luego  A75  =  cos  107t/17. 

Levantando  perpendiculares  por  N3  y  N3  y  trazando  el  círculo  de  centro  0 
y  radio  1  obtenemos  6  y  Cs  (figura  6.3). 

Para  acabar,  bisecamos  el  ângulo  C3OC5  con  1°  que  obtenemos  C4  y,  uniendo 
C3  con  C4  obtenemos  el  lado  dei  heptadecágono  regular  (figura  6.4). 
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6.3  Construcciones  con  regia 

En  las  secciones  siguientes  vamos  a  estudiar  algunas  variantes  de  la  cons- 
tructibilidad  con  regia  y  compás  que  tienen  interés  por  motivos  diferentes,  pero 
antes  de  entrar  en  ello  resulta  útil  determinar  cuál  es  exactamente  el  papel  que 
representa  la  regia  en  las  construcciones  con  regia  y  compás,  para  lo  cual  vamos 
a  estudiar  los  puntos  constructibles  sólo  con  regia.  Como  no  vamos  a  considerar 
circunferências,  en  esta  sección  podemos  trabajar  con  un  plano  euclídeo  sobre 
un  cuerpo  pitagórico  R  cualesquiera,  no  necesariamente  euclídeo. 

Definición  6.14  Sea  E  un  plano  euclídeo  y  T  un  conjunto  de  puntos  de  E. 
Diremos  que  un  punto  P  £  E  es  constructible  con  regia  a  partir  de  E  si  cumple 
la  definición  6.1  de  constructibilidad  con  regia  y  compás,  pero  suprimiendo  las 
condiciones  2)  y  3). 

Es  fácil  ver  que  si  partimos  de  dos  puntos  dados  en  el  plano,  con  la  mera 
ayuda  de  una  regia  sólo  podemos  construir  la  recta  que  pasa  por  ellos,  así  que 
necesitamos  considerar  un  conjunto  mayor  de  puntos  dados.  Dejamos  para  más 
adelante  la  discusión  sobre  qué  puntos  se  necesitan  realmente  y  de  momento 
vamos  a  tomar  un  conjunto  que,  como  vamos  a  ver,  resulta  suficiente: 

Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  pitagórico  y  T  C  C  =  R2,  llamaremos  e^r) 
al  conjunto  de  los  puntos  de  C  constructibles  con  regia  a  partir  dei  conjunto 
ru{(l,  0),  (2, 0),  (0, 1),  (0,  2)},  es  decir,  vamos  a  considerar  que  partimos  siempre 
de  un  plano  en  el  que  se  han  marcado  los  cuatro  puntos  indicados.  En  esta 
sección  “constructible”  significará  siempre  “constructible  con  regia” . 

El  teorema  siguiente  muestra  el  juego  que  dan  los  cuatro  puntos  que  hemos 
tomado  como  inicio  de  nuestras  construcciones: 

Teorema  6.15  Los  puntos  (0,  0),  (1, 0),  (0, 1),  (1, 1)  son  constructibles,  así  como 
los  puntos  médios  de  los  segmentos  que  determinan.  Toda  recta  constructible  a 
partir  de  un  conjunto  T  contiene  tres  puntos  constructibles  tales  que  uno  es  el 
punto  medio  de  los  otros  dos. 

DemostraciÓn  :  A  partir  de  los  cuatro  pun-  2 
tos  que  son  constructibles  por  definición  podemos 
formar  seis  rectas.  Dos  de  ellas  se  cortan  en  (0, 0) 
y  otras  dos  en  (2/3,  2/3).  Uniendo  estos  dos  pun¬ 
tos  obtenemos  la  recta  y  =  x ,  que  corta  a  otras 
dos  en  (1/2, 1/2)  y  en  (1,1).  Esto  nos  permite 
trazar  las  rectas  x  =  1,  y  =  1,  que  nos  dan  a  su 
vez  los  puntos  (1/2, 1),  (1, 1/2),  que  a  su  vez  nos 
dan  las  rectas  x  =  1/2  e  y  =  1/2,  que  a  su  vez  nos 
dan  los  puntos  (1/2,0)  y  (0, 1/2). 

En  particular  tenemos  construidas  tres  paralelas  liorizontales  y  tres  vertica- 
les.  Toda  recta  constructible  a  partir  de  T  tiene  que  cortar  a  uno  de  los  dos 
grupos  de  paralelas,  las  cuales  determinan  en  cila  tres  puntos  constructibles, 
uno  de  los  cuales  es  el  punto  medio  de  los  otros  dos.  ■ 
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Ahora  necesitamos  un  resultado  técnico  que  resulta  fundamental  para  las 
construcciones  con  regia: 


Teorema  6.16  Sean  A,  B,  C,  D  cuatro  puntos  no  colineales  tres  a  tres.  Su- 
pongamos  que  las  rectas  AD  y  BC  se  cortan  en  un  punto  E  y  que  AC  y  BD  se 
cortan  en  un  punto  F .  Entonces  AB  es  paralela  a  CD  si  y  sólo  si  EF  biseca  a 
uno  de  los  segmentos  AB  y  CD  (y  en  tal  caso  los  biseca  a  ambos). 


DemostraciÓN  :  Podemos  suponer  que  A  —  D  —  E,  pues  si  D  —  A  —  E  basta 
intercambiar  los  nombres  de  A  y  D  por  una  parte  y  B  y  C  por  otra  y  tenemos 
las  mismas  hipótesis  con  el  mismo  E  y  el  misnro  F  pero  con  A  —  D  —  E,  y  si 
A  —  E  —  D,  basta  observar  que  B  —  D  —  F,  pues  entonces  intercambiando  A 
con  B  tenemos  las  mismas  hipótesis  con  E  y  F  intercambiados,  luego  pasa  a 
cumplirse  A  —  D  —  E. 

En  efecto,  si  A  —  E  —  D,  aplicamos  el  axioma  B4  al  triângulo  ADF  y  a  la 
recta  BC,  lo  cual  nos  da  que  A  —  C  —  F,  y  considerando  ahora  ABF  y  la  recta 
CD,  llegamos  a  que  B  —  D  —  F .  (Véase  la  figura  siguiente  cambiando  A  con  B 
y  E  con  F.) 

Suponemos,  pues  que  A—D—E.  Entonces  el  axioma  B4  nos  da  que  B—C—E. 
Por  lo  tanto,  C  y  D  están  en  los  lados  dei  ângulo  AEB,  luego  la  semirrecta  EÍ' 
está  contenida  en  dicho  ângulo,  luego  tiene  que  cortar  a  los  segmentos  CD  y 
AB  en  puntos  L  y  M. 


Si  AB  es  paralela  a  CD,  Los  triângulos  AME 


y  DLE  están  en  posición  de  Tales,  luego  son  se- 
mejantes,  al  igual  que  BME  y  CLE.  Por  lo  tanto 

ÃM  ~KM  ~BM 


DL 


EL 


CL 


AM 

~BM 


DL 

CL 


También  es  claro  que  AMF  es  semejante  a  CLF, 
pues  ambos  tienen  los  ângulos  iguales,  e  igual¬ 
mente  BMF  y  DLF.  Por  lo  tanto 


AM  _  FM  _  BM  _  AM  _  CL 

CL  ~  -  TTl  bm  ~  ~TTÊ' 

Esto  sólo  puede  ser  si 

ÃM  CL  _  i 
M  ~~  TTl  ~  ’ 

luego  M  y  L  son  los  puntos  médios  de  los  segmentos  respectivos.  Recíproca¬ 
mente,  supongamos,  por  ejemplo,  que  M  es  el  punto  medio  de  AB,  sea  C  el 
punto  donde  la  paralela  a  AB  por  D  corta  a  BE  y  sea  F'  el  punto  de  corte  entre 
BD  y  AC  (las  rectas  se  cortan,  porque  BD  no  separa  a  E  y  C ,  pero  sí  a  E  y 
A,  luego  separa  a  Ay  C).  Por  la  parte  ya  probada,  la  recta  EF'  pasa  por  M, 
luego  es  EF,  luego  F  =  F’ ,  pues  ambos  son  el  punto  de  corte  con  BD,  luego 
C  =  C ,  porque  ambos  son  el  punto  de  corte  de  AF  con  EB,  luego  concluimos 
que  DC  es  paralela  a  AB.  m 


6.3.  Construcciones  con  regia 


191 


De  aqui  deducimos  un  método  para  trazar  paralelas  con  regia: 

Teorema  6.17  Sea  r  una  recta  constructible  a  partir  de  un  conjunto  de  puntos 
r  y  sea  C  un  punto  constructible  a  partir  de  F  exterior  a  r.  Entonces  la  paralela 
a  r  por  C  es  constructible  a  partir  de  T. 

DemostraciÓn  :  Sean  A  —  M  —  B  tres  puntos  constructibles  en  r  de  modo 
que  M  sea  el  punto  medio  de  los  otros  dos.  La  recta  BC  tiene  al  menos  un 
tercer  punto  constructible  E.  Podemos  suponer  que  EM  no  es  paralela  a  AC. 
Si  lo  fuera,  tomamos  un  tercer  punto  constructible  X  en  EM  (que  no  estará 
en  AC)  y  entonces  AX  tiene  que  cortar  a  BC  en  otro  punto  constructible  E' 
distinto  de  B,  C  o  E,  luego  basta  tomar  E'  en  lugar  de  E. 

Sea  F'  el  punto  de  corte  de  EM  y  AC  (la  figura  dei  teorema  anterior  ilustra 
también  la  situación  actual).  La  paralela  a  r  por  C  corta  a  AE  en  un  punto  D. 
Tenemos  que  probar  que  D  es  constructible.  Si  AC  fuera  paralela  a  DB,  enton¬ 
ces  ABCD  seria  un  paralelogramo  de  centro  E,  de  donde  se  sigue  fácilmente 
que  EM  seria  paralela  a  AC ,  en  contra  de  lo  supuesto,  luego  podemos  consi¬ 
derar  el  punto  F  donde  se  cortan  DB  y  AC.  Por  el  teorema  anterior  la  recta 
EF  pasa  por  M,  luego  F  =  F'  es  constructible,  luego  también  lo  es  FB  y,  por 
consiguiente  su  punto  de  corte  con  AE,  que  es  D.  ■ 

Teorema  6.18  El  punto  medio  de  dos  puntos  constructibles  a  partir  de  un  con¬ 
junto  r  es  constructible  a  partir  de  T. 

DemostraciÓn:  Sean  Ay  B  dos  puntos  constructibles  a  partir  de  T.  Sa¬ 
bemos  que  existen  puntos  constructibles  exteriores  a  la  recta  AB ,  luego  existe 
una  recta  paralela  a  AB  constructible  a  partir  de  T,  en  la  cual  podemos  tomar 
tres  puntos  constructibles  C  —  L  —  D,  donde  L  es  el  punto  medio.  Si  AD  es 
paralela  a  BC  o  DB  es  paralela  a  AC,  entonces  tenemos  un  paralelogramo  y  la 
paralela  a  sus  lados  por  L  es  constructible  y  corta  a  AB  en  su  punto  medio  M. 

En  caso  contrario  sea  E  el  punto  de  corte  de  AD  y  BC  y  sea  F  el  punto 
de  corte  de  AC  y  BD.  Por  el  teorema  6.16  tenemos  que  EF  corta  a  AB  en  su 
punto  medio  M .  m 

Teorema  6.19  La  perpendicular  a  una  recta  constructible  a  partir  de  un  con¬ 
junto  r  por  un  punto  constructible  a  partir  de  T  es  constructible  a  partir  de  T. 

DemostraciÓn:  Por  el  teorema  6.15  sabe¬ 
mos  que  existe  un  cuadrado  de  vértices  y  centro 
constructibles.  Si  la  recta  es  paralela  a  uno  de 
los  lados  dei  cuadrado  la  conclusión  es  trivial. 

En  caso  contrario,  sea  R  el  punto  donde  la  pa¬ 
ralela  a  la  recta  dada  por  el  centro  dei  cuadrado 
corta  a  uno  de  sus  lados,  por  ejemplo,  AB.  Sea 
S  el  punto  donde  la  paralela  a  AD  por  R  corta 
a  CD.  Sea  T  el  punto  donde  la  paralela  a  la 
diagonal  DB  por  S  corta  a  CT. 
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Es  claro  entonces  que  AR  =  SD  =  BT ,  de  donde  se  sigue  que  los  triângulos 
ARO  y  BTO  son  iguales  (pues  tienen  dos  lados  iguales  que  forman  un  ângulo 
de  45°).  De  aqui  se  sigue  fácilmente  que  el  ângulo  ROT  es  recto  como  AOB , 
luego  la  recta  OT  es  perpendicular  a  la  recta  dada.  La  paralela  a  OT  por  el 
punto  dado  de  partida  es  la  recta  requerida.  ■ 

Podemos  identificar  C  =  R2  =  /?[*]  dei  modo  habitual,  con  lo  que  R  C  C 
se  identifica  con  los  puntos  dei  eje  real.  Definimos  entonces  Rr(T)  =  erR(T)nR 
como  el  conjunto  de  los  elementos  de  R  constructibles  con  regia  a  partir  de  T. 
El  teorema  siguiente  prueba  que  Cfl(r)  =  K(r)2. 

Teorema  6.20  Un  punto  z  €  C  es  constructible  con  regia  a  partir  de  un  con¬ 
junto  de  puntos  T  si  y  sólo  si  lo  son  su  parte  real  y  su  parte  imaginaria. 

DemostraciÓN :  Si  z  =  a  +  bi  es  constructible,  trazando  paralelas  a  los 
ejes  por  z  obtenemos  que  a  y  bi  son  constructibles.  Por  otra  parte,  la  recta 
x  +  y  =  1  es  constructible,  luego  podemos  trazar  su  paralela  por  bi ,  la  cual  corta 
al  eje  real  en  ò,  que  es,  por  consiguiente,  constructible.  El  recíproco  se  prueba 
análogamente.  ■ 

Teorema  6.21  Si  T  C  C,  el  conjunto  QR(T)  es  un  subcuerpo  de  C  y  Rr( r)  es 
un  subcuerpo  de  R,  de  modo  que  erR(T)  =  Rr(T)[i}. 

DemostraciÓN:  Basta  probar  que  l?r(r)  es  un  cuerpo  de  R}  pues  entonces 
es  claro  que  CJj(r)  =  i?r(r)[*].  La  figura  de  la  izquierda  muestra  córno  construir 
el  opuesto  de  un  número  a  £  Rr(X)  y  la  suma  de  dos  números  a,  b  £  Rr( r)  sin 
más  que  trazar  las  paralelas  oportunas: 


La  figura  de  la  derecha  muestra  cómo  construir  el  producto  de  dos  números 
a,b  £  Rr(T).  No  perdemos  generalidad  si  los  suponemos  positivos:  Unimos 
a  con  *,  trazamos  la  paralela  a  dicha  recta  que  pasa  por  b,  que  corta  al  eje 
imaginário  en  bi.  Trazamos  la  recta  que  une  i  con  a  y  la  paralela  a  esta  recta 
que  pasa  por  bi.  El  punto  X  donde  ésta  corta  al  eje  real  es  ab.  En  efecto,  por 
el  teorema  de  Tales,  x/a  =  b/l. 

Para  construir  1  /a  trazamos  la  paralela  a  la  recta  que  une  a  con  i  que  pasa 
por  1,  lo  que  nos  da  i/a,  y  luego  la  paralela  a  la  recta  que  une  i  con  1  que  pasa 
por  dicho  punto,  lo  que  nos  da  l/a.  ■ 

Finalmente  podemos  determinar  cuáles  son  los  puntos  constructibles  con 
regia  (escribimos  Rr  Y  Cr  en  lugar  de  i?r(r)  y  CR(T)  cuando  T  =  0,  con  lo  que 
los  únicos  puntos  de  partida  admitidos  son  1,2,*,  2*): 
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Teorema  6.22  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  pitagórico,  entonces  Rr  =  Q  y,  por 
consiguiente,  GrR  =  Q(i). 

DemostraciÓn:  Por  el  teorema  anterior  R,  es  un  cuerpo,  que  obviamente 
contiene  a  Q.  Para  probar  la  inclusión  contraria  hay  que  ver  que  todos  los 
puntos  constructibles  con  regia  tienen  su  parte  real  y  su  parte  imaginaria  en  Q, 
pero  esto  es  inmediato  por  el  mismo  argumento  empleado  en  la  primera  parte 
dei  teorema  6.5,  ya  que  si  en  una  construcción  con  regia  todos  los  puntos  prévios 
a  uno  dado  tienen  sus  coordenadas  en  Q,  las  rectas  que  pasan  por  dos  de  dichos 
puntos  anteriores  admiten  una  ecuación  Ax  +  By  =  C  con  coeficientes  en  Q,  y  al 
resolver  el  sistema  formado  por  dos  de  dichas  ecuaciones,  vemos  que  el  resultado 
está  en  Q.  ■ 

Así  pues,  la  geometria  de  la  regia  es  la  geometria  de  Q. 

Construcciones  con  puntos  arbitrários  Vamos  a  discutir  ahora  con  más 
detalle  la  cuestión  de  la  elección  de  los  puntos  de  partida  para  las  construc¬ 
ciones  con  regia.  Hemos  visto  que  la  elección  de  los  puntos  l,2,i,  2*  ha  sido 
suficiente  para  obtener  todos  los  puntos  con  coordenadas  racionales,  pero  pa¬ 
rece  una  elección  excesivamente  ad  hoc.  Imaginemos  que  tenemos  un  papel  en 
blanco  en  el  que  están  marcados  únicamente  los  vértices  de  un  cuadrado.  Eli- 
giendo  adecuadamente  el  sistema  de  referencia  podemos  suponer  que  son  los 
puntos  0, 1,  i,  1  +  i.  iQué  podemos  construir  a  partir  de  ellos  sin  más  ayuda  que 
una  regia? 

Si  el  lector  se  pone  a  construir,  se  convencerá  enseguida  de  que  sólo  puede 
construir  seis  rectas  (las  prolongaciones  de  los  lados  y  las  diagonales  dei  cua¬ 
drado)  y  un  quinto  punto  (su  centro).  Aparentemente  estamos  en  un  callejón  sin 
salida,  pero  no  es  exactamente  así.  Tenemos  a  nuestra  disposición  una  técnica 
que  no  hemos  contemplado  en  las  definiciones  de  constructibilidad  que  hemos 
dado,  y  es  la  de  tomar  puntos  arbitrários. 

Se  puede  objetar  que  eso  “es  trampa”,  pues  un  punto  arbitrário  no  puede 
considerarse  construido,  pero  no  es  exactamente  “una  trampa”  si  con  su  ayuda 
obtenemos  puntos  que  son  independientes  de  las  elecciones  realizadas.  Explica¬ 
mos  esta  idea  con  un  teorema: 

Teorema  6.23  Dados  cuatro  puntos  A ,  B,  C,  M  tales  que  AI  sea  el  punto  medio 
de  AB  y  C  no  sea  colineal  con  ellos,  es  posible  construir  con  regia  la  paralela  a 
AB  que  pasa  por  C  con  la  ayuda  de  puntos  auxiliares  arbitrários. 

DemostraciÓn:  La  prueba  es  una  simplificación  de  la  dei  teorema  6.17. 
Marcamos  un  punto  arbitrário  E  en  la  recta  BC,  por  ejemplo,  tal  que  B—C—E, 
lo  cual  garantiza  que  la  recta  EAI  corta  a  AC  en  un  punto  F  y  llamamos  D  al 
punto  donde  se  cortan  AE  y  BF.  El  argumento  dei  teorema  6.17  prueba  que 
la  recta  CD  es  paralela  a  AB.  ■ 

De  acuerdo  con  la  definición  que  hemos  dado  de  puntos  y  rectas  constructi¬ 
bles,  ni  el  punto  E  empleado  en  la  construcción  anterior  ni  los  puntos  y  rectas 
subsiguientes  (en  particular,  la  paralela  buscada)  son  constructibles  a  partir  de 
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los  cuatro  puntos  dados,  pero  lo  cierto  es  que  el  proceso  descrito  es  un  algoritmo 
que  termina  con  la  paralela  requerida  en  el  papel  sin  hacer  uso  de  nada  más  que 
la  regia. 

Por  lo  tanto,  si  partimos  de  un  papel  en  el  que  están  marcados  los  vértices 
+  i  dei  cuadrado  unitário,  podemos  construir  el  centro  M  dei  cuadrado, 
y  el  teorema  anterior  aplicado  al  =  t,  B  =  l,  C  =  l  +  i  nos  permite  trazar 
la  paralela  a  AB  por  C,  la  cual  corta  a  los  ejes  en  2  y  2i,  y  a  partir  de  ahí 
ya  podemos  construir  todos  los  puntos  con  coordenadas  racionales  según  hemos 
visto. 

En  suma,  en  la  práctica  sólo  necesitamos  los  vértices  dei  cuadrado  unitário 
para  construir  con  regia  cualquier  punto  de  coordenadas  racionales. 

Quizá  el  lector  se  plantee  si  no  convendría  incorporar  en  la  defmición  de 
constructibilidad  con  regia,  o  incluso  con  regia  y  compás,  la  técnica  de  tomar 
puntos  arbitrários  en  las  construcciones  a  condición  de  que  la  construcción  final 
sea  independiente  de  las  elecciones.  Sin  embargo,  no  merece  la  pena,  pues 
una  vez  hemos  construído  los  puntos  2  y  2 i,  las  elecciones  arbitrarias  ya  no 
aportan  nada,  pues  toda  recta  tiene  infinitos  puntos  constructibles  distribuídos 
densamente  en  ella,  de  modo  que,  si  en  un  momento  dado  ayuda  tomar  un  punto 
arbitrário,  nada  nos  impide  tomar  lo  constructible. 


Construcciones  a  partir  de  una  circunferência  Imaginemos  ahora  que 
nos  dan  un  papel  en  el  que  están  marcados  únicamente  los  puntos  0,  1  y  la 
circunferência  de  centro  0  y  radio  1.  ^Qué  podemos  construir  a  partir  de  ahí  sin 
más  ayuda  que  una  regia? 

Si  no  admitimos  elecciones  arbitrarias,  es 
fácil  ver  que  poca  cosa:  el  eje  real  y,  por  consi- 
guiente,  el  punto  —1.  Nada  más.  Ahora  bien, 
eligiendo  arbitrariamente  un  punto  interior  a 
la  circunferência  y  a  su  vez  otro  punto  arbi¬ 
trário  para  realizar  la  construcción  dei  teo¬ 
rema  anterior,  obtenemos  una  recta  paralela 
al  eje  real  que  corta  a  la  circunferência  en 
dos  puntos.  Al  unir  estos  puntos  con  1  y  —  1 
respectivamente  obtenemos  dos  rectas  que  se 
cortan  en  un  punto  X  en  el  eje  imaginário, 
y  al  unir  X  con  0  obtenemos  dicho  eje,  y  con  él  los  puntos  ±i.  A  su  vez,  re- 
curriendo  nuevamente  a  puntos  arbitrários,  podemos  trazar  las  rectas  i  =  le 
y  =  1,  que  nos  dan  el  punto  1  +  i,  a  partir  dei  cual  sabemos  cómo  construir  los 
puntos  2  y  2 i. 

A  partir  de  aqui  ya  no  son  necesarias  más  elecciones  arbitrarias,  así  que  en 
lugar  de  incluirias  en  la  defmición  siguiente,  incluímos  más  fácilmente  los  puntos 
2  y  2 i  como  puntos  de  partida  admitidos: 
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Deflnición  6.24  Un  punto  P  de  un  plano  euclídeo  (sobre  un  cuerpo  ordenado 
euclídeo)  es  constructible  con  regia  a  partir  de  una  circunferência  respecto  de 
un  sistema  de  referencia  ortonormal  prefijado  si  existe  una  sucesión  de  puntos 
Pi, . . . ,  Pn  tal  que  Pn  =  P  y  cada  Pi  cumple  una  de  las  condiciones  siguientes: 

1.  Pi  es  uno  de  los  puntos  (0,  0),  (2,  0),  (0,  2). 

2.  Pi  es  la  intersección  de  dos  rectas  que  pasan  por  dos  pares  de  puntos 
anteriores  en  la  sucesión. 

3.  Pi  está  en  la  intersección  de  una  recta  que  pasa  por  un  par  de  puntos 
anteriores  en  la  sucesión  y  la  circunferência  de  centro  (0,0)  y  radio  1. 

Según  hemos  visto,  los  puntos  constructibles  según  esta  definición  pueden 
obtenerse  sólo  con  regia  a  partir  dei  (0,  0)  y  el  (0, 1)  (y  usando  la  circunferência 
imitaria)  admitiendo  elecciones  arbitrarias  de  puntos. 

A  partir  de  ahora  “constructible”  significará  “constructible  con  regia  a  partir 
de  una  circunferência” . 

Es  fácil  ver,  aunque  no  es  todo  lo  obvio  que  podría  parecer,  que  todos  los 
resultados  que  hemos  obtenido  para  construcciones  con  regia  (excepto  6.22) 
son  válidos  para  construcciones  con  regia  a  partir  de  una  circunferência,  pues 
lo  que  se  puede  hacer  sólo  con  regia,  se  puede  también  si  además  tenemos  la 
circunferência  disponible. 

Para  entender  por  qué  décimos  que  este  hecho  no  es  todo  lo  obvio  que  podría 
parecer  consideremos,  por  ejemplo,  la  prueba  de  que  la  paralela  a  una  recta 
constructible  r  por  un  punto  constructible  C  es  constructible.  La  dificultad  es 
que  ahora  r  y  P  son  constructibles  con  regia  a  partir  de  una  circunferência, 
lo  cual  no  significa  necesariamente  que  sean  constructible  con  regia.  Ahora 
bien,  podemos  aplicar  el  teorema  6.17  tomando  como  T  el  conjunto  formado 
por  dos  puntos  constructibles  de  la  recta  r  y  el  punto  C.  Entonces  r  y  C  son 
triviahnente  constructibles  con  regia  a  partir  de  T,  luego  concluimos  que  la  recta 
paralela  es  constructible  con  regia  a  partir  de  T,  pero  como  los  elementos  de  P 
son  constructibles  con  regia  a  partir  de  una  circunferência,  es  claro  que  la  recta 
paralela  también  lo  es. 

En  suma,  sólo  hay  que  tener  presente  que  el  hecho  de  que  hayamos  probado 
versiones  relativas  (a  un  conjunto  de  puntos  T)  de  los  resultados  sobre  construc¬ 
ciones  con  regia  es  fundamental  para  poder  aplicarlos  ahora  a  las  construcciones 
con  regia  a  partir  de  una  circunferência. 

Otro  ejemplo,  si  a,  b  £  R  son  constructibles,  podemos  asegurar  que  a  +  b  es 
constructible.  En  efecto,  sabemos  que  a,  b  son  trivialmente  constructibles  con 
regia  a  partir  de  T  =  {a,b},  luego  6.21  nos  da  que  a  +  b  es  constructible  con 
regia  a  partir  de  T,  de  donde  se  sigue  que  a  +  b  es  constructible  con  regia  a 
partir  de  una  circunferência. 

En  general,  ahora  sabemos  que  si  R  es  un  cuerpo  ordenado  euclídeo,  el 
conjunto  G*R  de  los  puntos  constructibles  de  C  =  R2  es  un  subcuerpo  dei  cuerpo 
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G  de  todos  los  puntos  constructibles  con  regia  y  compás,  y  que  R*  =  GR  D  R  es 
un  subcuerpo  de  Gr,  de  modo  que  C*R  —  Cr[i].  Sin  embargo,  el  teorema  6.22  no 
es  cierto  para  estas  construcciones.  Por  el  contrario: 

Teorema  6.25  (Poncelet-Steiner)  Los  puntos  constructibles  con  regia  a  par¬ 
tir  de  una  circunferência  son  los  puntos  constructibles  con  regia  y  compás. 

DemostraciÓN:  Basta  probar  que  R*  C  Gr  es  un  cuerpo  euclídeo,  pues 
entonces  tiene  que  darse  la  igualdad  R*  =  Gr,  ya  que  Gr  es  el  menor  cuerpo 
ordenado  euclídeo.  Para  ello  observamos  que  si  a  £  R*  es  positivo,  entonces 


Sabemos  que  (a  —  1  )/(a+  1)  £  R*  (porque  éste  es  un  cuerpo)  y  podemos  trazar 
la  recta  perpendicular  ai  eje  real  que  pasa  por  dicho  punto,  la  cual  corta  a  la 
circunferência  unidad  en 


y  el  producto  por  (a  +  l)/2  sigue  en  el  cuerpo,  luego  y/ã  £  R*.  m 

Esto  significa  que  en  toda  construcción  con  regia  y  compás  (a  partir  de  los 
puntos  0  y  1)  no  es  necesario  usar  el  compás  más  que  una  vez,  para  trazar  la 
circunferência  de  centro  0  y  radio  1,  y  a  partir  de  ahí  basta  usar  la  regia. 

En  particular,  podríamos  definir  lo  que  podríamos  llamar  “construcciones 
con  regia  y  compás  oxidado” ,  consistentes  en  que  el  compás  tiene  una  abertura 
fija  de  una  unidad,  de  modo  que  sólo  pueden  trazarse  circunferências  de  radio  1, 
pero  el  teorema  anterior  prueba  que  los  puntos  constructibles  en  esas  condiciones 
son,  de  hecho,  todos  los  puntos  constructibles  con  regia  y  compás. 

6.4  Construcciones  con  compás 

A  la  vista  de  los  resultados  de  la  sección  anterior,  resulta  natural  plantearse 
qué  puntos  pueden  construirse  sólo  con  el  compás.  La  respuesta  es  la  siguiente: 

Teorema  6.26  (Mohr-Mascheroni)  Los  puntos  constructibles  con  compás 
son  los  mismos  que  los  constructibles  con  regia  y  compás. 

Para  probarlo  basta  demostrar  que  con  el  compás  es  posible  construir  la 
intersección  de  dos  rectas  que  pasan  por  sendos  pares  de  puntos  dados  y  la 
intersección  de  una  recta  que  pasa  por  dos  puntos  dados  con  una  circunferência 
de  centro  dado  y  radio  igual  a  la  distancia  de  dos  puntos  dados. 

Empezamos  observando  lo  siguiente: 

El  punto  simétrico  de  un  punto  dado  respecto  de  una  recta  que  pasa  por  dos 
puntos  dados  es  constructible 


6.4.  Construcciones  con  compás 


197 


Basta  trazar  las  circunferências  con  centros  en 
los  puntos  de  la  recta  y  que  pasan  por  el  punto 
dado.  El  otro  punto  de  corte  será  el  simétrico  que 
buscamos. 

Esto  basta  para  resolver  la  mitad  dei  problema: 

Dados  dos  puntos  de  una  recta  y  el  centro  y  el  ra¬ 
dio  de  una  circunferência,  para  calcular  los  pun¬ 
tos  de  corte  calculamos  el  simétrico  dei  centro  de 
la  circunferência  respecto  de  la  recta  y  trazamos 
la  circunferência  dei  mismo  radio  y  centro  dicho 
punto  simétrico.  Los  puntos  de  corte  de  las  dos  circunferências  son  los  puntos 
de  intersección  buscados. 

La  parte  complicada  es  calcular  la  intersección  de 
dos  rectas  dadas.  Para  ello  probamos  dos  resultados 
prévios: 

La  suma  de  dos  segmentos  de  extremos  dados  es 
constructible. 

Pongamos  que  uno  de  los  segmentos  es  PQ  y  que 
el  otro  tiene  longitud  b.  Empezamos  trazando  la  cir¬ 
cunferência  de  centro  Q  y  radio  b.  Sobre  ella,  seleccio- 
namos  un  punto  arbitrário  H  y  calculamos  su  simétrico  H'  respecto  de  la  recta 
PQ.  Llamamos  h  a  la  longitud  dei  segmento  HH' . 

La  circunferência  de  centro  Q  y  radio  h  corta  a 
la  circunferência  de  centro  H  y  radio  b  en  un  punto 
K.  Sea  K'  su  simétrico  respecto  de  PQ.  Se  forma  así 
un  trapezoide  que  se  descompone  en  tres  triângulos 
isósceles  iguales. 


Si  llamamos  d  a  la  diagonal  KH', 
podemos  formar  un  triângulo  rectángulo  de  hipotenusa 
d,  un  cateto  3h/2  y  otro  cateto  igual  a  la  altura  dei 
triângulo  isósceles,  cuyo  cuadrado  es  b 2  —  (h/2)2.  El 
teorema  de  Pitágoras  nos  da  que 

d 2  =  9/i2/4  +  b2  -  h2/ 4  =  2 h2  +  b2. 

La  figura  muestra  el  punto  X  que  queremos  cal¬ 
cular,  es  decir,  el  punto  que  está  sobre  la  recta  PQ 
a  una  distancia  b  de  Q.  Si  llamamos  x  =  KX,  el 
triângulo  rectángulo  KXQ  nos  da  que  x2  =  b2  +  h2, 
luego  d2  =  x2  +  h2.  Por  lo  tanto,  los  arcos  de  cen¬ 
tros  K  y  K'  y  radio  d  se  cortan  en  un  punto  S  que 
forma  un  triângulo  rectángulo  KQS  de  hipotenusa  d 
y  un  cateto  igual  a  h ,  luego  el  otro  cateto  QS  mide  x. 

Esto  nos  permite  trazar  los  arcos  de  centros  K  y  K'  y 
radio  x ,  que  determinan  un  punto  X  que  forma  el  triângulo  rectángulo  KQX 
de  hipotenusa  x  y  un  cateto  igual  a  h ,  luego  el  otro  cateto  QX  mide  b ,  lo  que 
significa  que  X  es  el  punto  que  buscábamos. 
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Dados  tres  segmentos  de  longitudes  m,  n,  s,  es  posible  construir  un  segmento 
de  longitud  ( n/m)s . 

Trazamos  dos  circunferências  concêntricas  de  cen¬ 
tro  Z  y  rádios  m  y  n.  En  la  circunferência  de  radio 
m  trazamos  un  punto  arbitrário  A  y  luego  marcamos 
otro  B  a  distancia  S.  Esto  presupone  que  s  es  menor 
que  el  diâmetro  de  la  circunferência,  es  decir,  que  2 m. 

Si  no  fuera  así,  podemos  sustituir  m  y  n  por  múltiplos 
suficientemente  grandes,  que  son  constructibles  porque 
hemos  probado  que  la  suma  de  segmentos  constructi¬ 
bles  es  constructible. 

A  continuación  trazamos  un  arco  desde  A  con  aber¬ 
tura  arbitraria  w  para  que  corte  a  la  otra  circunferência  en  un  punto  H ,  y  con 
la  misma  abertura  trazamos  un  arco  desde  B  que  corte  a  la  otra  circunferência 
en  un  punto  K.  Ahora  observamos  que  ZKB  y  ZHA  son  congruentes,  luego 
AZH  =  BZK ,  luego  AZB  =  HZK,  porque  el  segundo  ângulo  resulta  de  res- 
tarle  al  primero  AZH  y  luego  sumarie  el  ângulo  igual  BZH.  Por  consiguiente, 
los  triângulos  AZB  y  HZK  son  similares  (son  isósceles  con  el  mismo  ângulo 
entre  los  lados  iguales).  Concluimos  que 


HK 


n 


s 

m ’ 


luego  HK  es  el  segmento  buscado. 

Finalmente  consideramos  dos  rectas  AB 
y  CD  y  vamos  a  construir  su  punto  de  corte. 

En  primer  lugar  trazamos  los  simétricos  de 
C  y  D  respecto  de  AB.  Se  forman  así  dos 
triângulos  semejantes,  de  modo  que 

x  CD  —  x 


CC 


DD' 


CC 


C. 


AB 


C 


\  x 


D' 

A 


■i 

D 


CD.  Por  los  resultados  prévios  sabemos  que  x  es 


de  donde  x  =  _ 

CC  +  DD' 

constructible,  y  las  circunferências  de  centros  C ,  C  y  radio  x  se  cortan  en  el 
punto  de  intersección  de  las  rectas.  ■ 


6.5  Construcciones  con  regia  marcada 

Existen  muchos  instrumentos  que  permiten  extender  las  construcciones  geo¬ 
métricas  más  allá  de  lo  que  dan  de  sí  la  regia  y  el  compás.  Aqui  vamos  a 
estudiar  uno  de  los  conceptualmente  más  simples:  la  regia  marcada.  Consiste 
simplemente  en  una  regia  en  la  que  se  han  senalado  dos  marcas,  la  distancia 
entre  las  cuales  podemos  tomar  como  unidad  de  medida. 
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A  una  regia  marcada  se  le  pueden  dar  muchos  usos.  Para  presentar  el  más 
elemental  veamos  qué  podemos  construir  sin  más  ayuda  que  una  regia  marcada 
partiendo  únicamente  de  los  puntos  0  y  1. 

Para  empezar,  usando  la  regia  “al  modo  clásico” ,  podemos  trazar  el  eje  real 
uniendo  los  dos  puntos  dados.  El  primer  uso  específico  de  una  regia  marcada  es 
el  siguiente: 

Uso  1  Dada  una  recta  y  un  punto  en  ella,  podemos  construir  los  dos  puntos 
situados  en  la  recta  que  distan  una  unidad  dei  punto  dado. 

Basta  poner  una  marca  sobre  el  punto  dado  y  senalar  el  punto  donde  cae  la 
otra  marca. 

Al  aplicar  esto  al  eje  real  y  el  punto  0,  la 
regia  marcada  nos  permite  construir  el  1  (que 
ya  lo  teníamos)  y  el  —  1.  De  hecho,  siguiendo 
así  podemos  construir  cualquier  número  en- 
tero,  pero  de  momento  nos  basta  con  consi¬ 
derar  los  puntos  —  1,  0  y  1.  Como  0  es  el 
punto  medio  de  los  otros  dos,  usando  puntos 
arbitrários  podemos  trazar  una  paralela  al  eje  real  por  un  punto  arbitrário,  que 
debemos  elegir  “a  ojo”  cuidando  de  que  diste  dei  eje  real  menos  de  una  unidad. 

Ahora  podemos  hacer  un  segundo  uso  de  nuestra  regia  marcada:  situamos 
una  marca  sobre  el  1  y  giramos  la  regia  hasta  que  la  otra  marca  se  encuentre 
sobre  la  recta  que  hemos  trazado,  lo  que  determina  un  punto  P  (en  realidad, 
así  podemos  determinar  dos  puntos  distintos,  pero  llamamos  P  al  más  cercano 
al  eje  imaginário).  Repitiendo  el  proceso  con  —1  obtenemos  un  punto  Q,  y 
prolongando  las  dos  rectas  que  pasan  por  1  y  P  y  por  —  1  y  Q,  obtenemos  un 
punto  dei  eje  imaginário.  Uniéndolo  con  0  obtenemos  el  eje,  y  usando  de  nuevo 
las  marcas  obtenemos  el  punto  syasu  vez  2  i. 

Antes  de  seguir  nuestro  análisis  destacamos  en  qué  ha  consistido  el  segundo 
uso  de  la  regia  marcada: 

Uso  2  Dada  una  recta  y  un  punto  exterior  a  ella,  podemos  construir  (si  exis- 
ten)  los  puntos  de  la  recta  que  distan  una  unidad  dei  punto  dado. 

Notemos  que  tanto  el  primer  como  el  segundo  uso  que  hemos  dado  a  la  recta 
marcada  pueden  conseguirse  igualmente  con  un  compás.  De  hecho,  bastan  con 
un  “compás  oxidado” .  Por  lo  tanto,  hasta  ahora  no  hemos  hecho  nada  que  no 
pueda  hacerse  también  con  una  regia  no  marcada  y  un  compás. 

Ahora  que  ya  contamos  con  los  puntos  1,  2,  i,  2 i,  el  mismo  argumento  em- 
pleado  con  la  constructibilidad  con  regia  respecto  de  una  circunferência  muestra 
que  todos  los  resultados  sobre  constructibilidad  con  regia  relativa  a  un  conjunto 
de  puntos  arbitrário  T  se  traducen  en  los  mismos  resultados  para  la  constructi¬ 
bilidad  con  regia  marcada,  así,  podemos  construir  (ya  sin  elecciones  arbitrarias) 
rectas  paralelas,  perpendiculares,  etc.  Y  las  coordenadas  de  puntos  constructi- 
bles  con  regia  marcada  forman  un  subcuerpo  de  C  =  R2 . 
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Ahora  observamos  que  la  prueba  dei  teorema  de  Poncelet-Steiner  6.25,  es 
decir,  la  prueba  de  que  todo  número  positivo  constructible  tiene  raiz  cuadrada 
constructible,  vale  igualmente  para  la  constructibilidad  con  regia  marcada,  pues 
lo  único  que  requiere  es,  dado  un  número  0  <  x  <  1,  levantar  la  perpendicular 
por  x  al  eje  real  y  determinar  en  ella  un  punto  que  diste  de  0  una  unidad,  lo 
cual  es  cl  segundo  uso  que  liemos  descrito  de  la  regia  marcada. 

La  conclusión  es  que  los  puntos  constructibles  con  los  dos  usos  que  liemos  des¬ 
crito  de  la  regia  marcada  son  exactamente  los  constructibles  con  regia  y  compás. 
Sin  embargo,  la  regia  marcada  admite  otros  usos  que  super an  la  capacidad  de 
la  regia  y  el  compás.  Veamos  uno  de  ellos: 


Uso  3  Dadas  dos  rectas  y  un  punto  cualquiera  P,  podemos  construir  (si  exis- 
ten)  los  puntos  A  y  B  situados  uno  en  cada  recta,  colineales  con  P  y  que  distan 
entre  sí  una  unidad. 

Para  ello  situamos  una  marca  sobre  una  de  las  rectas  y  movemos  la  regia  de 
modo  que  esté  siempre  sobre  P  y  la  marca  no  deje  de  estar  sobre  la  recta,  hasta 
que  la  otra  marca  se  encuentre  sobre  la  otra  recta.  Los  pares  de  puntos  posibles 
A  y  B  pueden  ser  dos,  uno  o  ninguno. 

No  hemos  dicho  nada  hasta  ahora  sobre  el  cuerpo  de  escalares  R  que  estamos 
considerando.  Para  los  dos  primeros  usos  de  la  regia  marcada  tenemos  que  exigir 
que  R  sea  euclídeo,  para  no  encontramos  con  que  un  punto  que  “debería  existir” 
en  realidad  no  existe  en  R2.  (Por  ejemplo,  no  podemos  probar  que  todo  número 
positivo  constructible  con  regia  marcada  tiene  raiz  cuadrada  constructible  si 
resulta  que  no  tiene  raiz  cuadrada  en  R.)  Sin  embargo,  esto  no  es  suficiente  para 
que  el  tercer  uso  pueda  aplicarse  sin  inconvenientes  por  las  posibles  deficiências 
algebraicas  de  R.  Para  evitar  problemas  de  este  tipo  consideramos  una  clase  de 
cuerpos  ordenados  más  restrictiva: 

Definición  6.27  Un  cuerpo  ordenado  R  es  realmente  cerrado  si  C  =  i?[i]  es  un 
cuerpo  algebraicamente  cerrado. 

Por  ejemplo,  R  es  realmente  cerrado,  pues  R[i]  =  C  es  el  cuerpo  de  los 
números  complejos,  y  el  cuerpo  Ra  formado  por  los  números  reales  algebraicos 
(sobre  Q)  también  es  realmente  cerrado,  pues  R0[i]  =  A  es  la  clausura  algebraica 
de  Q. 

En  lugar  de  dar  una  definición  precisa  de  los  puntos  constructibles  con  estos 
tres  usos  de  las  regias  marcadas,  vamos  a  sustituir  los  dos  primeros  usos  por  el 
compás,  pues  ya  sabemos  que  es  equivalente  y  la  definición  se  simplifica: 

Definición  6.28  Un  punto  P  de  un  plano  euclídeo  E  sobre  un  cuerpo  ordenado 
realmente  cerrado  es  constructible  con  regia  marcada  a  partir  de  un  conjunto  de 
puntos  r  C  E  si  existe  una  sucesión  de  puntos  Pi , . . . ,  Pn  tal  que  Pn  =  P  y 
cada  Pi  curnple  una  de  las  condiciones  siguientes: 
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1.  P,  £  r. 

2.  Pj  es  la  intersección  de  dos  rectas  que  pasan  cada  una  por  dos  puntos 
prévios. 

3.  Pi  es  está  en  la  intersección  de  una  recta  que  pasa  por  dos  puntos  prévios 
y  una  circunferência  cuyo  centro  es  un  punto  prévio  y  cuyo  radio  es  la 
distancia  entre  dos  puntos  prévios. 

4.  Pi  está  en  la  intersección  de  dos  circunferências  con  centro  en  dos  puntos 
prévios  y  rádios  que  sean  las  distancias  entre  dos  pares  de  puntos  prévios. 

5.  Existen  dos  rectas  que  pasan  cada  una  por  un  par  de  puntos  prévios  de  la 
sucesión  y  un  punto  prévio  P  de  la  sucesión  de  modo  que  Pi  es  uno  de  los 
dos  puntos  A  y  B  situados  uno  en  cada  recta,  colineales  con  P  y  distan 
entre  sí  una  unidad. 

Si  R  es  un  cuerpo  realmente  cerrado  y  T  C  C  =  R2,  llamaremos  C/jm(r)  al 
cuerpo  formado  por  los  puntos  de  C  constructibles  con  regia  marcada  a  partir 
dei  conjunto  T  U  {(0,  0),  (1,  0)}.  A  su  vez,  Rrm(T)  =  C™(T)  n  R. 

El  punto  5)  describe  el  tercer  uso  de  las  regias  marcadas,  y  liemos  visto  que 
los  puntos  3)  y  4)  (que  describen  los  usos  dei  compás)  pueden  sustituirse  por 
descripciones  de  los  usos  1)  y  2)  de  la  regia  marcada,  aunque  entonces  hay  que 
tomar  como  puntos  de  partida  los  puntos  (1,  0),  (2,  0),  (0, 1),  (0,  2)  para  evitar  la 
necesidad  de  elecciones  arbitrarias. 

Hemos  exigido  que  el  cuerpo  R  sea  realmente  cerrado  con  la  intención  de 
que  no  “nos  falten  puntos”  en  R  a  la  hora  de  usar  la  regia  marcada,  pero  en 
principio  no  tenemos  garantias  de  que  esto  resuelva  el  posible  problema.  Para 
ello  tenemos  que  justificar  que  al  aplicar  el  uso  3  o,  lo  que  ahora  es  la  regia  5 
de  la  definición  anterior,  al  partir  de  puntos  con  coordenadas  en  R  obtenemos 
necesariamente  puntos  algebraicos  sobre  C,  por  lo  que  existirán  o  no  en  función 
de  la  situación  geométrica,  pero  no  pasarán  de  no  existir  a  existir  por  sustituir 
R  por  un  cuerpo  mayor,  ya  que  C  es  algebraicamente  cerrado. 

Para  ello  analizamos  una  situación  ligeramente  más  general  que  la  descrita 
en  la  regia  5.  Sea  E  un  plano  afín  sobre  el  cuerpo  realmente  cerrado  R  en  el 
que  hemos  fijado  un  sistema  de  referencia  ortonormal.  Sea  K  C  R  un  cuerpo 
cualquiera,  consideremos  dos  rectas  r  y  s  en  E  que  pasen  cada  una  por  dos 
pares  de  puntos  con  coordenadas  en  K,  sea  P  otro  punto  con  coordenadas  en  K 
y  sean  Ay  B  dos  puntos  de  C  situados  cada  uno  en  una  de  las  rectas  dadas  y 
cuya  distancia  sea  un  d  £  K  (en  nuestro  contexto  sólo  nos  interesa  el  caso  d  =  1, 
pero  ahora  conviene  razonar  en  general).  Vamos  a  probar  que  las  coordenadas 
de  A  y  B  son  necesariamente  algebraicas  sobre  K. 

En  primer  lugar  observamos  que,  como  O  tiene  sus  coordenadas  (u,  v)  £  A'2, 
si  cambiamos  el  sistema  de  referencia  para  que  su  origen  sea  O,  las  coordenadas 
de  un  punto  cualquiera  se  transforman  de  (x,  y)  a  (x  —  u,  y  —  v),  por  lo  que  las 
nuevas  estarán  en  una  extensión  algebraica  de  AT  si  y  sólo  si  las  antiguas  están 
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en  esa  misma  extensión.  Además,  los  puntos  que  antes  tenían  coordenadas  en 
K  siguen  teniéndolas.  Por  consiguiente,  no  perdemos  generalidad  si  suponemos 
que  O  tiene  coordenadas  (0,0). 

Si  r  pasa  por  puntos  con  coordenadas  ( a,b ),  (c,  d)  6  K ,  un  vector  director 
es  (u,  v)  =  (c  —  a,  d  —  b)  £  K2,  y  un  vector  ortogonal  es  (—v,  u )  £  K 2.  La  recta 
perpendicular  a  r  y  que  pasa  por  O  tiene  ecuación  —  vx  +  uy  =  0. 

Como  r  también  admite  una  ecuación  con  coeficientes  en  K ,  la  intersección 
de  ambas,  es  decir,  el  pie  X  de  la  perpendicular  a  r  por  O  tiene  sus  coordenadas 
(x,y)  £  K2.  Ahora  cambiamos  la  base  dei  sistema  de  referencia,  pasando  a 


Los  puntos  que  antes  tenían  sus  coordenadas  en  K 2  ahora  las  tienen  en  K'2 , 
donde  K'  =  K(\Jx2  +  y2)  (que  puede  ser  el  propio  K  o  una  extensión  cuadrática 
de  K).  Si  las  coordenadas  de  los  puntos  Ay  B  respecto  dei  nuevo  sistema  de 
referencia  están  en  una  extensión  algebraica  K"  de  K  (que  es  lo  que  vamos  a 
probar),  las  coordenadas  originales  también  lo  estarán  (pues  son  combinaciones 
lineales  de  las  nuevas  con  coeficientes  en  K'). 

Respecto  dei  nuevo  sistema  de  referencia,  las  coordenadas  de  X  son  de  la 
forma  (0,  6),  donde  b  =  \/ x2  +  y2  £  K' ,  luego  r  tiene  ecuación  y  =  b,  para  cierto 
b  £  K' . 

Ahora  vamos  a  determinar  el  lugar  geométrico  de  los  puntos  A  tales  que  la 
recta  O  A  corta  a  la  recta  y  =  b  en  un  punto  B  cuya  distancia  a  A  es  igual  a  d. 
Si  uno  de  tales  puntos  A  tiene  coordenadas  (x,  y)  y  la  recta  O  A  tiene  ecuación 
y  =  ax  (con  a  £  A''),  el  punto  B  es  (b/a,  b ),  y  para  que  la  distancia  de  A  a  B 
sea  d  se  tiene  que  cumplir  que 

(x-b/a)2  +  (y-b)2  =  d2. 

Pero  (x,  y)  también  curnple  y  =  ax,  luego 

(x-bx/y)2  +  (y-b)2  =  d2  =►  x^l^L  +  (y-h)2  =  d2, 

y 

luego 

(x2  +  y2)(y  —  b)2  =  d2y2. 

Los  puntos  (x,  y)  que  cumplen  esta  ecuación  forman  una  curva  llamada  con- 
coide  de  Nicomedes,  y  es  el  primer  ejemplo  no  trivial  que  vemos  — si  considera¬ 
mos  ejemplos  triviales  las  rectas  y  las  circunferências —  de  curva  algebraica,  es 
decir,  de  curva  definida  por  una  ecuación  polinómica. 

A  veces  es  más  práctica  la  ecuación  de  la  concoide  en  coordenadas  polares. 
Si  sustituimos  x  =  pcosO,  y  =  p  sen  0  queda 

p2(psend  —  b)2  =  d2p2  sen2  d  =>  (p - ^—)2  =  d2 

sen  0 
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de  donde2 


Las  gráficas  siguientes  muestran  dos  concoides  con  d  =  1,  la  primera  con 
b  =  0.2  y  la  segunda  con  b  =  1.2.  En  ambas  figuras  está  dibujada  también  la 
recta  y  =  b. 


Vemos  que  cada  concoide  tiene  dos  ramas,  una  se  recorre  cuando  6  varia 
en  ]0,7r[  y  la  otra  cuando  varia  en  ]7r,  27t[.  Los  ângulos  9  =  0,7r,  27t  cumplen 
sen  9  =  0  y  no  dan  lugar  a  ningún  punto  de  la  concoide.  Si  trazamos  cualquier 
recta  que  pase  por  el  origen,  corta  a  la  concoide  en  dos  puntos  A  que  distan  una 
unidad  dei  punto  B  donde  O  A  corta  a  la  recta  y  =  b. 

Volviendo  a  nuestro  argumento,  si  la  otra  recta  tiene  s  ecuación  px  +  qy  =  u, 
con  p,q,u  £  K',  los  puntos  Ay  B  determinados  por  la  regia  marcada  colineales 
con  O  son  un  punto  de  corte  A  entre  s  y  la  concoide,  por  lo  que  sus  coordenadas 
(a :,y)  cumplirán 

{x2  +  y2)(y-b)2  =  y2,  px  +  qy  =  u, 

y  el  punto  B  donde  O  A  corta  a  la  recta  y  =  b,  cuyas  coordenadas  son  ( bx/y,  b). 

Al  despejar  x  o  y  en  px  +  qy  =  u  (según  sea  p^0oq^=0)y  sustituir  en 
la  ecuación  de  la  concoide,  obtenemos  un  polinomio  de  grado3  4  en  x  o  en  y, 

2En  principio  habría  que  considerar  también  la  ecuación  con  —d  en  lugar  de  +d,  pero 
ambas  describen  los  mismos  puntos,  pues  la  expresión 

(p  cos  6,  p  sen  6)  =  (  f - j-  d )  cos  0,  ( - b  d)  sen  6 ) 

\\sen#  J  \sen0  J  J 

cambia  el  signo  de  d  cuando  0  se  cambia  por  —6. 

3  Notemos  que  no  se  cancelan  los  términos  de  grado  4,  pues  éstos  son  x2y 2  +  y4,  que  se 

convierten  en  (À2  +  1  )y4  o  bien  en  (À2  +  À4)#4  según  que  la  sustitución  sea  x  =  \y  +  p  o  bien 
y  —  \x  +  p,  con  A  E  R  no  nulo,  luego  À2  +  1,  À2  +  À4  >0.  No  obstante,  dicho  polinomio  no 
tiene  por  qué  ser  irreducible. 
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luego  una  coordenada  de  A  está  en  un  cuerpo  K"  tal  que  |  K"  :  K'\  <  4  y  la 
otra  depende  linealmente  de  ella  con  coeficientes  en  K' ,  luego  está  en  el  mismo 
cuerpo  K".  Las  coordenadas  de  B  son  (bx/y,b),  luego  también  están  en  K" ,  y 
lo  mismo  vale  para  las  coordenadas  de  A  y  B  en  el  sistema  de  referencia  inicial. 

Resumimos  lo  que  liemos  demostrado: 

Teorema  6.29  Si  en  una  construcción  con  regia  marcada  un  punto  P  se  obtiene 
por  la  condición  5  a  partir  de  puntos  anteriores  cuyas  coordenadas  están  en  un 
cuerpo  K  C  R,  entonces  existen  cuerpos  K  C  K'  C  K"  C  R  de  modo  que 
\K'  :  K\  <  2  y  | K"  :  K'\  <  4  y  las  coordenadas  de  P  están  en  K" . 

Combinando  esto  con  la  prueba  clel  teorema  6.5  (que  cubre  los  casos  de 
los  puntos  obtenidos  por  las  condiciones  relativas  a  la  regia  no  marcada  y  el 
compás),  ahora  es  inmediato  el  teorema  siguiente: 

Teorema  6.30  Si  un  punto  P  es  constructible  con  regia  marcada  a  partir  de  un 
conjunto  T  de  puntos  cuyas  coordenadas  estén  en  un  cuerpo  K  C  R,  entonces 
existe  una  cadena  de  extensiones 

K  =  K0  c  Kx  c  •  •  •  C  Kn  c  R 

de  modo  que  |/C+i  :  A/|  <  4  y  las  coordenadas  (01,0:2)  de  P  están  en  Kn.  En 
particular,  |A'(ctj)  :  K\  sólo  puede  ser  divisible  entre  los  primos  2  y  3. 

Por  ejemplo,  ahora  es  claro  que  el  endecágono  regular  no  es  constructible 
con  regia  marcada,  pues  si  1 7  =  cos(27r/ll),  entonces  |Q(ry)  :  Q|  =  5. 

Veamos  finalmente  que  la  regia  marcada  es  más  potente  que  el  compás: 
Teorema  6.31  Con  una  regia  marcada  se  puede  trisecar  cualquier  ângulo  dado. 

DemostraciÓN:  Sea  AOB  un  ân¬ 
gulo  arbitrário,  no  necesariamente  cons¬ 
tructible.  No  perdemos  generalidad  si 
suponemos  que  es  agudo,  porque  en  otro 
caso  lo  bisecamos,  trisecamos  la  bisec- 
ción  y  duplicamos  el  resultado.  Pode¬ 
mos  suponer  que  O  A  =  1/2.  Trazamos 
la  perpendicular  a  OB  por  A,  lo  que 
nos  da  el  punto  C.  Trazamos  también 
la  paralela  a  OB  por  A. 

Ahora  usamos  la  regia  marcada  para  obtener  los  puntos  D  y  E  tales  que  la 
recta  DE  pase  por  O  y  la  longitud  de  DE  sea  1.  Sea  G  el  punto  medio  de  AE 
y  F  el  punto  medio  de  DE,  de  modo  que  GF  es  perpendicular  a  AE. 

Es  claro  que  EFG  es  congruente  a  AFG,  luego  el  ângulo  COD  es  igual  a 
FEG  (por  paralelismo)  y  éste  a  su  vez  es  igual  a  F AG  (por  la  semejanza).  Esto 
implica  que  OFÀ  tenga  amplitud  2a. 

El  triângulo  OAF  tiene  dos  lados  de  longitud  1/2,  luego  es  isósceles  y  AOF 
también  tiene  amplitud  2a,  luego  COD  es  la  trisección  dei  ângulo  dado.  ■ 


6.5.  Construcciones  con  regia  marcada 


205 


En  particular,  el  ângulo  de  20°  es  constructible  con  regia  marcada,  luego  el 
de  40°  también,  luego  el  eneágono  regular  es  constructible  con  regia  marcada. 
De  hecho,  la  construcción  dei  teorema  anterior  (partiendo  de  un  ângulo  de  60°, 
que  sabemos  construir)  se  prolonga  de  forma  obvia  para  acabar  construyendo  un 
eneágono  regular.  En  particular,  cos(27r/18)  es  un  ejemplo  concreto  de  número 
constructible  con  regia  marcada  que  no  es  constructible  con  regia  y  compás.  De 
hecho,  sabemos  que  es  algebraico  de  grado  3  sobre  Q. 

Ahora  también  podemos  resolver  el  problema  de  la  duplicación  dei  cubo: 

Teorema  6.32  Si  a  £  Cg”(r),  sus  ratees  cúbicas  están  en  6™(T). 

DemostraciÓn  :  Veamos  en  primer  lugar  que  si  a  £  Rrm(r),  su  única  raiz 
cúbica  real  y/ã  está  también  en  Rrm(T).  No  perdemos  generalidad  si  suponemos 
que  a  >  0  y,  si  a  >  1,  lo  cambiamos  por  l/a,  pues  y/ã  =1/ y/l /a,  luego  si 
\Jl/a  £  i?rm(r),  lo  mismo  le  sucede  a  y/a.  Así  pues,  podemos  suponer  que 
0  <  a  <  1.  En  realidad  la  construcción  que  vamos  a  dar  funciona  si  0  <  a  <  8. 

Construimos  un  triângulo  isósceles  ABC  con  (J  e 

dos  lados  unitários  y  AB  de  longitud  a/4.  Pro¬ 
longamos  el  lado  BC  de  modo  que  B  sea  el 
punto  medio  de  CD.  Trazamos  la  paralela  a 
AB  por  C  y  llamamos  E  al  punto  de  corte  en¬ 
tre  ésta  y  AD.  Ahora  usamos  la  regia  marcada 
para  construir  los  puntos  P  y  Q  que  disten  una 
unidad  y  sean  colineales  con  C. 

Tenemos  que  ADB  y  EDC  están  en  po- 
sición  de  Tales,  luego  son  semej antes,  y  es  claro 
que  la  razón  de  semejanza  es  2,  por  lo  que  CE  tiene  longitud  a/2  (el  doble  que 
AB).  También  es  claro  que  PEC  es  semejante  a  PAQ,  luego 

CÊ  ÃQ  x 
CP  ~  PQ  ~ r 

donde  llamamos  a;  a  la  longitud  de  AQ.  Así,  CP  mide  a/2x. 

Llamamos  M  al  punto  medio  de  AB ,  con  lo  que  el  teorema  de  Pitágoras  nos 
da  que 

CQ 2  =  CM2  +  I4Q2  =  BC2  -  M2  +  MQ2, 

luego 

(1  +  è)  -1-®  +(x+i)  • 

Operando  llegamos  a  4a:4  +  aa;3  —  4aa;  —  a2  =0,  que  factoriza  como 

(4a:  +  a)  (a;3  —  a)  =  0. 

Como  el  primer  factor  es  positivo,  resulta  que  x  =  y/ã. 
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En  general,  si  z  =  ps  €  C2"(r),  una  raiz  cúbica  es  w  =  {^fp)e/ 3,  que  está 
en  e^jm(r)  por  la  parte  ya  probada  y  por  ei  teorema  anterior.  Las  tres  raíces 
cúbicas  son  wÇ3 ,  para  j  =  0, 1,2,  donde  (  es  una  raiz  cúbica  primitiva  de  la 
unidad  en  C,  que  es,  de  hecho,  constructible  con  regia  y  compás.  ■ 

Así  pues,  \[2  es  otro  ejemplo  de  número  constructible  con  regia  marcada 
que  no  es  constructible  con  regia  y  compás. 

Construcción  dei  heptágono  regular  En  cuanto  a  los  polígonos  regulares, 
ya  liemos  visto  que  el  de  9  lados  pasa  a  ser  constructible,  luego  entre  3  y  10  sólo 
queda  pendiente  determinar  si  el  heptágono  regular  es  constructible  con  regia 
marcada,  y  la  respuesta  es  afirmativa.  Para  probarlo  necesitamos  ser  capaces 
de  reconocer  al  cos(27r/7)  cuando  lo  tengamos  delante.  Vamos  a  ver  dos  formas 
de  identificado,  una  algebraica,  puramente  mecânica,  y  otra  geométrica,  debida 
esencialmente  a  Viète,  que  requiere  cierta  inspiración. 

Algebraicamente,  si  (  =  cos(27r/7)  +i  sen(27r/7),  entonces  las  potências  de 
(  forman  los  vértices  de  un  heptágono  regular.  Si  K  =  Q(()  es  el  cuerpo 
ciclotómico  séptimo,  es  una  extensión  de  Q  de  grado  6,  y  el  cuerpo  Kr I M  es  el 
subcuerpo  fijado  por  la  conjugación  compleja,  y  tiene  por  base  a 

m  =  C  +  C6  =  2cosy,  772  =  C2 +C5  =  2cosy,  773  =  C3 +  C4  =  2cosy. 

Usando  que  C  +  C2  +  C3  +  C4  +  C5  +  C6  =  —  1  es  fácil  ver  que 

(x  -  in)(x  -  7l2)(x  -  773)  =  x3  +  x2  -  2x  -  1, 

por  lo  que  éste  es  el  polinomio  mínimo  de  771  sobre  Q,  y  771  es  su  única  raiz 
positiva.  Cambiando  x  por  2x  obtenemos  que  el  polinomio  mínimo  de  cos(27r/7) 
es 

3  1  2  1  1 

1  +r  8’ 

y  cos(27r/7)  es  su  única  raiz  positiva. 

Ahora  veamos  un  critério  geométrico  alternativo  para  reconocer  el  ângulo 
27t/7,  que  es  el  que  usó  Viète  para  construir  el  heptágono  regular.  Para  ello 
suponemos  que  tenemos  dos  triângulos  isósceles  BOG  y  FOG  como  muestra  la 
figura,  con  FG  =  OG  =  OB  =  1. 
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Vamos  a  probar  que  si  F A  ■  FB 2  =  OF,  entonces  AOG  =  2tt/7. 

Llamamos  H  al  otro  punto  donde  la  recta  FG  corta  a  la  circunferência  de 
centro  O  y  radio  1  y  vamos  a  probar  que  OH  es  paralela  a  BG.  Para  ello  basta 
con  que 

Th  õf 

FG  -  ÕB  ’ 

pues  entonces  los  triângulos  son  semejantes  y  están  en  posición  de  Tales.  A  su 
vez,  esto  resulta  de  combinar  la  hipótesis  con  cl  teorema  de  la  potência  4.33, 
según  el  cual  FH  =  FH  ■  FG  =  F A  ■  FB. 

Usando  el  paralelismo  de  OH  y  BG  junto  con  el  hecho  de  que  los  triângulos 
son  isósceles  se  concluye  inmediatamente  que  todos  los  ângulos  marcados  con 
a  en  la  figura  son  iguales  y  que  el  ângulo  en  F  es  2a,  como  se  indica.  Ahora 
usamos  que  este  ângulo  debe  ser  la  semidiferencia  de  los  arcos  que  abarca  en  la 
circunferência  (teorema  3.25),  lo  que  nos  da  que 


luego  a  =  7t/7  y  GOA  =  2tt/1  . 

Con  esto  estamos  en  condiciones  de  justificar  la  construcción  de  Viète  dei 
heptágono  regular: 


En  primer  lugar  construimos  la  circunferência  de  centro  O  =  0  y  radio  1, 
en  la  que  senalamos  los  puntos  4  =  1  y  B  =  -1.  Trazamos  la  circunferência 
de  centro  B  y  radio  1,  que  nos  determina  el  punto  C.  Trazamos  D  =  —1/3, 
la  circunferência  de  centro  D  y  radio  DC  y  trisecamos  el  ângulo  BDC,  para 
formar  ODE.  La  recta  CE  determina  el  punto  F ,  y  la  circunferência  de  centro 
F  y  radio  1  determina  los  puntos  G,  H,  que  son  dos  de  los  vértices  dei  heptágono 
regular. 
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Para  probar  que  el  método  es  correcto  anadimos  a  la  figura  el  punto  medio 
I  clel  segmento  BD,  de  modo  que  D  =  —1/3  e  I  =  —2/3.  El  ângulo  en  F 
es  la  semidiferencia  de  los  arcos  que  abarca  en  la  circunferência  de  centro  D. 
Si  llamamos  a  al  menor,  el  mayor  es  3a,  luego  el  ângulo  en  F  es  también  a. 
Esto  significa  que  el  triângulo  DBF  es  isósceles,  al  igual  que  ICD ,  pues  la 
perpendicular  al  eje  real  horizontal  por  C  pasa  por  —1/2,  que  es  el  punto  medio 
de  ID.  La  altura  de  este  triângulo  rnide  v^/2,  y  su  base  rnide  1/3,  de  donde  se 
sigue  que  sus  lados  iguales  rniden 

fn  _  _ _ _ 

r  =  —  =IC  =  CD  =  DE  =  EF. 

3 

Si  llamamos  a  al  ângulo  en  F,  tenemos  que  el  ângulo  en  I  es  3a,  luego 

,  1  d 
cos3a=— ,  cosa=— , 

6  r  2  r 


donde  d  =  DF.  Ahora  usamos  la  relación  cos3a  =  4cos3a  —  3 cosa,  que  se 
deduce  de  la  fórmula  para  el  coseno  de  una  suma.  Al  sustituir  las  relaciones 
anteriores  y  simplificar,  queda 


d3 


=  0. 


Observemos  que  cos  ÁOG 


OF 

2 


d  —  1/3 
2 


sustituimos  d  =  x  +  1/3  obtenemos  x3  +  x2  —  2x  — 
la  única  raiz  positiva  de  esta  ecuación,  es  decir,  d 
concluimos  que,  en  efecto,  AOG  =  27t/7. 


Si  en  la  ecuación  anterior 

1  =  0,  y  ya  hemos  visto  que 
—  1/3  es  2cos(27r/7),  luego 


Alternativamente,  basta  probar  que  F A  ■  FB 


OF ,  es  decir,  que 


pero  al  desarrollar  esta  ecuación  obtenemos  precisamente  la  que  ya  habíamos 
obtenido.  ■ 

Resulta  natural  preguntarse  qué  polígonos  regulares  son  constructibles  con 
regia  marcada  o,  más  en  general,  buscar  una  caracterización  algebraica  de  los 
números  constructibles  con  regia  marcada,  similar  al  teorema  6.5,  que  fuera 
alguna  clase  de  recíproco  dei  teorema  6.30.  Todo  ello  es  posible,  pero  si  lo 
hemos  conseguido  para  la  constructibilidad  con  regia  y  compás  ha  sido  gracias 
a  que  conocemos  una  fórmula  para  resolver  las  ecuaciones  de  segundo  grado, 
que  en  esencia  reducen  toda  extensión  cuadrática  a  una  extensión  por  una  raiz 
cuadrada  de  un  elemento  dei  cuerpo  base.  Para  obtener  resultados  análogos 
para  la  constructibilidad  con  regia  marcada  se  necesitan  resultados  similares 
para  ecuaciones  de  grado  tres  y  cuatro  y  no  vamos  a  entrar  en  ello  de  momento 
(véase  [Al  9.30]). 
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6.6  Construcciones  con  regia  marcada  y  compás 

Aunque  hemos  admitido  el  uso  dei  compás  en  la  definición  de  construcción 
con  regia  marcada,  hemos  visto  que  no  es  esencial,  en  el  sentido  de  que  (a  costa 
de  admitir  unos  pocos  puntos  más  de  partida  para  evitar  la  necesidad  de  cons¬ 
trucciones  con  elecciones  arbitrarias  de  puntos)  todo  lo  que  podemos  construir 
con  los  usos  que  le  hemos  admitido  a  una  regia  marcada  y  un  compás,  pue- 
den  construirse  sólo  con  la  regia  marcada.  Si  sólo  admitimos  la  regia  marcada, 
es  decir,  si  no  podemos  dibujar  circunferências  (aunque  los  puntos  en  que  las 
circunferências  que  podríamos  construir  cortan  a  otras  rectas  o  circunferências 
sí  que  son  constructibles)  entonces  no  hay  más  usos  posibles  de  la  regia  mar¬ 
cada,  y  por  eso  hemos  hablado  de  “construcciones  con  regia  marcada”  y  no  de 
“construcciones  con  regia  marcada  y  compás” . 

Ahora  bien,  si  admitimos  el  compás,  caben  más  usos  de  la  regia  marcada,  ya 
que  podemos  usaria  para  encontrar  puntos  a  una  distancia  unitaria  colineales 
con  un  punto  dado  y  que  estén  uno  en  una  recta  y  otro  en  una  circunferência 
dadas,  o  bien  cada  uno  en  una  circunferência  dada.  Si  admitimos  estos  dos  usos 
adicionales  tenemos  lo  que  propiamente  podemos  llamar  “construcciones  con 
regia  marcada  y  compás” ,  y  sucede  que  el  conjunto  de  puntos  constructibles  de 
este  modo  es  estrictamente  mayor  que  el  de  los  puntos  constructibles  sólo  con 
regia  marcada. 


Ejemplo  Si  trazamos  la  recta  y  =  2  y  la  circunferência  de  centro  (1, 1)  y 
radio  \/5,  podemos  usar  la  regia  marcada  para  encontrar  cuatro  pares  de  puntos 
situados  uno  en  la  recta  y  otro  en  la  circunferência  que  disten  una  unidad.  Un 
par  es  trivial:  la  circunferência  pasa  por  el  punto  P4  =  (0,3),  que  dista  una 
unidad  de  Q4  =  (0,  2). 


Analiticamente,  los  puntos  Pi  cumplen  la  ecuación  de  la  circunferência: 
( x  —  l)2  +  (y  —  l)2  =  5  O  x2  +  y2  =  2x  +  2y  +  3 
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y  los  de  la  concoide  de  parâmetros  b  =  2  y  d  =  1,  que  es  ( x 2  +  y2)(y  —  2)2  =  y2. 
Sustituyendo  obtenemos 

(2x  +  2y  +  3)(y  —  2)2  =  y2  o  2(y  -  2)2x  +  (2y  +  3)(y  -  2)2  =  y2 

O  2(y  —  2)2(x  —  1)  =  2/2  —  (2y  +  5)(y  —  2)2. 

Elevamos  al  cuadrado  y  sustituimos  (x  —  l)2  usando  la  ecuación  de  la  circunfe¬ 
rência: 

4 (y  -  2)4(5  -(y-  l)2)  =  ( y 2  -  (2 y  +  5 )(y  -  2)2)2. 

Al  operar  queda: 

y6  -  7 y5  +  14y4  -  2 y3  -  10 y2  -  12 y  +  18  =  0. 

Ahora  bien,  sabemos  que  una  raiz  de  este  polinomio  tiene  que  ser  y  =  3. 
Dividiendo  entre  y  —  3  llegamos  a  que  las  segundas  coordenadas  de  los  puntos 
Pi,  Pi,  P3  tienen  que  cumplir  la  ecuación 

y5  —  4  y4  +  2  y3  +  4  y2  +  2y  —  6  =  0. 

Este  polinomio  es  irreducible  por  el  critério  de  Eisenstein,4  luego  la  segunda 
coordenada  de  cualquiera  de  los  tres  puntos  Pi,p2,P3  cumple  |Q (y)  :  Q|  =  5, 
luego  ninguno  de  los  tres  puntos  es  constructible  sólo  con  regia  marcada,  por  el 
teorema  6.30.  Vemos  así  que  existen  puntos  constructibles  con  regia  marcada  y 
compás  que  no  son  constructibles  con  regia  marcada.  ■ 


Trisección  de  un  ângulo  Arquímedes  encontro  este  procedimiento  para  tri- 
secar  un  ângulo  agudo: 

Partimos  dei  ângulo  AOB ,  donde 
podemos  exigir  que  O  A  =  OB  =  1. 

Trazamos  la  circunferência  de  centro 
O  y  radio  1  y  usamos  la  regia  mar¬ 
cada  para  trazar  los  puntos  D  y  E,  el 
primero  sobre  la  circunferência,  el  se¬ 
gundo  sobre  O  A,  ambos  colineales  con 
el  punto  B  y  a  una  distancia  unitaria.  Entonces  el  triângulo  ODE  es  isósceles, 
y  usando  que  el  ângulo  en  E  mide  la  semidiferencia  de  los  arcos  que  abarca, 
vemos  que  /3  =  ,  luego  a  =  3/3,  luego  CO  D  es  la  trisección  de  AOB.  m 

Observemos  que  en  la  construcción  dei  heptágono  regular  es  más  práctico 
aplicar  el  método  de  trisección  de  Arquímedes  (que  es  lo  que  hizo  Viète),  pues 
para  trisecar  BDC  podemos  trazar  directamente  los  puntos  E  y  F  sin  más  que 
tomar  una  regia  marcada  con  dos  puntos  a  una  distancia  r  y  apoyarla  en  C .  El 

4Más  aún,  el  teorema  [Al  9.16]  implica  que  su  grupo  de  Galois  es  £5,  y  [Al  9.36]  implica 

que  la  ecuación  no  es  resoluble  por  radicales.  Vemos  así  que  con  regia  marcada  y  compás 

es  posible  construir  números  no  expresables  en  términos  de  radicales  a  partir  de  números 
racionales.  Esto  no  es  posible  sólo  con  regia  marcada. 
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hecho  de  que  las  marcas  tengan  que  estar  a  una  distancia  r  no  es  esencial.  Por 
una  parte,  podríamos  empezar  con  un  círculo  de  radio  l/r  =  2/\/7  y  entonces 
la  construcción  requiere  marcas  imitarias  (y,  una  vez  construido  el  heptágono 
de  radio  l/r  es  fácil  construir  otro  de  radio  1,  si  queremos).  Por  otra  parte,  es 
fácil  probar  que  si  admitimos  regias  con  cualquier  marca  constructible  con  regia 
marcada  (imitaria)  los  puntos  constructibles  son  los  nrismos. 


El  caracol  de  Pascal  El  uso  de  la  regia  marcada  en  el  método  de  trisección 
de  Arquímedes  consiste  en  tomar  una  circunferência  de  radio  1  y  un  punto  B 
en  ella,  y  calcular  un  punto  E  que  se  encuentra  en  una  recta  dada  (la  recta 
OC )  de  modo  que  la  distancia  de  E  al  otro  punto  D  donde  la  recta  BE  corta 
a  la  circunferência  sea  igual  a  1.  La  curva  formada  por  tales  puntos  E  recibe  el 
nombre  de  caracol  de  Pascal. 

Si  tomamos  concretamente  la  circunferência  de  centro  (0,0)  y  radio  1  y  el 
punto  B  =  (—1,0),  dado  un  punto  E  =  (x,  y ),  la  recta  BE  está  formada  por  los 
puntos  de  la  forma 

(-1,0)  +  À(x  -  l,y). 

Calculamos  A  para  que  el  punto  esté  en  la  circunferência  y  resulta  A  = 
de  donde  D  tiene  coordenadas 


(A,B) 


2(x  +  l)2  2(x  +  l)y  A 

(x  +  l)2  +  y2  ’  (x  +  l)2  +  y2  ) 


Para  que  E  esté  en  el  caracol  tiene  que  cumplirse  que  (A  —  a;)2  +  (B  —  y)2  =  1. 
Desarrollamos  usando  que  A2  +  B2  =  1  y  resulta 


{x2  +  y2)({x  +  l)2  +  y2))  =  -2x((x  +  l)2  +  y2)  +  4(x  +  l)2x  +  4(x  +  1  )y2} 


que  operando  se  reduce  a 

(x2  +  y2)2  -  3(x2  +  y2)  -  2x  =  0. 

Esta  es  la  ecuación  dei  caracol  de  Pascal.  En  coordenadas  polares  podemos 
simplificar  un  p  y  queda 

p3  —  3p  —  2  cos  9  =  0. 

Las  soluciones  de  esta  ecuación  son5 

0  +  2kir 

p  —  2  cos - - - ,  k  =  0,1,2. 

O 

Teniendo  en  cuenta  que  p  tiene  que  ser  positivo,  es  fácil  ver  que  la  relación 

371  37T 

T’T_ 

recoge  todos  los  puntos  de  la  curva. 


p  =  2  cos  - ,  9  £ 

O 


5Véase  el  teorema  [Al  9.17]. 
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Si  llamamos  E  al  punto  de  intersección  con 
el  caracol  de  cualquier  recta  que  pase  por  el  ori- 
gen  O,  el  ângulo  OEB  es  la  tercera  parte  de  AOE. 

■ 

Sin  embargo,  el  uso  de  la  regia  marcada  con 
una  circunferência  no  exige  que  el  punto  B  que  se 
toma  como  referencia  tenga  que  estar  en  la  propia 
circunferência.  Vamos  a  obtener  la  ecuación  ge¬ 
neral  de  la  curva  equivalente  a  la  concoide  de  Ni- 
comedes  cuando  en  lugar  de  partir  de  una  recta, 
partimos  de  una  circunferência,  que  es  una  generalización  dei  caracol  de  Pascal. 

Partimos  de  un  punto  O  con  coordenadas  en  un  cuerpo  K  C  R  y  de  una 
circunferência  cuyo  radio  y  las  coordenadas  de  su  centro  estén  también  en  K. 
El  mismo  argumento  prévio  al  cálculo  de  la  concoide  muestra  que,  mediante 
un  cambio  de  sistema  de  referencia  y  tal  vez  sustituyendo  K  por  una  extensión 
cuadrática,  podemos  suponer  que  O  =  (0,0)  y  que  el  centro  de  C  está  en  el  eje 
de  abscisas,  es  decir,  que  tiene  coordenadas  (6,0). 

Tomemos  un  punto  arbitrário  de  R2  y  expresémoslo  en  coordenadas  polares: 
X  =  (x,y)  =  (p  cos  9,  p  sen  9).  Los  puntos  que  están  sobre  la  recta  OX  a  una 
distancia  d  de  X  son  ((p  ±  d)  cos  9 ,  (p  ±  d)  sen  9).  Buscamos  los  puntos  X  tales 
que  uno  de  estos  puntos  está  en  C,  lo  cual  equivale  a  que 

((p  ±  d)  cos  9  —  b)2  +  (p  ±  d)2  sen2  9  =  r2 . 

Operamos: 

(p  ±  d)2  —  2b(p  ±  d)  cos  9  +  b2  =  r2, 

p2  ±  2 dp  +  d2  —  2b(p  ±  d)  cos  9  +  b2  —  r2  =  0, 

p2  —  2bdpcos9  +  ò2  —  r2  +  d2  =  ±(2  dp  —  2bdcos9). 

El  doble  signo  hace  que  la  ecuación  sea  equivalente  a  la  que  resulta  de  elevar  al 
cuadrado  sus  miembros: 

(p2  —  2bdpcos9  +  b2  —  r2  +  d2)2  =  M(p  —  bcos6)2. 

Si  multiplicamos  por  p2  a  lo  sumo  anadimos  el  punto  X  =  (0,0): 

p2(p2  —  2bdpcos9  +  b2  —  r2  +  d2)2  =  Ad2{p2  —  bpcosO)2 . 

En  coordenadas  cartesianas  queda: 

(; x 2  +  y2){x2  +  y2  -  2bdx  +  b2  +  d2  -  r2)2  =  4d2(x2  +  y2  -  bx)2. 

A  partir  de  aqui  hacemos  d  =  1,  pues  es  el  caso  correspondiente  a  una  regia 
con  dos  marcas  a  distancia  imitaria.  Si  usamos  la  regia  marcada  para  encontrar 
dos  puntos  colincales  con  O  a  distancia  imitaria  de  modo  que  uno  esté  en  la 
circunferência  que  hemos  tomado  y  otro  en  otra  circunferência  de  centro  y  radio 
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en  K ,  el  punto  determinado  cumplirá  la  ecuación  dei  caracol  generalizado  y  la 
ecuación  de  la  nueva  circunferência,  que  será  de  la  forma 

(. x  —  u)2  +  (y  —  v)2  =  s2,  (6.1) 

conií|«,s  £  K.  Equivalentemente,  x2+y2  =  2ux  +  2vy  +  s2  —  u2  —  v2 .  En  defini¬ 
tiva,  todo  punto  (x,  y)  obtenido  al  aplicar  la  regia  marcada  a  dos  circunferências 
cumple  el  sistema  de  ecuaciones  siguiente: 

(x2  +  y2){x2  +  y2  -  2 bx  +  b2  +  1  -  r2)2  =  4(a;2  +  y2  -  bx)2,  (6.2) 

x2  +  y2  =  2ux  +  2  vy  +  s2  —  u2  —  v2.  (6.3) 

Sustituyendo  la  segunda  ecuación  en  la  primera  queda: 

(2  ux  +  2  vy  +  s2  —  u2  —  v2){2ux  +  2  vy  +  s2  —  u2  —  v2  —  2  bx  +  b2  +  1  —  r2)2 

=  4(2  ux  +  2  vy  +  s2  —  u2  —  v2  —  bx)2.  (6.4) 

Esta  ecuación  es  de  la  forma 

Po(x)y3  +  P\(x)y2  +  P2{x)y  +  P3(x)  =  0, 

donde  Pi(x)  es  un  polinomio  de  grado  <  i.  Por  otra  parte,  (6.3)  es  de  la  forma 
y2  =  2 vy  +  Q2{x).  Además 

y3  =  2  vy2  +  Q2(x)y  =  2v(2  vy  +  Q2(x))  +  Q2{x)y  =  R2{x)y  +  R'2(x). 

Si  sustituimos  estas  expresiones  para  y2  e  y3  en  (6.4)  obtenemos  una  ecuación 
de  la  forma 

S2{x)y  =  S3(x),  (6.5) 

donde  cada  polinomio  tiene  siempre  grado  menor  o  igual  que  su  subíndice.  Esto 
es  equivalente  a: 

S2(x)(y  -  v)  =  S3(x)  -  S2(x)v,  (6.6) 

y  elevando  al  cuadrado: 

S%{x){y  -  v)2  =  (S3(x)  -  S2(x)v)2.  (6.7) 

Por  último,  usando  (6.1)  obtenemos 

S2(x)(s2  -  ((x  -  u)2)  =  S3{ x)  -  S2(x)v)2 ,  (6.8) 

con  lo  que  llegamos  a  que  x  es  raiz  de  un  polinomio  de  K[x\  de  grado  menor  o 
igual  que  6.  A  su  vez,  (6.1)  nos  da  que  y  está  en  una  extensión  cuadrática  de 
K(x). 
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Nota  Hay  que  justificar  que  el  polinomio  que  resulta  de  pasar  todos  los  térmi¬ 
nos  de  (6.8)  a  un  mismo  miembro  no  es  idénticamente  nulo.  Esto  se  debe  a 
que  partimos  de  que  el  sistema  formado  por  (6.2)  y  (6.3)  tiene  un  número  finito 
de  soluciones.  Lo  contrario  significaria  que  las  dos  circunferências  que  hemos 
tomado  no  permiten  determinar  ningún  par  de  puntos  con  la  regia  marcada 
(por  ejemplo,  porque  están  muy  alejadas  entre  sí,  y  no  hay  un  par  de  puntos  en 
cada  una  de  ellas  a  una  distancia  imitaria,  o  porque  son  concêntricas  con  O  y 
\r  —  s|  =  1  con  lo  que  hay  infinitos  puntos  colineales  con  O  a  distancia  imitaria, 
y  entonces  tampoco  podemos  usar  la  regia  marcada,  etc.).  A  partir  de  (6.3)  y 
(6.4)  se  puede  recuperar  (6.2),  luego  el  sistema  sigue  teniendo  un  número  finito 
de  soluciones.  Igualmente,  a  partir  de  (6.5)  y  (6.3)  se  puede  recuperar  (6.2).  La 
ecuación  (6.6)  es  equivalente  a  (6.5),  por  lo  que  el  sistema  formado  por  (6.6)  y 
(6.1)  es  equivalente  al  inicial.  Al  elevar  (6.6)  al  cuadrado  estamos  incorporando 
las  posibles  soluciones  dei  sistema  formado  por  (6.1)  y  la  ecuación 

S2(x)(y -v)  = -S3(x)  +  S2(x)v.  (6.9) 

Si  probamos  que  este  sistema  también  tiene  a  lo  sumo  un  número  finito  de 
soluciones  (tal  vez  ninguna),  entonces  el  sistema  formado  por  (6.1)  y  (6.7)  tendrá 
un  número  finito  de  soluciones,  y  lo  mismo  valdrá  para  el  sistema  formado  por 
(6.1)  y  (6.8),  lo  cual  exige  que  la  ecuación  (6.8)  no  sea  idénticamente  nula. 

En  cuanto  a  (6.9),  es  de  la  forma  T2(x)(y  —  v)  —  T3(x)  =  0,  donde  los  polino- 
mios  no  son  idénticamente  nulos,  ya  que  si  lo  fueran  también  seria  idénticamente 
nula  la  ecuación  (6.6),  pues  es  T2(x)(y  —  v)  +  T3{x)  =  0,  y  el  sistema  formado 
por  (6.6)  y  (6.1)  tendría  infinitas  soluciones.6  Si  T2(x)  es  idénticamente  nulo, 
entonces  toda  solución  (x,y)  de  (6.6)  cuniple  que  x  es  raiz  de  T3(x),  lo  que 
sólo  deja  un  número  finito  de  posibilidades,  y  para  cada  una  de  ellas  hay  a  lo 
sumo  dos  valores  de  y  que  cumplen  (6.1).  Supongamos,  pues,  que  T2(x)  no  es 
idénticamente  nulo.  Si  el  sistema  tuviera  infinitas  soluciones,  éstas  tomarían 
infinitos  valores  de  x  (pues  para  cada  valor  de  x  hay  a  lo  sumo  dos  valores  de  y 
que  cumplen  la  ecuación  de  la  circunferência),  luego  la  ecuación 

(x-u)2+(^j  =  s2  <=>  (x  —  u)2T%  +T2  —  s2T2  =  0 

tendría  infinitas  soluciones  (todos  los  valores  de  x  que  cumplen  el  sistema  sin 
anular  a  T2).  Esto  implica  que  el  polinomio  de  la  derecha  es  idénticamente 
nulo,  luego  el  polinomio  s2  —  (x  —  u)2  =  ( T3/T2 )2  es  un  cuadrado  en  el  cuerpo 
de  fracciones  algebraicas  K{ x),  pero,  por  el  critério  de  Gauss,  las  raíces  dei 
polinomio  T2  —  s2  +  {x  —  u)2  £  K(x)[T]  tienen  que  estar  en  K[x],  luego  llegamos 

6  A  partir  de  aqui  podemos  concluir  inmediatamente  aplicando  el  teorema  de  Bezout,  que 
es  un  resultado  de  la  geometria  algebraica  que  afirma  que  un  sistema  de  dos  ecuaciones 
polinómicas  f(x,y)  =  0  y  g(x,  y)  =  0  tiene  a  lo  sumo  tantas  soluciones  como  el  producto  de 
sus  grados,  salvo  que  ambos  polinomios  tengan  un  factor  común.  Es  fácil  ver  que  el  polinomio 
que  define  la  circunferência  es  irreducible  en  K[x,  y],  luego  para  que  el  sistema  tuviera  infinitas 
soluciones  tendría  que  dividir  a  (6.9),  lo  cual  es  imposible,  porque  (6.9)  tiene  grado  1  en  y  y 
la  circunferência  tiene  grado  2. 
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a  que  s2  —  {x  —  u )2  =  ( ax  +  b)2,  para  ciertos  a,b  £  K,  y  ahora  es  fácil  ver  que 
esto  implica  que  s  =  0,  que  no  es  el  caso.  ■ 

Si  aplicamos  la  regia  marcada  para  seleccionar  dos  puntos  en  una  recta  y  una 
circunferência,  el  punto  de  la  recta  cumplirá  el  sistema  formado  por  su  ecuación 
(de  grado  1)  y  (6.2),  y  en  este  caso  es  fácil  despejar  una  variable  en  la  ecuación 
de  la  recta  para  sustituirla  en  (6.2)  y  concluir  que  una  de  las  coordenadas  dei 
punto  cumple  una  ecuación  de  grado  menor  o  igual  que  6  (y  la  segunda  depende 
linealmente  de  la  primera,  luego  está  en  cualquier  cuerpo  que  contenga  a  la 
primera).  En  conclusión: 

Teorema  6.33  Si  un  punto  P  es  constructible  con  regia  marcada  y  compás  a 
partir  de  un  conjunto  F  de  puntos  cuyas  coordenadas  estén  en  un  cuerpo  K  C  R, 
entonces  existe  una  cadena  de  extensiones 


K  =  K0  C  Ad  c  •  •  •  C  Kn  c  R 


de  modo  que  \Ki+ 1  :  Aj|  <6  y  las  coordenadas  («1,02)  de  P  están  en  Kn.  En 
particular,  |A'(aj)  :  K\  sólo  puede  ser  divisible  entre  los  primos  2,  3  y  5. 

Por  ejemplo,  ahora  es  inmediato  que  el  polígono  regular  de  23  lados  no  es 
constructible  con  regia  marcada  y  compás,  pues  si  77  =  cos(27r/23),  entonces 
|Q(r?)  :  Q|  =  11. 


6.7  Construcciones  con  regia  y  transportador 

Estudiamos  ahora  un  caso  intermédio  entre  las  construcciones  sólo  con  re¬ 
gia  y  las  construcciones  con  regia  y  compás:  vamos  a  usar  una  regia  y  un 
transportador  de  segmentos,  que  en  la  práctica  podemos  considerar  que  es  lo 
misrno  que  un  compás,  pero  restringimos  su  uso  al  de  transportar  un  segmento 
dado  a  una  recta  dada  de  la  que  conocemos  ya  un  punto,  según  el  axioma  C2. 
Explícitamente : 

Definición  6.34  Sea  E  un  plano  euclídeo  y  T  un  conjunto  de  puntos  de  E. 
Diremos  que  un  punto  P  6  E  es  constructible  con  regia  y  transportador)  a 
partir  de  T  si  existe  una  sucesión  finita  de  puntos  P\, ...  ,Pn  tal  que  P  =  Pn  y 
cada  Pi  cumpla  una  de  las  condiciones  siguientes: 

1.  px  e  r. 

2.  Pi  es  la  intersección  de  dos  rectas  que  pasan  cada  una  por  dos  puntos 
prévios. 

3.  Existen  cuatro  puntos  prévios  A,B,C,D  en  la  sucesión  de  modo  que  Pi 
es  un  punto  en  la  recta  CD  tal  que  CPi  =  AB. 

Diremos  que  una  recta  es  constructible  con  regia  y  transportador  a  partir  de  T 
si  pasa  por  dos  puntos  constructibles  a  partir  de  T. 
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En  esta  sección  no  necesitamos  suponer  que  el  cuerpo  R  dei  espado  euclídeo 
sea  euclídeo,  sino  que  basta  con  que  sea  pitagórico. 

Diremos  que  un  elemento  de  C  =  R[i]  es  constructible  con  regia  y  transporta¬ 
dor  si  y  sólo  si  es  constructible  a  partir  de  {0, 1,  i}  (aunque  es  claro  que  i  puede 
construirse  con  ayuda  de  elecciones  arbitrarias  de  puntos). 

Exactamente  los  misrnos  argumentos  que  liemos  empleado  en  las  secciones 
anteriores  nos  permiten  concluir  que  los  resultados  sobre  construcciones  con 
regia  son  válidos  también  si  consideramos  regia  y  transportador.  En  particular, 
el  conjunto  CJj  C  R2  de  los  puntos  constructibles  con  regia  y  transportador  es 
un  subcuerpo  dei  cuerpo  6  de  los  números  constructibles  con  regia  y  compás, 
al  igual  que  Rrt  =  D  R  es  un  subcuerpo  de  Cr,  de  modo  que  Crí  =  Rrt[i]- 

Vamos  a  estudiar  el  cuerpo  Rrt  ■  El  teorema  siguiente  implica  que  no  es  Q: 

Teorema  6.35  Si  R  es  cualquier  cuerpo  ordenado  pitagórico,  el  cuerpo  Rrt 
también  es  pitagórico. 

DemostraciÓN:  Si  a,  b  £  Rrt ,  podemos  levantar  la  perpendicular  al  eje 
real  por  a  y  transportar  b  sobre  dicha  perpendicular,  para  construir  cl  punto 
a  +  bi  £  Qrft.  A  su  vez  podemos  transportar  el  módulo  \J  o?  +  b2  de  dicho  número 
sobre  el  eje  real,  lo  cual  nos  da  que  V a2  +b2  £  Rrt.  ■ 

El  cuerpo  Rrt  admite  una  caracterización  algebraica  similar  a  la  de  Gr: 

Teorema  6.36  Sea  R  un  cuerpo  pitagórico.  Entonces  z  £  R  está  en  Rrt  si  y 
sólo  si  existe  una  cadena  de  cuerpos 


Q  =  K0  c  ATi  C  •  •  •  C  Kn  c  R 


de  modo  que  z  £  Kn  y  Ki+i  =  Ki{\J  1  +  dj),  para  cierto  a,;  £  Ki. 

DemostraciÓN:  Sea  zi,...,zn  =  z  una  sucesión  de  puntos  según  la  de- 
finición  de  constructibilidad.  Basta  probar  inductivamente  que  para  cada  Z{ 
existe  una  cadena  como  la  dei  enunciado  que  contiene  a  su  parte  real  y  a  su 
parte  imaginaria.  A  su  vez,  esto  se  reduce  a  probar  que  si  z  £  R2  se  obtiene  de 
puntos  de  K 2 ,  con  K  C  R,  aplicando  una  de  las  condiciones  de  constructibilidad 
con  recta  y  transportador,  entonces  existen  extensiones 

K  C  K'  =  K{\/l  +  x2)  C  K"  =  K'{sjl  +  y2) 
con  x,  y  £  K  tales  que  z  £  K"2. 

Si  z  se  obtiene  como  intersección  de  dos  rectas  que  pasan  cada  una  por  dos 
puntos  de  K2 ,  entonces  el  mismo  argumento  dei  teorema  6.5  prueba  que  z  £  K2 . 

Sólo  falta  considerar  el  caso  en  que  z  se  obtiene  transportando  un  seg¬ 
mento.  Específicamente,  tenemos  cuatro  puntos  (a,  b),  (c,  d),  (e,  /),  (g,  h)  £  K 2 


6. 7.  Construcciones  con  regia  y  transportador 


217 


de  modo  que  y  2  es  un  punto  de  la  recta  (e,  /)  +  A (g  —  e,h  —  f)  que  dista 
x/(c  —  a)2  +  (d  —  b)2  de  (e,  /).  Por  lo  tanto,  sus  coordenadas  son 


(e,/) 


\/{c—  a)2  +  (d  -  b)2 
\/  (í7  e)2  +  {h  —  f)2 


{g  —  e,h—  /). 


Así  pues,  las  coordenadas  de  z  están  en  un  cuerpo  K ( y/u2  +  v2),  y/p2  +  g2), 
donde  u,v,p,q  €  K.  Podemos  suponer  que  los  cuatro  números  son  no  nulos,  y 
entonces,  expresando  y/u 2  +  v2  =  ±uy/l  +  (v/u)2,  tenemos  que  el  cuerpo  es  de 
la  forma  K  ( y/\  +  x2,  VTT  y2),  con  x,y  €  K ,  como  había  que  probar.  ■ 

Ahora  la  prueba  dei  teorema  6.8  se  adapta  de  forma  obvia  para  probar  el 
teorema  siguiente: 


Teorema  6.37  Si  R  es  un  cuerpo  ordenado  pitagórico,  entonces: 

1.  Rrt  es  el  menor  subcuerpo  pitagórico  de  R.  En  particular,  si  R  C  R'  son 
cuerpos  pitagóricos,  entonces  Rrt  =  R'rt  y  Gr/  =  Gr/, . 

2.  La  extensión  Gji/Q  es  de  Galois. 

3.  Si  R  y  R'  son  dos  cuerpos  pitagóricos  cualesquiera,  entonces  Rrt  =  R'rt  y 

prt  ÇyJ  fDrt 
^  R  —  ^R'  ’ 

Defiiiición  6.38  Llamaremos  7  =  Cj/  al  cuerpo  de  los  números  complejos  cons- 
tructibles  con  regia  y  transportador,  y  7r  =  7  n  K,  de  modo  que  7  =  7r[i]. 

Así  Q  C  í  C  C  y  Q  C  !Pr  C  Cr  El  teorema  anterior  prueba  que  7r  es  el 
menor  cuerpo  ordenado  pitagórico,  en  el  sentido  de  que  cualquier  otro  contiene 
un  subcuerpo  isomorfo.  Por  lo  tanto,  7r  es  el  menor  cuerpo  ordenado  que 
permite  dotar  a  un  espacio  afín  de  estructura  euclídea.  El  plano  pitagórico 
7  =  7%  es  el  menor  plano  euclídeo  que  cumple  los  axiomas  de  la  geometria 
euclídea  sin  contar  el  axioma  de  continuidad  ni  el  de  las  circunferências.  Una 
figura  es  constructible  con  regia  y  transportador  si  y  sólo  si  existe  en  dicho 
plano. 

Así  pues,  tenemos  que  7r  es  el  menor  cuerpo  pitagórico  en  el  mismo  sentido 
en  que  Cr  es  el  menor  cuerpo  euclídeo.  El  teorema  siguiente  implica  que  7 r  Ç  Gr, 
con  lo  que  obtenemos  finalmente  un  ejemplo  de  cuerpo  pitagórico  que  no  es 
euclídeo. 


Teorema  6.39  La  extensión  7r/Q  es  de  Galois. 

DemostraciÓN:  Claramente  es  una  extensión  algebraica  separable.  Falta 
probar  que  es  normal.  Para  ello  tomamos  a  €  7r  y  hemos  de  probar  que  todos 
sus  conjugados  están  en  7r.  Ciertamente  están  en  7,  porque  la  extensión  7/Q 
es  normal.  Falta  probar  que  son  reales. 

Sea  Q  =  Ko  C  K\  C  •  •  •  C  Kn  c  M  una  cadena  de  cuerpos  en  las  condiciones 
dei  teorema  6.36  tal  que  a  €  Kn.  Vamos  a  probar  inductivamente  que  la  clausura 
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normal  Kn  de  cada  Kn  sobre  Q  está  contenida  en  R.  Esto  es  trivialmente  cierto 
para  K0  =  Q.  Si  vale  para  Ki:  sea  Ki+ 1  =  K/y/ 1  +  a2),  con  a,;  £  A*.  Sea 
a  =  \J\  +  a2  y  sea  0  £  C  un  conjugado  de  a.  Entonces  existe  un  automorfismo 
cr  £  G(Ki+ i/Q)  tal  que  a(a)  =  0.  Entonces  Ki  C  Ki+\  y  a\fy.  £  G(Ã,;/Q). 
Como  a2  =  1  +af,  tenemos  que 

0  =  <7  (a)  =  ±  y/í  +  cr(ai)2, 

donde  a  (a/  £  Ki  C  R,  luego  1  +  cr(ai)2  >  0,  luego  0  £  R.  Concluimos  que 
Kn  Cly  contiene  a  todos  los  conjugados  de  a.  ■ 

Así  pues,  todo  conjugado  de  un  elemento  de  ?r  está  en  Tr,  luego  los  elemen¬ 
tos  de  yr  son  totalmente  reales.  Más  aún: 

Teorema  6.40  El  cuerpo  lPr  está  formado  por  los  elementos  totalmente  reales 
de  Gr. 

DemostraciÓN:  Acabamos  de  observar  que  todos  los  elementos  de  JV  son 
elementos  totalmente  reales  de  Gr.  Recíprocamente,  si  a  £  Gr  es  totalmente 
real,  consideramos  una  cadena  de  extensiones 


Q  =  K0  C  Ki  c  •  •  •  C  Kn  c  Gr  C  R 

el  las  condiciones  dei  teorema  6.5,  con  a  £  Kn .  La  clausura  normal  de  Q(a) 
sobre  Q  está  contenida  en  R,  y  si  intersecamos  todos  los  cuerpos  Kj  con  di- 
cha  clausura  normal  obtenemos  una  cadena  en  las  mismas  condiciones,  luego 
podemos  suponer  que  todos  los  cuerpos  Kj  son  totalmente  reales. 

Basta  probar  inductivamente  que  cada  Kj  C  Tr.  Supuesto  que  se  cumple 
para  j,  tenemos  que  Ay+i  =  Kj(^yãJ),  donde  necesariamente  oy  >  0.  Más  aún, 
ay,  que  es  totalmente  real,  tiene  que  ser  totalmente  positivo,  pues  si  tuviera  un 
conjugado  0  <  0,  entonces  ydãy  seria  conjugado  de  y/0,  que  es  imaginário,  luego 
Kj+ 1  no  estaria  formado  por  números  totalmente  reales.  Como  ctj  es  totalmente 
positivo,  por  el  teorema  [AL  7.71]  tenemos  que  es  suma  de  cuadrados  en  Kj, 
luego  yáãj  £  yr-  luego  Kj+ 1  c  Tr-  ■ 

Como  consecuencia: 

Teorema  6.41  Tr  Ç.  Gr,  luego  no  todo  punto  constructible  con  regia  y  compás 
es  constructible  con  regia  y  transportador. 

DemostraciÓN:  Por  ejemplo,  a  =  y/l  +  y/2  £  Gr,  pues  tenemos  la  cadena 
de  extensiones  cuadráticas 


Q  C  Q[V2]  C  Q[a\  C  R, 

pero  a  (f  fr,  pues  no  es  totalmente  real,  ya  que  y/l  — y/2  es  un  conjugado 
imaginário.  ■ 

Lo  que  hemos  visto  en  la  prueba  dei  teorema  anterior  es  que  la  extensión 
Cr/Q  no  es  de  Galois. 
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Una  consecuencia  es  que  el  plano  no  cumple  el  axioma  de  las  circun¬ 
ferências,  pero  sí  los  axiomas  restantes  de  la  geometria  euclídea  (menos  el  de 
continuidad),  lo  que  prueba  que  el  axioma  de  las  circunferências  no  puede  de- 
mostrarse  a  partir  de  los  demás. 

Veamos  una  última  consecuencia  de  estos  hechos: 

Teorema  6.42  Todo  polígono  regular  constructible  con  regia  y  compás  es  cons- 
tructible  con  regia  y  transportador. 

DemostraciÓN :  Si  £  =  cos  ^  +  i  sen  la  extensión  ciclotómica  Q(C)/Q 
tiene  grupo  de  Galois  abeliana,  luego  todos  sus  subcuerpos  son  normales  so¬ 
bre  Q.  En  particular  esto  vale  para  Q(cos^)  C  K,  de  donde  se  sigue  que 
rj  =  cos  es  totalmente  real.  Si  77  £  Gr,  entonces  de  hecho  p  £  7r,  luego  es 
constructible  con  regia  y  transportador.  ■ 


Capítulo  VII 

Biyecciones  afines 


La  geometria  sintética  suele  ser  la  más  indicada  para  tratar  problemas  “lo- 
cales” ,  en  torno  a  figuras  que  involucran  pocos  puntos  y  rectas,  mientras  que  la 
geometria  analítica  resulta  más  apta,  por  no  decir  imprescindible,  para  cuestio- 
nes  “globales”,  como  son  las  relacionadas  con  las  transformaciones  dei  espado 
en  si  mismo.  Dedicamos  este  capítulo  a  profundizar  en  las  propiedades  de  es¬ 
tas  transformaciones.  Conviene  distinguir  siempre  entre  los  resultados  afines, 
válidos  en  todo  espado  afín,  de  los  genuinamente  euclídeos,  pues  la  geometria 
afín  es  una  herramienta  algebraica  susceptible  de  ser  aplicada  al  estúdio  de 
cuerpos  arbitrários,  mientras  que  la  estructura  euclídea  es  más  particular. 


7.1  El  grupo  afín  y  el  grupo  lineal 

Definición  7.1  Dado  un  espado  vectorial  V  sobre  un  cuerpo  K ,  el  grupo  lineal 
de  V,  representado  por  LG(V),  es  el  conjunto  de  todos  los  automorfismos  de 
V,  es  decir,  el  conjunto  de  todas  las  aplicaciones  lineales  biyectivas  de  V  en 
si  mismo,  que  es  un  grupo  con  la  composición  de  aplicaciones.  Claramente,  si 
V  tiene  dimensión  n,  entonces  LG(V)  es  isomorfo  al  grupo  LG (n,K)  de  las 
matrices  inversibles  n  x  n  con  coeficientes  en  K . 

Dado  un  espacio  afín  E,  llamaremos  grupo  afín  de  E  al  grupo  GA(.E)  for¬ 
mado  por  las  biyecciones  afines  de  E  en  si  mismo,  también  con  la  composición 
de  aplicaciones. 

Recordemos  (definición  4.14)  que  una  afinidad  /  £  GA (E)  es  una  aplicación 
que  actúa  sobre  cada  punto  P  en  la  forma 

f(P)  =  f  (O)  +  ftõp), 

donde  f  £  LG (E)  y  O  es  un  punto  de  E.  Tras  4.14  probamos  que  una  afinidad 
admite  una  expresión  de  esta  forma  para  cualquier  punto  O  prefijado  y  siempre 
con  la  misma  aplicación  f. 
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Es  inmediato  comprobar  que  la  aplicación 

GA  (E)  — >  LG(£7) 

/  ^  / 

es  un  epimorfismo  de  grupos.  Su  núcleo  está  formado  por  las  aplicaciones  de  la 
forma 

f(P)  =  f(Q)  +  ÕP  =  P  +  Pf(Ç>)  +  ÕP  =  P  +  0/(0), 

donde  Of(o)  es  un  vector  arbitrário  de  V.  Así  pues,  el  núcleo  dei  epimorfismo 
anterior  es  el  grupo  T (E)  de  las  traslaciones  de  E,  esto  es,  el  grupo  formado 
por  las  afinidades  Ts  dadas  por  T$(P)  =  P  +  v . 

Así  pues,  tenemos  que  T(E)  <  GA (E)  y  GA(E)/T(E)  =  LG(V).  Por  otro 
lado,  es  obvio  que  la  aplicación  v  t-o-  es  un  isomorfismo  E  =  T (E)  (donde 
consideramos  a  E  como  grupo  con  la  suma).  En  particular  vemos  que  T(E) 
es  un  grupo  abeliano.  Diremos  que  dos  conjuntos  son  trasladados  si  uno  es  la 
irnagen  dei  otro  por  una  traslación. 

También  podemos  sumergir  LG (E)  en  GA(E).  Dado  un  punto  O  £  E,  el 
conjunto  GA o(E)  formado  por  los  elementos  /  £  GA (E)  tales  que  f{0)  =  O  es 
claramente  un  subgrupo1  de  GA^)  isomorfo  a  LG(i?).  Concretamente,  cada 
/  £  LG(E)  se  corresponde  con  la  afinidad  fo  dada  por 

fo(P)  =  O  +  f(ÕP). 

El  isomorfismo  inverso  es  simplemente  />—>•/. 

Fijado  O,  toda  biyección  afín  /  se  expresa  como 

f(P)  =  f(O)  +  f(õP)  =  o  +  f(õP)  +  Of(o)  =  fo(P )  +  0/(0), 

o  sea,  como  composición  de  fo  G  GA o{E)  con  la  traslación  de  dirección  Of(o). 
Esto  significa  que  GA (E)  =  GAo{E)T(E).  Por  otro  lado  es  claro  que  las 
traslaciones  no  tienen  puntos  fijos,  luego  GA o(E)  H  T (E)  =  1. 

Se  comprueba  fácilmente  que  TÍ°  =  Tf^y  Esto  significa  que  la  acción  de 
GAo  {E)  sobre  T(E)  por  conjugación  se  corresponde  a  través  de  los  isomorfismos 
que  hemos  indicado  con  la  acción  natural  de  LG(íl)  sobre  E. 

Si  una  afinidad  tiene  un  punto  fijo  O,  entonces  su  expresión  respecto  a 
un  sistema  de  referencia  con  origen  O  es  particularmente  simple,  por  ello  es 
interesante  el  teorema  siguiente,  que  describe  el  conjunto  de  puntos  fijos  de  una 
afinidad  y  en  un  caso  particular  garantiza  incluso  su  existência: 

1  De  hecho,  lo  que  tenemos  es  que  GA  (E)  actúa  sobre  E  y  G  A  q  ( E )  es  precisamente  el 
estabilizador  de  O. 
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Teorema  7.2  Sea  f  :  E  — >  E  una  afinidad  en  un  espado  afin  E.  Entonces 

1.  El  conjunto  I(f)  de  puntos  fijos  (o  invariantes)  de  f  es  un  subespacio 
vectorial  de  E. 

2.  Si  f  tiene  un  punto  fijo  O,  entonces  el  conjunto  I(f)  de  puntos  fijos  de  f 
es  la  variedad  lineal  O  +  /(/). 

3.  Si  I(f)  =  0,  entonces  f  tiene  un  único  punto  fijo. 


DemostraciÓn  :  1  es  evidente.  En  2  es  claro  que  todos  los  puntos  de 
O  +  I(f)  son  puntos  fijos  de  /.  Recíprocamente,  si  f(P)  =  P  esto  equivale  a 
que  P  =  O  +  f(OP),  luego  f(OP)  =  O  P  y  por  lo  tanto  OP  G  /(/). 

Veamos  3.  Sea  O  un  origen  arbitrário.  Estamos  buscando  un  punto  P  tal 
que  P  =  f(Q)  +  f{ÕP)  =  O  +  0/(0)  +  f(ÕP),  es  decir,  tal  que 

õP  -  f(õP)  =  0f(0). 


La  aplicación  1  —  /  (donde  1  representa  a  la  identidad)  es  lineal  y  por  hipótesis  su 
núcleo  es  0,  luego  es  inyectiva,  y  por  consiguiente  suprayectiva,  luego  ciertamente 
existe  un  vector  O P  tal  que  (1  —  f)(Op)  =  Of(o),  como  queríamos  probar.  La 
unicidad  dei  punto  fijo  se  sigue  dei  apartado  anterior.  ■ 


7.2  Homotecias 

Las  homotecias  son  una  familia  importante  de  aplicaciones  afines,  pues  con- 
tienen  esencialmente  el  concepto  de  semejanza  de  figuras,  que  hasta  ahora  hemos 
estudiado  únicamente  para  el  caso  de  los  triângulos.  Comenzamos  definiéndolas 
algebraicamente  y  después  las  caracterizaremos  geométricamente. 

Defiiiición  7.3  Sea  E  un  espado  afín  sobre  un  cuerpo  K.  La  homotecia  de 
centro  O  £  E  y  razón  k  G  K*  =  K  \{0}  es  la  aplicación  H(0 ,  k)  G  GA(E)  dada 
por 

H(0,k)(P)  =  0  +  kÕP. 

Llamaremos  H (0,E)  al  grupo  de  todas  las  homotecias  de  centro  O  en  E.  Dos 
conjuntos  son  homotéticos  (gr.  ‘con  el  misino  aspecto’)  si  uno  es  la  iinagen  dei 
otro  por  una  homotecia.2 

Es  inmediato  comprobar  que  la  aplicación  k  <— >  H(0,k)  es  un  isomorfismo 
K*  =  H(0,  E). 

Las  homotecias  se  pueden  caracterizar  por  sus  aplicaciones  lineales  asociadas. 
Llamaremos  homotecia  lineal  de  razón  k  G  K*  en  un  espado  vectorial  V  sobre 
un  cuerpo  K  a  la  aplicación  dada  por  f(v)  =  kv.  Claramente  las  homotecias 
lineales  forman  un  grupo  H(V)  isomorfo  a  K* . 


2  Notar  que  esta  relación  es  reflexiva  y  simétrica,  pero  enseguida  veremos  que  no  es  transi¬ 
tiva. 
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Teorema  7.4  Una  afinidad  f  de  un  espado  afín  E  en  sí  mismo  es  una  homo- 
tecia  de  razón  k  ^  1  si  y  sólo  si  f  es  una  homotecia  lineal  de  razón  k. 

DemostraciÓN:  Si  /  =  H(0 ,  k),  entonces  f(P)  =  0  +  f(ÕP)  =  O  +  küjfi, 
luego  f(OÊ)  =  kõf>  para  todo  vector  ÕÍJ  de  Ê,  es  decir,  f  es  la  homotecia 
lineal  de  razón  k. 

Recíprocamente,  si  /  es  la  homotecia  de  razón  k  ^  1,  entonces  es  claro 
que  /(/)  =  O,  luego  por  7.2  sabemos  que  f  tiene  un  punto  fijo  O,  de  donde 
/  =  H(0,  k). 

Notemos  que  la  única  homotecia  de  razón  1  es  la  identidad.  Ahora  es  claro 
que  la  composición  de  dos  homotecias  de  centros  distintos  no  es  necesariamente 
una  homotecia.  Concretamente,  la  composición  de  una  homotecia  de  razón  k 
con  otra  de  razón  í/k  da  lugar  a  una  afinidad  con  /  =  1,  pero  si  los  centros 
no  son  el  mismo  es  fácil  ver  que  /  ^  1,  y  entonces  /  es  una  traslación.  Pronto 
veremos  que  la  composición  de  dos  homotecias  es  siempre  una  homotecia  o  una 
traslación.  Antes  necesitamos  algunos  conceptos  auxiliares: 

Defiiiición  7.5  Diremos  que  dos  variedades  lineales  L  y  M  de  un  espado  afín 
E  son  suplementarias  si  E  =  L  ©  M. 

Notemos  que  si  L  y  M  son  suplementarias  entonces  existe  un  punto  O  tal 
que  L  n  M  =  {O}.  En  efecto,  dado  P  G  L  y  Q  G  M,  entonces  PQ  =  v  +  w, 
donde  v  G  L  y  w  G  M,  luego  0  =  P  +  v  =  Q  —  w  cumple  O  G  L  (~l  M.  Si 
O'  £  L  fi  Aí,  entonces  OÒ  G  L  n  M  =  0,  luego  O  =  O' . 

Dadas  dos  variedades  lineales  suplementarias  L  y  M  en  un  espado  afín  E, 
todo  punto  de  E  se  expresa  de  forma  única  como  O  +  v  +  w ,  donde  LfíM  =  {O}, 
v  G  L  y  w  G  M.  Llamaremos  proyección  de  E  en  L  paralela  a  Aí  a  la  aplicación 
p  :  E  — >  L  dada  por  p(0  +  v  +  w)  =  O  +  v. 

Alternativamente,  p(P)  es  el  único  punto  de  intersección  entre  las  variedades 
suplementarias  L  y  P  +  M .  También  es  claro  que  p  es  una  afinidad,  pues 

P(P)  =  o+piõfi), 

donde  p  es  la  proyección  de  L  ©  M  sobre  L. 

Ahora  estamos  en  condiciones  de  probar  una  versión  general  dei  teorema  de 
Tales.  Podría  pensarse  que  el  teorema  de  Tales  es  genuinamente  euclídeo,  por 
lo  que  no  puede  enunciarse  en  espacios  afines,  pero  no  es  así,  y  ello  se  debe  a  la 
observación  siguiente:  si  P,  Q,  R  y  S  son  cuatro  puntos  colineales  en  un  espado 
afín  sobre  un  cuerpo  K  y  P  ^  Q1  entonces  liè  =  a  PQ,  para  un  único  a  G  K. 
Por  lo  tanto  podemos  definir 


Notemos  que  esta  definición  generaliza  a  la  que  dimos  en  el  capítulo  III  antes 
dei  teorema  de  Ceva.  En  un  espado  afín  no  podemos  comparar  vectores  que  no 
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correspondan  a  puntos  colineales,3  pero  para  formular  el  teorema  de  Tales  no 
necesitamos  más. 


Teorema  7.6  (Teorema  de  Tales)  Sean  L,  M ,  N  tres  hiperplanos  paralelos 
en  un  espado  afín  E.  Si  r  es  cualquier  recta  no  paralela  a  estos  hiperplanos, 
entonces  la  razón 


donde  rC\L  =  {P},  rC\M  =  {Q },  rr\N  =  {R}, 


DemostraciÓN:  Sea  W  el  espado  director  de  los  tres  hiperplanos.  Sea  r' 
otra  recta  no  paralela  a  L,  M,  N  que  los  corte  en  los  puntos  P' ,  Q' ,  R' .  Sea 
p  :  E  — >  r'  la  proyección  paralela  a  W .  Entonces  es  claro  que  p(P)  =  P' , 
p{Q )  =  Q\  p{R)  =  R' .  Por  lo  tanto  P' Ü'  =  p[PÀ)  y  P'Q'  =  p(P$).  Si  se 
curnple  PQ  =  aPÀ,  aplicando  p  obtenemos  P'Q'  =  aP'R' .  m 

Como  consecuencia  obtenemos: 


Teorema  7.7  Sean  P,  Q,  P' ,  Q'  puntos  distintos  de  un  espado  afín  tales  que 
las  rectas  PQ  y  P'Q'  sean  paralelas. 

1.  Si  las  rectas  PP'  y  QQ'  son  paralelas,  entonces  Q’  =  T^(Q),  con  v  =  PP' . 

2.  Si  las  rectas  PP'  y  QQ'  se  cortan  en  O,  entonces  Q'  =  H(0,k)(Q),  donde 

k  =  õP/õfi. 


3Podríamos  haber  definido  más  en  general  la  razón  entre  dos  vectores  con  la  misma  di- 
rección,  aunque  los  puntos  que  los  definen  no  sean  colineales,  pero  esto  ya  no  seria  un  invariante 
afín  (las  afinidades  no  lo  conservan)  mientras  que  sobre  puntos  colineales  sí  lo  es,  como  es  fácil 
comprobar. 
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DemostraciÓN:  1)  Hemos  de  probar  que  Q'  =  Q  +  PP' .  Para  cllo  notamos 
que  Q  +  PP'  está  en  la  recta  QQ'  y  por  otro  lado 

Q  +  pP  =  P  +  P$  +  pP  =  P'  +  P^ 


está  en  la  recta  P'Q' ,  luego  se  trata  dei  punto  de  corte  entre  ambas,  Q',  como 
queríamos  probar. 

2)  Hemos  de  probar  que  Q'  =  O  +  kO$,  o  sea,  Op' /OC*)  =  Op /Op 
pero  esto  es  consecuencia  inmediata  dei  teorema  de  Tales  (aplicado  al  plano  que 
contiene  las  rectas  consideradas  y  teniendo  en  cuenta  además  la  recta  paralela 
a  PQ  que  pasa  por  O).  m 

Esto  nos  lleva  a  la  caracterización  geométrica  de  las  homotecias  que  habíamos 
anunciado: 

Teorema  7.8  Sea  E  un  espacio  afín  de  dimensión  mayor  o  igual  que  2.  El 
conjunto  de  las  biyecciones  de  E  en  sí  mismo  que  transforman  cada  recta  en 
una  recta  paralela  es  el  subgrupo  de  GA (E)  formado  por  las  homotecias  y  las 
traslaciones  de  E.  Lo  representaremos  por  HT(P). 

DemostraciÓN:  Las  biyecciones  indicadas  forrnan  obviamente  un  grupo. 
Es  fácil  ver  que  contiene  a  las  homotecias  y  a  las  traslaciones.  Por  ejemplo,  si 
/  =  H(0,  k)  y  r  =  P  +  (v)  es  una  recta,  la  irnagen  de  un  punto  Q  =  P  +  Xv 
es  O  +  k  0(j,  pero  k  ()('}  =  k  OP  +  k  P()  =  k  OP  +  X  k,  v,  luego  concluimos  que 
f[r]  =  (0  +  kÕÉ)  +  (v),  que  es  una  recta  paralela  a  r. 

Veamos  que  cualquier  elemento  /  dei  grupo  es  una  homotecia  o  una  tras- 
lación.  Distinguimos  vários  casos. 

Si  /  tiene  dos  puntos  fijos,  Q  y  Q',  entonces,  dado  cualquier  punto  P  que 
no  esté  en  la  recta  QQ' ,  tenemos  que  f[PQ]  es  una  recta  paralela  a  PQ  que 
contiene  a  P,  luego  es  PQ.  Igualmente  f[PQ']  =  PQ'.  Como  P  es  el  único 
punto  en  común  entre  PQ  y  PQ',  necesariamente  /(P)  =  P.  Así  pues,  /  fija 
a  todos  los  puntos  fuera  de  la  recta  QQ' .  Si  R  está  en  la  recta  QQ'  y  P  es  un 
punto  exterior  a  esta  recta,  entonces  todos  los  puntos  de  PR  salvo  quizá  R  son 
fijados,  luego  R  también.  Por  consiguiente  /  es  la  identidad. 

Si  /  tiene  un  único  punto  fijo  O,  tomemos  un  punto  cualquiera  P  ^  O.  Sea 
P'  =  f(P)>  que  es  un  punto  distinto  de  O  y  P  y  colineal  con  ellos.  Si  Q  es 
cualquier  punto  exterior  a  la  recta  OP,  entonces  Q'  =  f(Q)  curnple  que  las 
rectas  QQ'  y  PP'  se  cortan  en  O  y  las  rectas  PQ  y  P'Q'  son  paralelas.  Por¬ 
ei  teorema  anterior  f(Q)  =  H(0,k)(Q),  donde  k  =  OP' /Op  Esto  vale  en 
principio  para  todo  Q  fuera  de  la  recta  OP,  pero  razonando  con  otro  punto  P 
fuera  de  esta  recta,  también  vale  para  ella. 

Si  /  no  tiene  puntos  fijos,  consideremos  un  punto  cualquiera  P  y  su  irnagen 
P'  =  /(P).  Para  cualquier  punto  Q  exterior  a  la  recta  PP'  el  punto  Q'  =  f(Q) 
curnple  que  PQ  es  paralela  a  P'Q' .  Además  PP'  es  paralela  a  QQ',  pues  si 
ambas  rectas  tuvieran  un  punto  en  común,  éste  seria  un  punto  fijo  de  /.  Por 
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el  teorema  anterior  f(Q)  =  T$(Q),  donde  v  =  PP'.  En  principio  esto  vale  para 
todo  punto  Q  fuera  de  la  recta  PP',  pero  partiendo  de  otra  recta,  también  vale 
para  ella.  ■ 

Ejercicio:  Probar  que  toda  traslación  puede  obtenerse  como  composición  de  dos 
homotecias. 

Ejercicio:  Probar  que  los  grupos  H(0,E)  y  H(0',E)  son  conjugados  en  HT(E) 
mediante  la  traslación  de  vector  OO' . 

Veamos  ahora  una  consecuencia  muy  importante  dei  teorema  de  Tales: 

Teorema  7.9  (Teorema  de  Desargues)  En  un  espado  afm,  sean  ABC  y 
A'B'C'  dos  triângulos  con  A^A!,B^B’,C^Cy  tales  que  las  rectas 
AB,  AC,  BC  sean  paralelas  respectivamente  a  A' B' ,  A'C  y  B'C .  Entonces 
las  rectas  AA! ,  BB'  y  CC  son  paralelas  o  concurrentes. 


DemostraciÓN:  Notemos  que  no  se  exige  que  los  triângulos  estén  conteni- 
dos  en  el  mismo  plano.  Basta  probar  que  si  dos  de  las  tres  rectas  AA' ,  BB' , 
CC  se  cortan  en  un  punto,  la  tercera  pasa  por  dicho  punto  (si  dos  de  las  rectas 
coinciden  el  teorema  se  cumple  trivialmente,  las  tres  rectas  no  pueden  coincidir). 
Supongamos  que  AA!  y  CC  concurren  en  O.  Si  A  =  O  las  rectas  AC  y  A'C 
no  serían  paralelas.  En  general,  O  ha  de  ser  distinto  de  los  seis  vértices.  Por 
el  teorema  de  Tales  oX/oÀ'  =  OÒ / AÒ  =  k.  Como  A  ^  A!  ha  de  ser  /;  /  1. 
Sea  /  =  H{0 ,  k)  y  B"  =  f(B).  Por  el  teorema  7.7  tenemos  que  B"  está  en  la 
paralela  a  AB  que  pasa  por  A! ,  es  clecir,  en  A'B',  y  por  el  mismo  motivo  está 
en  B'C ,  luego  ha  de  ser  B"  =  B' .  Esto  prueba  que  O,  B  y  B'  están  alineados 
(de  hecho  los  triângulos  son  homotéticos).  ■ 

Ejercicio:  Refinar  el  teorema  anterior  (analizando  los  casos  que  no  ha  hecho  falta 
analizar)  para  concluir  que  bajo  las  hipótesis  dei  teorema  de  Desargues  los  triângulos 
son  trasladados  u  homotéticos. 

El  teorema  de  Desargues  es  equivalente  a  su  recíproco,  por  lo  que  también 
éste  es  conocido  como  teorema  de  Desargues: 

Teorema  7.10  (Teorema  de  Desargues)  En  un  espado  afm,  sean  ABC  y 
A! B'C  dos  triângulos  con  A  ^  A',  B  ^  B1 ,  C  ^  C  y  tales  que  las  rectas  AA! , 
BB'  y  CC  sean  paralelas  o  concurrentes  en  un  punto  O  distinto  de  todos  los 
vértices.  Si  los  triângulos  tienen  dos  pares  de  lados  paralelos,  también  el  tercer 
par  lo  es. 
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DemostraciÓN:  Supongamos  que  AB  es  paralela  a  A'B'  y  que  AC  es 
paralela  a  A'C .  No  puede  ser  que  ambos  pares  de  rectas  sean  coincidentes  (o 
seria  A  =  A')  supongamos  que  las  rectas  AB  y  A' B'  son  distintas  y  sea  B"  el 
punto  de  corte  entre  A'  B'  y  la  recta  paralela  a  BC  por  C .  Entonces  B  ^  B" 
y  podemos  aplicar  el  teorema  anterior  para  concluir  que  las  rectas  AA' ,  BB" , 
CC  son  paralelas  o  concurrentes,  lo  que  conjuntamente  con  la  hipótesis  implica 
que  BB"  =  BB' ,  luego  B'  =  B",  pues  ambos  son  el  punto  de  corte  de  BB"  con 
A'B'.  m 


Aplicaciones  Concluimos  esta  sección  con  algunas  aplicaciones  de  los  resul¬ 
tados  precedentes.  En  primer  lugar  probaremos  una  interesante  propiedad  de 
los  triângulos  descubierta  por  Euler:  El  circuncentro,  el  ortocentro  y  el  baricen¬ 
tro  son  siempre  colineales.  Llegaremos  a  ello  estudiando  el  llamado  triângulo 
medial,  que  es  el  triângulo  que  une  los  pies  de  las  medianas. 


A 


En  primer  lugar  observamos  que  el  teorema  de  Tales  implica  que  los  lados 
dei  triângulo  medial  A'B'C  son  paralelos  a  los  de  ABC,  así  como  que  los  dei 
primero  rniden  la  mitad  que  los  dei  segundo.  El  teorema  de  Desargues  implica 
que  ambos  son  homotéticos,  y  la  razón  de  la  homotecia  es  —2.  El  teorema  de 
Tales  prueba  también  que  la  mediana  AA'  pasa  por  el  punto  medio  P  de  B'C , 
luego  PA'  es  una  mediana  dei  triângulo  medial.  En  general,  las  medianas  dei 
triângulo  medial  están  contenidas  en  las  dei  triângulo  de  partida,  luego  ambos 
triângulos  tienen  el  mismo  baricentro  G. 

Es  fácil  ver  que  una  homotecia  conserva  el  punto  medio  de  un  segmento, 
luego  el  punto  medio  P  dei  lado  B'C  es  el  homólogo  dei  punto  medio  A’  dei 
lado  BC.  Por  lo  tanto,  la  mediana  PA'  dei  triângulo  medial  se  transforma  en  la 
mediana  A! A  dei  triângulo  dado,  es  decir,  la  homotecia  deja  fijas  las  medianas 
(comunes)  de  ambos  triângulos.  En  particular  fija  al  baricentro  G,  luego  éste 
ha  de  ser  el  centro  de  la  homotecia. 
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Por  otra  parte,  es  obvio  que  las  alturas  dei  triângulo  medial  son  las  bisectrices 
de  ABC,  luego  el  circuncentro  O  de  ABC  es  el  ortocentro  de  su  triângulo  medial. 

La  recta  homotética  de  la  altura  PA'  dei  triângulo  medial  es  su  paralela  por 
el  punto  A,  es  decir,  la  altura  AD  dei  triângulo  dado.  En  general,  cada  altura 
se  corresponde  con  una  altura  y  por  lo  tanto  el  circuncentro  O  (ortocentro  de 
A'B'C')  es  el  homólogo  dei  ortocentro  H  de  ABC. 

Esto  prueba  que  O,  H  y  G  se  encuentran  sobre  la  misma  recta.  Más  aún,  G 
está  entre  O  y  H  y  HG  =  2  GO. 

Hay  un  caso  especial,  en  el  que  G  =  O  (y  necesariamente  entonces  G  =  H). 
Esto  equivale  a  que  las  mediatrices  coincidan  con  las  alturas,  lo  que  a  su  vez 
equivale  a  que  el  triângulo  sea  equilátero. 

Deflnición  7.11  Se  llama  recta  de  Euler  de  un  triângulo  no  equilátero  a  la 
recta  que  contiene  al  su  circuncentro,  su  baricentro  y  su  ortocentro. 

Todavia  podemos  llevar  más  lcjos  nuestro  análisis.  Sea  N  el  punto  medio 
dei  segmento  OÊ.  Es  claro  que  su  homólogo  a  través  de  la  homotecia  anterior 
es  el  circuncentro  O  de  ABC,  luego  N  ha  de  ser  el  circuncentro  dei  triângulo 
medial. 


Consideramos  ahora  la  homotecia  de  centro  H  y  razón  1/2.  Esta  transforma 
el  circuncentro  O  de  ABC  en  el  punto  N ,  luego  transforma  la  circunferência 
circunscrita  de  ABC  en  una  circunferência  u>  de  centro  N  que  contiene  a  los 
puntos  médios  de  los  segmentos  HA,  HB  y  HG,  llamémoslos  P,  Q,  R.  El 
triângulo  A'  B'C'  se  transforma  en  PQR  mediante  la  homotecia  de  centro  G  y 
razón  —2  seguida  de  la  homotecia  de  centro  H  y  razón  1/2  (pasando  por  ABC), 
pero  estas  transforman  a  N  en  O  y  O  en  N  de  nuevo,  luego  la  composición  fija 
a  N,  pero  ha  de  ser  una  homotecia  o  una  traslación  y,  como  fija  a  N,  ha  de  ser 
una  homotecia  de  centro  N  y  razón  ±1.  Es  fácil  ver  que  P  no  puede  coincidir 
con  A' ,  luego  la  homotecia  no  puede  ser  la  identidad,  luego  en  definitiva  se  trata 
de  la  homotecia  de  centro  N  y  razón  —1. 

Esto  implica  que  el  círculo  u>  contiene  también  a  los  pies  de  las  medianas  A' , 
B'  y  C' .  Más  aún,  los  segmentos  PA',  QB',  RC'  son  diâmetros  de  w. 
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Finalmente,  si  el  pie  de  la  altura  D  es  distinto  de  A'  el  triângulo  PDA'  es 
rectángulo,  luego  su  circuncentro  es  N,  luego  D  está  también  en  lo,  y  lo  mismo 
es  válido  para  E  y  F.  Con  esto  hemos  probado: 

Teorema  7.12  En  todo  triângulo  T  =  ABC  con  ortocentro  H,  los  puntos  mé¬ 
dios  de  los  segmentos  HA,  HB  y  HC ,  los  pies  de  las  alturas  y  los  pies  de  las 
medianas  están  sobre  una  misma  circunferência  ui  cuyo  centro  es  el  punto  medio 
entre  el  ortocentro  y  el  circuncentro  de  T . 

Poncelet  llamó  a  la  circunferência  dei  teorema  anterior  el  círculo  de  los  nueve 
puntos 4  dei  triângulo  T. 

El  círculo  de  los  nueve  puntos  de  un  triângulo  T  es  la  circunferência  cir¬ 
cunscrita  tanto  a  su  triângulo  medial  como  a  su  triângulo  órtico.  Veamos  otra 
propiedad  interesante.  Para  enunciaria  necesitamos  definir  el  ângulo  entre  una 
circunferência  y  una  recta  secante: 

Definición  7.13  Dada  una  circunferência  lo  y  una 
recta  r  que  la  corte  en  dos  puntos  P  y  Q,  llamaremos 
ângulo  entre  r  y  w  en  P  al  ângulo  (menor)  determi¬ 
nado  por  r  y  la  tangente  a  w  por  P.  Si  r  es  tangente 
awenP  convendremos  en  que  el  ângulo  entre  ryw 
es  nulo. 

Es  fácil  ver  que  r  determina  el  mismo  ângulo  a  tanto  en  P  como  en  Q ,  así 
como  que  éste  es  la  mitad  dei  arco  menor  determinado  por  P  y  Q  en  ui,  y  por 
lo  tanto  igual  a  cualquier  ângulo  inscrito  en  lo  que  abarque  el  arco 


Teorema  7.14  Los  ângulos  con  que  un  lado  BC  de  un  triângulo  corta  a  su 
círculo  de  los  nueve  puntos  tiene  amplitud  \B  —  C\. 


DemostraciÓN :  Con  la  notación  anterior,  el  lado  corta  a  la  circunferência 
en  los  punto  A!  y  D.  Es  fácil  ver  que  D  =  A'  si  y  sólo  si  B  =  C  (en  cuyo  caso  el 
lado  es  tangente  a  la  circunferência),  por  lo  que  podemos  suponer  que  D  ^  A' . 
Hemos  de  calcular  cualquier  ângulo  inscrito  en  la  circunferência  que  abarque  a 
DA' ,  por  ejemplo 

DBA'  =  DPN  =  DÃO, 

pues  las  rectas  PN  y  AO  son  paralelas  (son  homotéticas  desde  H). 

Claramente  D  AC  =  7r/2  —  C,  mientras  que 


OAC  =  OCA  =  - 
2 


ÃOC 

2 


pues  B  está  inscrito  en  la  circunferência  circunscrita  a  ABC. 
Esto  implica  que  D  AO  =  \B  —  C\. 


4  Existe  una  cierta  tradición  de  llamar  círculos  tanto  a  los  círculos  propiamente  dichos  como 
a  las  circunferências.  Conservamos  el  nombre  usual,  si  bien  hemos  de  tener  presente  que  el 
círculo  de  los  nueve  puntos  es  en  realidad  una  circunferência. 
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7.3  El  teorema  fundamental  de  la  geometria  afín 

Vamos  a  probar  un  teorema  que  muestra  claramente  el  papel  exacto  que 
representan  las  biyecciones  afines  en  el  marco  de  la  geometria  afín,  al  menos  en 
el  caso  de  espacios  reales.  En  realidad  podemos  considerar  cuerpos  un  poco  más 
generales.  Las  hipótesis  necesarias  sobre  el  cuerpo  son  las  dei  teorema  siguiente: 

Teorema  7.15  Si  K  C  R  es  un  cuerpo  euclídeo,  entonces  su  único  automor- 
fismo  es  la  identidad. 

DemostraciÓn:  Sea  o  :  K  — »•  K  un  automorfismo.  Como  K  es  euclídeo, 
todo  a  €  K  que  cunrpla  a  >  0  tiene  raiz  cuadrada,  de  modo  que  a  =  /3  ,  luego 
cr  (a)  =  cr(f3)2  >  0.  Así  pues,  o  transforma  elementos  positivos  en  elementos 
positivos.  Más  aún,  se  cumple  a  <  /3  si  y  sólo  si  /3  —  a  >  0,  si  y  sólo  si 
cr(/3)  —  o(a)  >  0,  si  y  sólo  si  o(a)  <  cr((3).  Por  lo  tanto,  o  conserva  el  orden. 

Por  otra  parte,  como  cr(l)  =  1,  es  claro  que  o  fija  a  todos  los  números  natu- 
rales,  luego  a  todos  los  números  enteros,  luego  a  todos  los  números  racionales. 

Finalmente,  si  existiera  un  a  £  A'  tal  que  a  ^  cr(a),  supongamos  por  ejemplo 
que  a  <  o(a).  Entonces  existe  q  6  Q  tal  que  a  <  q  <  er(a),  pero  esto  es 
imposible,  porque  entonces  <r(a)  <  o(q)  =  q,  contradicción.  ■ 

Con  esto  ya  podemos  probar: 

Teorema  7.16  (Teorema  fundamental  de  la  geometria  afín)  Si  E  y  E' 

son  dos  espacios  afines  de  la  misma  dimensión  n  >  2  sobre  un  cuerpo  euclídeo 
arquimediano  K  y  sea  f  :  E  — >  E'  es  una  biyección  que  transforma  puntos 
colineales  en  puntos  colineales,  entonces  f  es  una  biyección  afín. 

Así  pues,  toda  aplicación  que  conserve  la  colinealidad  conserva  de  hecho 
todas  las  propiedades  afines,  es  decir,  todas  las  propiedades  que  se  conservan 
por  biyecciones  afines.  Más  adelante  interpretaremos  este  hecho  mostrando 
que  toda  la  geometria  afín  puede  construirse  a  partir  dei  mero  concepto  de 
colinealidad. 

DemostraciÓn:  Dividiremos  la  prueba  en  vários  pasos. 

1.  Si  A  =  {P0,  •  •  ■ ,  Pm}  cs  un  conjunto  de  puntos  de  E  afínmente  indepen- 
dientes,  entonces  f[{A)]  C  (f[Â\). 

Lo  probamos  por  inducción  sobre  m.  Para  m  =  1  se  trata  de  la  hipótesis. 
Supongámoslo  cierto  para  conjuntos  con  m  puntos  y  tomemos  P  £  (A). 
Usando  coordenadas  baricéntricas  tenemos 


P  —  A0 Po  +  •  •  •  +  A mPmi  con  Ao  +  •  •  •  +  Am  —  1. 

Puesto  que  m  >  1  hay  al  menos  un  A;  1.  Supongamos  por  ejemplo  que 
se  trata  de  Xm.  Entonces 

P  =  (1  —  A  m)P'  +  A  mPmi 


232 


Capítulo  7.  Biyecciones  afines 


donde 

P'  =  T - 7 — (Ao -Po  +  •  •  •  +  Am_iPm_i)  G  (Po,  .  •  •  ,  Pm- 1)  • 

Entonces  /(P)  está  en  la  recta  /(P')/(Pm)  y  /(P')  está  en  la  variedad 
(/(Po), . . . ,  f(Pm~ i))  por  hipótesis  de  inducción.  Así  pues,  /(P)  G  (/[A]). 

2.  Las  imágenes  por  f  de  m  +  1  puntos  afínmente  independientes  son  afin- 
mente  independientes 

Podemos  completar  el  conjunto  hasta  un  sistema  de  referencia  afín  y  su- 
poner,  por  lo  tanto,  que  m  =  n.  Si  A  es  un  conjunto  de  n  +  1  puntos 
afínmente  independientes,  por  el  apartado  anterior  E'  =  /[(A)]  C  ( f[A] ), 
luego  los  puntos  de  f[A]  han  de  ser  independientes. 

3.  /  transforma  cada  recta  PQ  en  la  recta  f(P)f(Q)- 

La  hipótesis  dei  teorema  nos  da  una  inclusión.  Sea  R!  un  punto  de 
f(P)f(Q)-  Como  /  es  biyectiva  R'  =  f{R)  para  un  cierto  R.  Si  R  no 
estuviera  en  PQ  entonces  los  puntos  P,  Q,  R  serían  afínmente  libres,  luego 
por  el  punto  anterior  lo  mismo  ocurriría  con  f(P),f(Q),f(R),  lo  cual  es 
una  contradicción. 

4.  f  transforma  rectas  paralelas  en  rectas  paralelas. 

Sean  PQ  y  P'Q'  rectas  paralelas  distintas  en  E.  Entonces  los  puntos 
P,  Q,  P'  son  afínmente  independientes  y  generan  el  plano  que  contiene  a 
las  dos  rectas.  Por  el  paso  1  tenemos  que  /(P),  f{Q),f(Pr)  son  afínmente 
independientes,  luego  generan  un  plano  que  contiene  a  f(Qr)  por  2,  luego 
de  hecho  contiene  a  las  rectas  f[PQ]  y  f[P'Q'].  Como  /  es  biyectiva  estas 
rectas  no  tienen  puntos  comunes,  luego  son  paralelas. 

5.  Para  todos  los  puntos  0,P,Q€  E,  se  cumple 

f(P  +  Õ$)  =  f(P)  +  f(0)f(Q). 


Sea  R  =  P  +  OQ.  Si  O,  P,  Q  no  están  alineados,  lo  mismo  sucede  con 
f(P),f(Q),f(R).  Por  el  teorema  7.7  tenemos  que  R  es  la  intersección 
de  la  paralela  a  OP  por  Q  y  la  paralela  a  OQ  por  P.  Por  consiguiente 
f{R)  es  la  intersección  de  la  paralela  a  f(0)f(P)  por  f(Q)  y  la  paralela  a 
f(0)f(Q)  por  /(P).  De  nuevo  por  el  teorema  7.7  podemos  concluir  que 
f(R)  =  f(0)  +  f(0)f(Q). 

Si  O,  P,  Q  están  contenidos  en  una  recta  r,  tomamos  una  paralela  cual- 
quiera  r'  y  en  cila  un  punto  R' .  La  paralela  a  O  Pt!  por  Q  corta  a  r'  en  un 
punto  R"  =  R'  +  ()(!}  y  la  paralela  a  PR'  por  R"  corta  a  r  en  P  +  ()(!}  =  R. 
Al  aplicar  /  a  todos  estos  puntos  y  rectas  se  conservan  las  relaciones  de 
incidência  y  paralelismo,  luego  tenemos  que  f(R")  =  f(R')  +  f(0)f(Q )  y 

f(R)  =  f(P)  +  f{0)f(Q). 
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O  P  Q  R 


6.  Fijemos  una  recta  r  y  sean  O,  A  dos  de  sus  puntos.  Para  cada  a  €  K  sea 
P  =  0  +  aõl  y  sea  cr{a)  =  f{0)f(P)/f{0)f(AÍ  Entonces  a  :  K  — >  K 
es  un  automorfismo  de  cuerpos. 

La  figura  anterior  ilustra  que  cr  conserva  la  suma.  En  efecto,  si  suponemos 
P  =  O  +  a  O  A,  Q  =  O  +  0  O  A,  entonces  R"  =  R'  +  0  O  A,  y  de  aqui  que 
R  =  P  +  0Õl  =  O +  {a  +  0)õX. 

Por  definición  de  cr  tenemos  que  f(P)  =  /(O)  +  a(a)  f(0)f(A),  f{Q)  = 
f(0)  +  a(p)  f(0)f(A),  f(R)  =  f(O)  +  a(a  +  0)  f(Ó)f{A),  y  como  / 
conserva  la  figura,  también  tenemos  que  f(R)  =  (<j{a)  +a((3))  f(0)f(A), 
luego  cr  (a  +  0)  =  cr  {a)  +  <r{0). 

Para  el  producto  empleamos  un  argumento  similar  basado  en  la  cons- 
trucción  que  muestra  la  figura  siguiente: 


O  A  P  Q  R 


Se  prueba  sin  dificultadoue  si  P  =  O  +  a  OÂ  y  Q  =  0  +  0  OB,  en¬ 
tonces  R  =  O  +  (a/3)  OÁ.  Por  definición  de  cr  tenemos  que  f(R)  = 
a(a0)f(O)f(A),  y  como  /  conserva  la  figura  f(R)  =  cr(a)cr(/3)  f(0)f(A), 
luego  cr(a/3)  =  a(a)a(0).  El  carácter  biyectivo  de  cr  es  inmediato. 

7.  /  es  una  afinidad. 

Fijemos  un  punto  O  €  E.  Sea  f(v)  =  f(0)f(0  +  v).  Por  el  teorema 
anterior,  el  automorfismo  cr  que  acabamos  de  construir  es  la  identidad, 
luego,  por  definición  de  cr 

f(aõA)=af(ÕÍ). 

Por  otra  parte,  por  5  se  cumple  que 

f(0+õf>+Õ$)  =  f(0+ÕP)+f(0)f{Q)  =  f(0)+f(0)f(P)+f(0)f(Q), 

luego 

f(õP +õ$)  =  f(õP) + /(õ3). 

Por  consiguiente  f  es  una  aplicación  lineal,  y  f(P)  =  f(0)  +  f(0Í}),  luego 
/  es  afín.  ■ 
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7.4  Isometrías  y  semejanzas 

Nos  ocupamos  ahora  de  los  espacios  euclídeos  (siempre  sobre  cuerpos  euclí- 
deos).  Recordemos  que  una  isometría  de  un  espacio  afín  euclídeo  E  es  una 
afinidad  biyectiva  cuya  aplicación  lineal  asociada  es  una  isometría  lineal.  Re¬ 
cordemos  a  su  vez  que  las  isometrías  lineales  son  los  automorfismos  f  de  E  tales 
que 

f{v)f(w)  =  vw,  para  todo  v,w  €  E, 

lo  cual  a  su  vez  equivale  a  que  ||/(u)||  =  ||u||  para  todo  v  G  E,  debido  a  la 
relación 

\\v  —  tc||2  =  ||w||2  +  ||w||2  —  2vw. 

Otra  caracterización  importante  es  que  una  aplicación  lineal  /  :  E  — >  E  es  una 
isometría  si  y  sólo  si  transforma  una  base  ortonormal  en  una  base  ortonormal, 
pues  si  conserva  el  producto  escalar  sobre  una  base,  por  linealidad  lo  conserva 
sobre  vectores  arbitrários. 

Definición  7.17  Diremos  que  una  matriz  cuadrada  A  en  un  cuerpo  K  es  or¬ 
togonal  si  cumple  A  A*  =  Ini  donde  A 1  es  la  matriz  traspuesta  de  A  y  e  In 
es  la  matriz  identidad.  Así,  A  es  ortogonal  si  su  inversa  es  su  traspuesta.  El 
grupo  ortogonal  de  K  es  el  grupo  O  (n,  K )  de  las  matrices  ortogonales  n  x  n  con 
coeficientes  en  K . 

El  teorema  4.23  afirma  que  si  E  es  un  espacio  vectorial  euclídeo  y  /  :  E  — >■  E 
una  aplicación  lineal,  entonces  /  es  una  isometría  si  y  sólo  si  su  matriz  respecto 
de  una  base  ortonormal  es  ortogonal  (y  en  tal  caso  la  matriz  de  /  en  cualquier 
base  ortonormal  es  ortogonal). 

Definimos  el  grupo  ortogonal  de  E  como  el  grupo  O  (E)  de  todas  las  iso¬ 
metrías  lineales  de  V,  que  es  ciertamente  un  grupo  con  la  composición  de  apli- 
caciones.  Tenemos,  pues  que  si  E  tiene  dimensión  n,  entonces  O (E)  =  O (n,K). 

Llamaremos  Is (E)  al  grupo  de  las  isometrías  de  E,  también  con  la  compo¬ 
sición  de  aplicaciones.  Es  claro  que  la  aplicación 

Is(P)  — >  O(P) 

f  *  f 

es  un  epimorfismo  de  grupos  cuyo  núcleo  es  el  grupo  de  las  traslaciones  T(P). 

Una  biyección  /  :  A  — >  B  entre  dos  subconjuntos  de  E  es  una  semejanza 
de  razón  k  >  0  si  para  todo  par  de  puntos  P,  Q  €  A  se  cumple 

\\f(P)f(Q)\\  =  k\\P$\\. 

Si  existe  una  semejanza  entre  A  y  B  se  dice  que  son  semejantes,  y  cada  par 
de  puntos  P,  /(P)  correspondientes  por  una  semejanza  /  se  llaman  puntos 
homólogos  (respecto  a  /). 
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Es  claro  que  dos  triângulos  son  semejantes  en  este  sentido  si  y  sólo  si  lo  son 
en  el  sentido  que  ya  teníamos  definido,  es  decir,  si  sus  lados  son  proporcionales. 

Es  claro  que  la  inversa  de  una  semejanza  de  razón  k  es  una  semejanza  de 
razón  l/k  y  que  la  composición  de  semejanzas  es  una  semejanza  de  razón  igual 
al  producto  de  las  razones.  Las  semejanzas  de  razón  1  son  las  isometrías. 

Es  obvio  que  una  homotecia  de  razón  k  es  una  semejanza  de  razón  |fc|.  Por 
consiguiente,  si  /  es  una  semejanza  de  razón  k  entre  dos  subconjuntos  A  y  B 
de  un  espacio  afín  euclídeo  E,  al  componerla  con  una  homotecia  g  de  razón  l/k 
obtenemos  una  semejanza  de  razón  1,  es  decir,  una  isometría.  Por  4.27  sabemos 
que  /  o  g  se  extiende  a  una  isometría  de  E  en  sí  nrismo,  llamémosla  h.  Entonces 
h  o  g-1  es  una  semejanza  de  E  en  sí  mismo  que  extiende  a  /.  Esto  prueba  el 
teorema  siguiente: 

Teorema  7.18  Toda  semejanza  de  razón  k  entre  dos  subconjuntos  de  un  espa¬ 
cio  afín  euclídeo  E  se  extiende  a  una  semejanza  de  razón  k  de  E  en  sí  mismo. 
Toda  semejanza  de  razón  k  de  E  en  sí  mismo  es  una  afinidad  y  se  puede  expresar 
como  composición  de  una  isometría  y  una  homotecia  de  razón  k. 

Definición  7.19  Llamaremos  Sem(U)  al  grupo  de  las  semejanzas  de  un  espacio 
afín  euclídeo  E  en  sí  mismo. 

Hemos  probado  que  Sem(£l)  <  GA (E).  La  aplicación  que  a  cada  semejanza 
le  asigna  su  razón  es  un  homomorfismo  de  Sem(E)  en  ]0,  +oo[  cuyo  núcleo  es 
claramente  Is (E). 

Vamos  a  caracterizar  las  semejanzas  en  términos  de  sus  aplicaciones  lineales 
asociadas.  Si  V  es  un  espacio  vectorial  euclídeo,  diremos  que  /  £  LG(V)  es  una 
semejanza  lineal  de  razón  k  >  0  si  ||/(u)||  =  k  ||u||  para  todo  v  €  V.  Llamaremos 
Senr(V)  al  grupo  de  las  semejanzas  lineales  de  V. 

Es  claro  que  una  afinidad  /  es  una  semejanza  si  y  sólo  si  /  es  una  semejanza 
lineal.  Tenemos,  pues,  un  epimorfismo  Sem(£')  — >  Sem (E)  cuyo  núcleo  es  el 
grupo  T{E)  de  las  traslaciones  de  E.  Por  otra  parte,  el  heclio  de  que  toda  seme¬ 
janza  de  E  se  descomponga  en  producto  de  una  isometría  y  una  homotecia  se 
traduce,  a  través  de  este  epimorfismo,  en  que  toda  semejanza  lineal  es  producto 
de  una  isometría  lineal  y  una  homotecia  lineal.  Más  aún,  es  fácil  ver  que  si 
llamamos  H+(E)  al  grupo  de  las  homotecias  lineales  de  E  de  razón  positiva,  se 
cunrple 

Sem(E)  =  0{Ê)  x  H+(^). 

Para  ello  hay  que  probar  que  los  dos  subgrupos  de  la  derecha  son  normales,  pero 
ello  se  sigue  inmediatamente  dei  hecho  de  que  las  homotecias  lineales  conmutan 
con  todos  los  elementos  de  LG(E). 

Ejercicio:  Probar  que  HT(E)  es  un  subgrupo  normal  de  Sem(E)  y 
Sem(E)/HT(E)  ^  Sem(Ê) /H(Ê) . 

Una  propiedad  interesante  de  las  semejanzas  propiamente  diclras,  es  decir, 
las  que  no  son  isometrías,  es  que  siempre  tienen  un  único  punto  fijo. 
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Teorema  7.20  Toda  semejanza  de  razón  k  ^  1  en  un  espacio  afín  euclideo 
tiene  un  único  punto  fijo  llamado  centro  de  la  semejanza. 


DemostraciÓN:  Es  consecuencia  inmediata  dei  teorema  7.2,  pues  si  /  cum- 
ple  las  hipótesis  entonces  f  es  una  semejanza  lineal  de  razón  k  ^  1,  y  es  claro 
que  su  único  punto  fijo  es  0.  ■ 

En  general,  las  semejanzas  lineales  no  conservan  las  normas,  luego  tampoco 
el  producto  escalar.  Sin  embargo,  el  lrecho  de  que  toda  semejanza  lineal  /  de 
razón  k  se  exprese  como  composición  de  una  isometría  lineal  por  una  homotecia 
lineal  de  razón  k  implica  la  relación  f(v)f(w)  =  k2vw.  Esto  implica  que  las 
semejanzas  lineales  conservan  ângulos,  pues 


cos  f(v)f{w) 


/Cc)/(w) 

wmw  ll/WII 


k2vw 

k2 INI  INI 


COS  vw. 


En  particular  las  semejanzas  lineales  conservan  la  ortogonalidad.  Vamos  a 
probar  el  recíproco,  es  decir,  que  las  únicas  aplicaciones  lineales  que  conservan 
la  ortogonalidad  (o  a  fortiori  los  ângulos)  son  las  semejanzas  lineales.  De  aqui 
deducirenros  el  análogo  para  las  semejanzas  afines. 


Teorema  7.21  Sea  V  un  espacio  vectorial  euclídeo  y  /  :  V  — ►  V  una  apli- 
cación  lineal  no  nula.  Entonces  son  equivalentes: 

1.  f  es  una  semejanza  lineal. 

2.  f  conserva  la  ortogonalidad  de  vectores. 

3.  f  conserva  los  ângulos  entre  vectores. 

DemostraciÓN:  Es  suficiente  probar  que  2  implica  1.  Suponemos,  pues, 
que  si  vw  =  0  entonces  f(v)f(w)  =  0  (nótese  que  no  suponemos  la  doble 
implicación) . 

Fijado  un  vector  v  €  V,  la  aplicación  u(w)  =  f(v)f(w )  es  lineal.  Suponga- 
mos  que  existe  un  w  tal  que  u(w)  ^  0.  Entonces  el  núcleo  de  u  tiene  dimensión 
n—1  (donde  n  es  la  dimensión  de  V),  y  por  hipótesis  contiene  a  (u)_L,  cuya  di¬ 
mensión  es  la  misnra.  Por  consiguiente  u  se  anula  exactamente  sobre  los  vectores 
ortogonales  a  v. 

Definimos  k(v)  como  el  único  escalar  que  cunrple 
u(w)  =  f(v)f(w)  =  k[y)vw. 

Todo  vector  de  V  se  expresa  como  t  +  aw,  donde  tf Lu,  con  lo  que  la  relación 
anterior  vale  en  realidad  no  sólo  para  el  w  que  hemos  tomado  sino  de  hecho 
para  todo  w  €  V.  Si  u  es  nula  la  relación  sigue  siendo  válida  sin  más  que  tomar 
k(v)  =  0. 

Por  simetria,  si  vw  ^  0  se  ha  de  cumplir  k(v)  =  k(w).  Si  vw  =  0  con 
ambos  factores  no  nulos,  entonces  y  =  v  +  w  cunrple  que  vy  ^  0  ^  wy,  luego 
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k(v)  =  k(y)  =  k(w).  Esto  prueba  que  k  =  k(v)  es  independiente  de  v  ^  0. 
Además 

||/(i?)||2  =  ^ll^l|2;  para  todo  v  €  V. 

Como  existen  vectores  con  imagen  no  nula,  ha  de  ser  k  >  0,  de  donde  /  es  una 
semejanza  de  razón  \[k.  m 

Teorema  7.22  Sea  E  un  espado  afín  euclídeo  y  f  :  E  — >  E  una  aplicadón 
biyectiva.  Las  afirmadones  siguientes  son  equivalentes: 

1.  f  es  una  semejanza. 

2.  Para  toda  terna  de  puntos  distintos  se  cumple  ABC  =  f  (A)  f  (B)  f  (C) . 

3.  Para  todos  los  puntos  A  ^  B,  C  ^  D,  si  AB  1.  CD,  entonces 

f(A)f(B)  _L  f(C)f(D). 

DemostraciÓn:  Usando  el  teorema  anterior  es  fácil  ver  que  1  =>  2  =>■  3. 
Para  probar  3  =>  1  basta  demostrar  que  /  es  afín,  y  por  el  teorema  fundamental 
esto  equivale  a  probar  que  /  transforma  puntos  alineados  en  puntos  alineados. 

Sean  A ,  B ,  C  tres  puntos  alineados.  Podemos  formar  una  base  ortogonal 
de  E  de  la  forma  AÂí,  para  i  =  1, . . . ,  n  con  A\  =  B.  Por  hipótesis  los  vecto¬ 
res  f(A)f(Aj>)  son  ortogonales  dos  a  dos,  luego  son  una  base  ortogonal  de  Ê. 
Podemos  expresar 

f(A)f(c)  =  A  1f(A)f(A1)  +  •  •  •  +  \nf(A)f(An).  (7.1) 

Ahorabien,  si  i  ^  1  entonces  AAj  J_  AC,  luego  también /(A)/(A,;)  A  /(A)/(C). 
Multiplicando  (7.1)  por  /(A)/(A,;j  obtenemos  A.;  =  0,  luego  (7.1)  se  reduce  a 
f{A)f(c)  =  X1f(A)f(A1),  lo  que  significa  que  /(A),  f(A±)  =  f{B)  y  f(C) 
están  alineados.  ■ 

Existen  tres  clases  básicas  de  isometrías:  las  traslaciones,  los  giros  y  las 
simetrias.  Ya  conocemos  las  primeras  y  parcialmente  los  giros.  Terminamos 
esta  sección  analizando  con  más  detalle  los  giros  y  las  simetrias. 

Giros  La  defmición  siguiente  generaliza  las  definiciones  de  giro  4.38  y  5.14  a 
espacios  euclídeos  de  dimensión  arbitraria: 

Defmición  7.23  Una  isometría  /  de  un  espado  afín  euclídeo  de  dimensión  >  2 
es  un  giro  de  ângulo  8  si  tiene  un  punto  íijo  y  la  matriz  de  /  respecto  de  una 
cierta  base  ortonormal  es  de  la  forma 

/  cos  8  sen  9  \ 

—  sen  9  cos  9 

1 

V  1 

donde  las  entradas  no  especificadas  fuera  de  la  diagonal  son  todas  nulas. 
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Observamos  que  la  matriz  es  la  identidad  si  y  sólo  si  8  es  múltiplo  de  27T,  en 
cuyo  caso  /  es  la  identidad.  Exceptuado  este  caso,  si  el  espado  E  tiene  dimen- 
sión  n,  la  aplicación  /  tiene  una  variedad  de  puntos  fijos  de  dimensión  n  —  2. 

Si  E  es  un  plano,  entonces  /  tiene  un  único  punto  fijo  O  y  f  es  un  giro 
de  ângulo  8  alrededor  de  O  en  el  sentido  de  la  definición  4.38.  El  punto  O  se 
llama  centro  dei  giro.  Recordemos  que  liay  dos  giros  de  ângulo  8  con  un  misrno 
centro  O,  que  sobre  un  mismo  sistema  de  referencia  de  origen  O  se  corresponden 
con  los  ângulos  ± 8 ,  de  modo  que  al  cambiar  el  signo  de  un  vector  de  la  base  el 
giro  de  ângulo  8  pasa  a  tener  ângulo  —8  y  viceversa). 

Si  la  dimensión  de  £  es  3  entonces  la  variedad  de  puntos  fijos  de  un  giro  / 
distinto  de  la  identidad  es  una  recta  r  llamada  eje  dei  giro.  Sea  Vi,V2,  V3  la  base 
ortonormal  en  la  que  /  tiene  una  matriz  según  la  definición.  Si  O  es  cualquier 
punto  dei  eje  de  giro  r,  entonces  r  =  O  +  (03)  y  el  plano  ortogonal  a  r  dado  por 
O  +  (vi,V2)  es  fijado  por  /  (en  el  sentido  de  que  /[II]  =  II).  En  el  sistema  de 
referencia  (O;  Vi,  V2)  la  matriz  de  la  aplicación  lineal  asociada  a  la  restricción 
es  la  de  un  giro  de  ângulo  8  en  dos  dimensiones.  Así  pues,  /  gira  los  puntos  de 
cada  plano  perpendicular  a  r  respecto  al  centro  O  en  el  cual  r  corta  a  tal  plano. 

En  general,  si  G  es  una  variedad  de  dimensión  n  —  2  en  E,  un  giro  de  ângulo 
8  respecto  a  G  es  una  isometría  que  deja  invariante  a  cada  punto  de  G  y  que  se 
comporta  como  un  giro  (plano)  de  ângulo  8  sobre  cada  plano  perpendicular5  a 
G  (con  centro  en  el  punto  de  intersección).  Hay  exactamente  dos  giros  en  estas 
condiciones. 


Simetrias  Introducimos  ahora  el  concepto  de  simetria.  La  idea  es  que  la 
imagen  de  un  punto  P  por  una  simetria  respecto  a  una  variedad  L  se  obtiene 
trazando  la  recta  perpendicular  a  L  por  P  y  tomando  en  ésta  el  punto  P'  que  se 
encuentra  a  la  misma  distancia  que  P  dei  punto  de  corte.  De  este  modo,  el  punto 
de  corte  es  el  punto  medio  dei  segmento  PP' .  Vamos  a  formular  analiticamente 
esta  descripción  de  las  simetrias. 

En  primer  lugar,  dado  un  espado  afín  euclídeo  E  y  una  variedad  L  distinta 
de  todo  E,  por  cada  punto  P  exterior  a  L  pasa  una  única  recta  r  perpendicular 
a  L.  En  efecto,  dado  Q  £  L  descomponemos  P(}  =  v  +  w,  con  v  £  L,  w  €  LV 
Sea  R  =  P  +  w  =  Q  —  v.  Claramente  R  £  L  y  r  =  PR  es  perpendicular  aiy 
pasa  por  P.  Además  es  única,  pues  si  una  recta  PR1  cumple  lo  mismo,  es  decir, 
PR'  _L  L,  entonces  RR'  seria  ortogonal  a  PR  y  PR' ,  lo  cual  es  contradictorio 
salvo  si  R  =  R' . 

Por  otra  parte,  dados  dos  puntos  P  y  P',  tenemos  que  P'  =  P+Pp\  luego  el 
punto  medio  entre  ambos  será  M  =  P+^PP',  que  es  el  único  punto  que  cumple 
PM  =  MP'.  Esto  sirve  como  definición  de  punto  medio  en  cualquier  espado 

5  Aqui  entendemos  que  dos  variedades  L  y  L'  son  perpendiculares  si  tienen  un  punto  en 
común,  necesariamente  único,  y  L  _L  L' .  Nótese  que  en  este  sentido  fuerte  dos  planos  dei 
espacio  tridimensional  nunca  pueden  ser  perpendiculares. 
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afín,6  no  necesariamente  euclídeo.  Una  definición  equivalente  pero  simétrica  es 

M  =  -  P+-P' 

2  2 

(ver  pág  121).  Esta  definición  tiene  sentido  incluso  si  P  =  P',  en  cuyo  caso  el 
punto  medio  es  M  =  P  =  P' . 

Notemos  que  dados  dos  puntos  P  y  Aí  siempre  existe  un  único  punto  P'  tal 
que  M  sea  el  punto  medio  de  P  y  P'.  Necesariamente  P'  ha  de  ser  el  baricentro 
P'  =  2  M  -  P. 

Con  todas  estas  observaciones  ya  podemos  justificar  la  existência  de  simetrias 
respecto  a  variedades  cualesquiera: 

Definición  7.24  En  un  espado  afín  euclídeo  E,  llamaremos  simetria  respecto 
a  una  variedad  L  de  E  a  la  única  aplicación  sl  :  E  — >  E  que  fija  a  todos  los 
puntos  de  L  y  que  a  cada  punto  P  exterior  a  L  le  asigna  el  único  punto  sl{P) 
tal  que  la  perpendicular  a  L  por  P  corta  a  L  en  el  punto  medio  entre  P  y  sl(P). 

En  particular  la  simetria  respecto  a  E  es  la  identidad.  No  es  necesario 
distinguir  la  forma  en  que  una  simetria  respecto  a  una  variedad  L  actúa  sobre 
los  puntos  de  L  y  sobre  los  puntos  exteriores  a  L.  En  cualquier  caso,  el  punto 
Pr  =  sl(P)  está  determinado  por  las  relaciones 

Pf^eí1  y  \p  +  \p' 

Las  simetrias  respecto  a  puntos,  rectas  y  planos  se  llaman  respectivamente 
simetrias  puntuales,  axiales  (lat.  ‘respecto  a  un  eje’)  y  especulares  (lat.  ‘respecto 
a  un  espejo’).  Las  simetrias  respecto  a  hiperplanos  se  llaman  reflexiones. 

Teorema  7.25  Las  simetrias  de  un  espacio  afin  euclídeo  son  isometrías.  Ade- 
más  una  isometría  f  es  una  simetria  si  y  sólo  si  f  o  f  =  1. 

DemostraciÓn  :  Sea  E  un  espacio  afín  euclídeo  y  L  una  variedad  lineal  de 
E,  que  podemos  suponer  distinta  de  todo  el  espacio.  Tomemos  una  base  orto- 
norrnal  vi , . . . , vr  de  L  y  completémosla  hasta  una  base  ortonormal  Vi, ...  ,vn 
de  Ê.  Tomemos  un  punto  O  en  L  y  definamos  sl(P)  =  O  +  sl(OÈ),  donde  Sl 
es  la  isometría  lineal  que  en  la  base  anterior  tiene  matriz  diagonal  con  diagonal 
igual  a  [1, . . . ,  1,  —1, . . . ,  — 1],  (Es  una  isometría  porque  la  matriz  es  ortogonal.) 

r  n—r 

Dado  un  punto  P  =  O  +  a\V\  +  •  •  •  +  anvn,  es  claro  que 
P sl  (P )  —  2cxr- •  *  •  2 otnvn  ÇL  L  , 

—  P  +  —  sl{P)  =  O  +  —  OP  +  —  Osl{p)  =  O  +  a\v i  +  •  •  •  +  arvr  £  L. 

Por  consiguiente  la  isometría  Sl  es  la  simetria  respecto  a  L. 

®En  realidad  hemos  de  suponer  que  el  cuerpo  tiene  característica  distinta  de  2. 
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Sea  ahora  /  una  isometría  tal  que  /  o  /  =  1.  Podemos  suponer  que  no  es  la 
identidad.  Si  P  £  E  cumple  que  /(P)  ^  P,  como  /(/(P))  =  P,  tenemos  que 
/  intercambia  P  y  /(P).  Como  /  es  una  isometría,  es  claro  que  la  irnagen  dei 
punto  medio  M  de  P  y  /(P)  tiene  que  ser  el  punto  medio  de  f{P)  y  P,  es  decir, 
f(M)  =  M. 

Así  pues,  /  tiene  puntos  fijos.  Sea  L  la  variedad  formada  por  todos  ellos.  Si 
L  es  un  punto,  es  claro  que  /  es  la  simetria  respecto  de  L.  En  caso  contrario, 
para  todo  P  £  E\  L,  sea  M  £  L  el  punto  medio  de  P  y  P'  =  /(P)  y  sea 
Q  £  L  cualquier  otro  punto,  entonces  los  triângulos  PMQ  y  P'MQ  tienen  sus 
lados  iguales,  luego  también  sus  ângulos,  de  donde  se  sigue  que  PMQ  es  recto, 
y  como  esto  vale  para  todo  Q  £  L,  la  recta  PP'  es  perpendicular  a  P,  luego  / 
es  la  simetria  sl ■  ■ 

Toda  traslación  puede  expresarse  como  composición  de  dos  homotecias,  y  el 
teorema  siguiente  implica  que  también  puede  expresarse  como  composición  de 
dos  simetrias  respecto  a  dos  variedades  paralelas  de  dimensión  arbitraria: 

Teorema  7.26  Si  L  es  una  variedad  lineal  en  un  espacio  afín  euclídeo,  v  un 
vector  ortogonal  a  L  y  L'  =  v  +  L,  entonces  Sl°  sl>  =  T2v- 

DemostraciÓN :  Tomemos  un  punto  arbitrário  P.  Sea  P'  =  sl(P)  y  sea 
P"  =  sl'{P')-  Por  definición  de  simetria 

M=ip+ip'  £L  y  pPgL-1. 

Llamemos  M'  =  M  +  v  £  L' .  Entonces  P' íP'  =  PÕ^+MÃf'  =  \  Pb^  +  Ü  e  , 

y  de  nuevo  por  la  definición  de  simetria  P' P^'  =  2  P' M' .  Así  pues, 

ppà  =  pp  +  PÕ^'  =  2  mP  +  2  P'AÍ'  =  2MM*'  =  2v. 


7.5  Clasificación  de  isometrías 

Vamos  a  clasificar  las  isometrías  de  un  espacio  euclídeo  sobre  un  cuerpo 
realmente  cerrado  R.  El  teorema  siguiente  reduce  el  problema  al  caso  de  las 
isometrías  lineales: 

Teorema  7.27  Sea  E  un  espacio  afín  euclídeo  y  f  £  Is (E).  Entonces  f  se 
descompone  de  forma  única  como  f  =  g  o  T$,  donde  g  es  una  isometría  con  un 
conjunto  no  vacío  G  de  puntos  fijos  y  v  £  G.  Además  en  tal  caso  G  =  S(f,  1) 
V  f  =  Tffog. 

DemostraciÓN:  Probemos  primero  la  unicidad.  Dada  una  descomposición 
/  =  goTv  en  las  condiciones  dei  enunciado,  es  claro  que  f  =  g,  luego  tenemos  que 
G  =  S(g,  1)  =  S(f,  1).  Si  P  es  un  punto  fijo  de  g,  se  cumple  que  /(P)  =  P  +  v, 
luego  PflyP)  =  v  £  S(f,  1). 
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Si  /  =  g'  o  T&  es  otra  descomposición  en  las  condiciones  dei  enunciado  y  P' 
es  un  punto  fijo  de  g' ,  tendremos  igualmente  que  P'f(P')  =  tf  £  S(f. ,  1).  Un 
simple  cálculo  nos  da 

V-  tf  =  Pp  -  f(pp)  £  S(f,  1)  n  Im(/ -  1). 

Si  probamos  que  E  =  S(f,  1)  _L  Im(/  —  1)  tendremos  que  v  =  tf,  luego 
también  g  =  g'  ■ 

Notemos  que  S(f,  1)  es  el  núcleo  de  /  —  1,  luego  basta  probar  que  los  dos 
espacios  son  ortogonales  y  por  las  dimensiones  su  suma  será  todo  E.  Ahora 
bien,  dados  x  £  S(f,  1)  e  y  =  f(z)  —  z  £  Im (/  —  1),  se  cumple 

xy  =  xf(z)  —  xz  =  f{x)f{z)  —  xz  =  xz —  xz  =  0, 


pues  /  conserva  el  producto  escalar. 

Para  probar  la  existência  íijamos  un  punto  O  arbitrário  y  descomponemos 

Of(o)  =  v  +  f(w)  -  w, 

con  v  £  S(f,  1)  y  /( w)  —  w  £  Im(/  —  1)  (usando  la  descomposición  de  E  que 
acabamos  de  obtener).  Entonces,  para  todo  punto  P  se  cumple 

Pf(P)  =PÒ  +  0/(0)  +  f(ÕP)  =v  +  (/ -  l)(ú;  +  ÕP). 

En  particular,  si  tomamos  A  de  modo  que  O  A  =  —w  la  fórmula  anterior  se 
reduce  a  AJ(a)  =v£  S(f,  1).  Equivalentemente,  f(A)  =  A  +  v. 

Definimos  g  =  f  o  T-$.  Así  g  es  ciertamente  una  isometría,  se  cumple 
/  =  g  o  Tff  y  además  g(A)  =  f  (A)  —  v  =  A,  luego  el  conjunto  G  de  sus  puntos 
fijos  es  no  vacío.  Más  aún,  es  claro  que  G  =  S(g,  1)  =  S(f,  1)  y  por  consiguiente 
v  £  G. 

Por  último,  se  cumple  que  /  =  Tg  o  g  porque  para  todo  punto  P  tenemos 
g{P  +  v)  =g{P)  +  g(v)  =  g(P)  +  f(v)  =  g(P)  +  v  =  f(P).  a 

Un  par  de  observaciones  complementarias:  en  el  teorema  anterior  (por  la 
unicidad)  se  cumplirá  v  =  0  si  y  sólo  si  /  tiene  un  punto  fijo,  y  si  /  no  tiene 
puntos  fijos,  entonces  dimG  >  1  (pues  entonces  0  ^  v  £  G). 

En  otras  palabras:  si  clasificainos  las  isometrías  con  al  menos  un  punto  fijo, 
las  que  no  tienen  puntos  fijos  se  obtienen  a  partir  de  las  que  tienen  más  de 
un  punto  fijo  componiéndolas  con  traslaciones  respecto  de  vectores  que  lleven 
puntos  fijos  a  puntos  fijos. 

Si  nos  restringimos,  pues,  a  isometrías  con  al  menos  un  punto  fijo  O,  to¬ 
mando  un  sistema  de  referencia  centrado  en  O,  todo  se  reduce  a  estudiar  las 
isometrías  lineales  de  un  espado  vectorial  euclídeo  V.  Para  ello  consideraremos 
sus  matrices  posibles  respecto  a  bases  ortonormales  y  nos  formulamos  entonces 
las  preguntas  habituales  en  este  contexto:  iqué  relación  hay  entre  dos  matrices 
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de  una  misma  isometría  lineal  en  dos  bases  ortonormales  distintas?  y  ^cómo 
saber  si  dos  matrices  corresponden  a  la  misma  isometría  en  bases  distintas? 
Como  siempre,  la  primera  pregunta  es  fácil  y  concreta  el  planteamiento  de  la 
segunda: 

Definición  7.28  Diremos  que  dos  matrices  S,  T  £  Mat n(R)  son  congruentes 
si  existe  una  matriz  P  £  O (n,  R)  tal  que  T  =  P~1SP. 

La  interpretación  de  esta  relación  es  sencilla.  Supongamos  que  S  y  T  son 
dos  matrices  de  un  mismo  endomorfismo  h  en  dos  bases  ortonormales  B  y  C. 
Entonces  sabemos  que  T  =  P~1SP,  donde  P  es  la  matriz  de  cambio  de  base 
entre  B  y  C  o,  en  otros  términos,  la  matriz  de  la  identidad  en  R”  respecto  de 
las  bases  B  y  C.  Ahora  bien,  como  la  identidad  es  una  isometría  y  las  bases  son 
ortonormales,  sabemos  que  P  ha  de  ser  una  matriz  ortogonal,  luego  S  y  T  son 
congruentes.  Recíprocamente,  si  S  es  la  matriz  de  h  en  una  base  ortonormal  y 
T  es  una  matriz  congruente  con  S,  entonces  existe  una  base  ortonormal  de  V 
respecto  a  la  cual  la  matriz  de  h  es  T. 

En  [Al  8.3]  encontramos  formas  canónicas  para  las  matrices  de  los  endomor- 
fismos  de  un  espacio  vectorial  de  dimensión  finita,  pero  la  teoria  no  es  aplicable 
directamente  a  nuestro  contexto,  porque  necesitamos  formas  canónicas  para  la 
relación  de  congruência,  no  la  de  semejanza.  En  principio,  hay  dos  inconvenien¬ 
tes: 

1)  El  paso  de  una  matriz  a  otra  semejante  puede  exigir  el  paso  a  una  base  no 
ortonormal,  de  modo  que  la  matriz  resultante  no  sea  congruente  con  la  dada. 

2)  La  forma  canónica  (en  el  sentido  de  [Al  8.3]  de  una  matriz  ortogonal  no 
tiene  por  qué  ser  ortogonal,  y  entonces  no  sirve  como  forma  canónica  respecto 
de  la  congruência. 

Vamos  a  ver  que  1)  no  es  realmente  un  problema,  sino  que  dos  matrices 
ortogonales  son  congruentes  si  y  sólo  si  son  semejantes.  Una  vez  probado  esto, 
resolveremos  el  problema  planteado  por  2)  eligiendo  en  la  clase  de  semejanza 
de  cada  matriz  ortogonal  otra  forma  canónica  que  sea  también  ortogonal.  La 
clave  en  lo  tocante  a  1)  la  proporciona  el  teorema  siguiente,  donde  usamos  por 
primera  vez  la  hipótesis  de  que  el  cuerpo  R  es  realmente  cerrado: 

Teorema  7.29  Sea  A  una  matriz  ortogonal.  Entonces  las  raíces  complejas  dei 
polinomio  mínimo  de  A  son  simples  y  de  módulo  1. 

DemostraciÓN:  Cuando  hablamos  de  raíces  complejas  nos  referimos  a 
raíces  en  el  cuerpo  algebraicamente  cerrado  C  =  R[i\.  Vamos  a  considerar 
V  =  Cn  como  C-espacio  vectorial  y  h  :  V  — >  V  el  isomorfismo  definido  por  A 
en  la  base  canónica.  Así,  h(v)  =  vA. 

Veamos  ante  todo  que  el  polinomio  mínimo  de  A  es  el  mismo  tanto  si  la 
consideramos  como  matriz  real  o  como  matriz  compleja.  Sea  p(x)  el  polinomio 
mínimo  real  y  q{x)  el  polinomio  mínimo  complejo.  Como  p(A)  =  0  es  claro  que 
q{ x)  |  p(x)  (el  recíproco  no  vale  porque  p(x)  divide  a  todos  los  polinomios  reales 
que  anulan  a  A).  Descomponemos  q(x)  =  qi(x)+q2{x)i,  con  q\(x),  q2{x)  £  i?[x]. 

Como  q(A)  =  qi(A)  +  q2(A)i  =  0,  ha  de  ser  q\(Â)  —  q2{A)  =  0,  luego  p(x) 
divide  a  ambos,  luego  p{x)  |  q(x). 
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Sea  a  una  raiz  dei  polinomio  mínimo  de  A.  Entonces  es  un  valor  propio, 
luego  existe  un  v  £  V  no  nulo  tal  que  vA  =  av.  Trasponiendo  y  conjugando  esta 
ecuación  obtenemos  Atvt  =  av 4  y  vA  =  ãv,  donde  v  es  el  vector  que  resulta  de 
conjugar  cada  coordenada  de  v.  La  matriz  A  no  necesita  ser  conjugada  porque 
sus  coeficientes  son  reales.  La  linealidad  de  la  conjugación  hace  que  la  igualdad 
siga  siendo  cierta. 

Ahora  multiplicamos  las  ecuaciones:  vAAtvt  =  aãvv *,  y  como  A  es  ortogo¬ 
nal  la  expresión  se  reduce  a  vv1  =  | a^vv*. 

Pero  vv*  es  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  módulos  de  las  coordenadas  de  v. 
Como  v  no  es  nulo,  vvt  ^  0,  luego  \a\2  =  1  y  así,  |a|  =  1. 

Supongamos  que  el  polinomio  mínimo  tiene  una  raiz  múltiple  a.  Entonces 
un  divisor  elemental  de  A  es  de  la  forma  (x  —  a)r  con  r  >  2.  Sea  v  £  V  tal  que 
su  polinomio  mínimo  sea  (x  —  a)r  y  sea  u  =  (x  —  a)r~2v.  Entonces  ( x  —  a)u  ^  0, 
pero  (x  —  a)2u  =  0. 

En  otros  términos,  si  w  =  (x  —  a)u,  tenemos  que  w  ^  0  pero  (x  —  a)w  =  0, 
o  también: 

w  =  uA  —  au  ^  0  y  wA  =  aw. 

Despejamos  en  la  primera  ecuación  y  trasponemos:  Atut  =  w*  +  au 4,  con¬ 
jugamos  la  segunda:  wA  =  ãw,  las  multiplicamos:  wAAtut  =  ãww*  +  aãwut , 
aplicamos  que  A  es  ortogonal  y  que  a  tiene  módulo  1,  con  lo  que  llegamos  a 
wu*  =  ãww*  +  wu1 .  O  sea,  ãwvA  =  0,  de  donde  ww 4  =  0,  pero  ww1  es  la  suma 
de  los  cuadrados  de  los  módulos  de  las  coordenadas  de  w  ^  0,  luego  no  puede 
ser  cero.  ■ 

Así  pues,  los  factores  irreducibles  (en  dei  polinomio  mínimo  de  una 

matriz  ortogonal  han  de  ser  o  bien  x  —  1 ,  o  bien  x  +  1 ,  o  bien  de  la  forma 

(x  —  (cos  d  +  i  sen  9))  (x  —  (cos  9  —  i  sen  d))  =  x2  —  2  cos  9x  +  1, 

para  un  cierto  9  £  ]0,7r[  (aqui  es  esencial  la  clausura  algebraica  de  C).  Además 
han  de  ser  distintos  dos  a  dos.  Los  divisores  elementales  dividen  al  polinomio 
mínimo,  luego  han  de  tener  todos  exponente  1,  es  decir,  han  de  ser  irreducibles. 

El  polinomio  característico  es  el  producto  de  los  divisores  elementales,  luego 
éstos  son  precisamente  los  factores  irreducibles  dei  polinomio  característico, 
luego  el  polinomio  característico  de  una  matriz  ortogonal  determina  los  divi¬ 
sores  elementales  y,  consecuentemente,  también  los  factores  invariantes. 

Ejemplo  Consideremos  la  matriz 


(  1/9 

-4/9 

8/9 

B  =  1 

-4/9 

7/9 

4/9 

^  8/9 

4/9 

1/9 

Es  fácil  comprobar  que  se  trata  de  una  matriz  ortogonal.  Podríamos  calcular 
sus  factores  invariantes  con  el  algoritmo  dado  en  [Al  8.3],  pero  no  es  necesario. 
Basta  calcular  el  polinomio  característico,  que  resulta  ser  (x+l)(x—l)2.  Como 
sabemos  que  los  divisores  elementales  son  irreducibles,  han  de  ser  x  +  1,  x  —  1 
y  x  —  1,  de  donde  los  factores  invariantes  son  x— ly(x  +  l)(x— 1).  ■ 
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Esto  significa  que  dos  matrices  ortogonales  son  semejantes  si  y  sólo  si  tienen 
el  mismo  polinomio  característico,  pero  vamos  a  probar  que,  según  anunciábamos, 
de  hecho  en  tal  caso  son  congruentes  (con  lo  que  la  semejanza  equivale  a  la  con¬ 
gruência)  . 

Teorema  7.30  Sea  V  un  espado  vectorial  euclídeo  y  h  :  V  — >  V  una  iso- 
metría  con  divisores  elementales  pi,...,pr.  Entonces  V  admite  una  descompo- 
sidón  de  la  forma 

v  =  (vi)k[x]  -L  '  •  ■  -L  {Vr)k[x]  , 

donde  pol  mín  Vi  =  pi . 

DemostraciÓN:  Vamos  a  probar  por  inducción  sobre  la  dimensión  de  V 
que  existe  una  descomposición  como  la  indicada  de  modo  que  los  polinomios 
mínimos  de  los  generadores  son  irreducibles  (sin  afirmar  que  sean  los  divisores 
elementales  de  h).  Esto  implica  inmediatamente  el  teorema  por  la  unicidad  de 
los  divisores  elementales.  Si  la  dimensión  de  V  es  1  es  evidente. 

Sea  p  un  divisor  elemental  de  h  y  sea  v  €  V  tal  que  pol  mín  v  =  p.  Sea 
W  =  (u)fcrx].  Entonces  V  =  W  _L  W1- .  Tenemos  que  W  es  invariante  y  como  h 
es  biyectiva  de  hecho  h[W]  =  W.  Puesto  que  h  conserva  el  producto  escalar,  es 
claro  que  úffP-1]  =  úffP]1-  =  W -1,  luego  podemos  restringir  h  a  una  isometría 
de  y  aplicar  la  hipótesis  de  inducción.  ■ 

Si  tomamos  una  base  ortonormal  de  cada  uno  de  los  subespacios  de  la  des¬ 
composición  dei  teorema  anterior,  su  unión  nos  da  una  base  ortonormal  de  V 
en  la  cual  la  matriz  de  h  está  formada  por  cajas  [Mi, . . . ,  Mr\,  donde  Mi  es  la 
matriz  de  la  restricción  de  h  al  subespacio  í-ésimo. 

Como  los  divisores  elementales  tienen  grado  1  o  2,  éstas  son  las  dimensiones 
de  las  cajas.  Si  pi  =  x  —  1  podemos  tomar  como  base  el  vector  Vi  y,  puesto  que 
h(vi)  =  Vi,  la  caja  correspondiente  es  un  1. 

Si  pi  =  x  +  1  tomamos  igualmente  la  base  Vi  y  ahora  hlvf)  =  —Vi,  luego  la 
caja  es  un  —1. 

Si  pi  =  x2  —  2  cos  6  2+1,  entonces  la  caja  Mi  es  una  matriz  de  0(2)  cuyo  único 
divisor  elemental  (luego  también  su  único  factor  invariante,  luego  su  polinomio 
característico)  es  pi,  luego  su  determinante  es  el  término  independiente  1  y  su 
traza  es  2 cosd.  Estas  condiciones  determinan  completamente  la  matriz.  En 
efecto,  dada  una  matriz  cualquiera 


la  ecuación  ^4^4*  =  /  implica  o2  +  b2  =  1,  c2  +  d2  =  1,  ac  +  bd  =  0.  La 
ecuación  A*A  =  I  nos  da  también  a2  +  c2  =  1,  b2  +  d2  =  1,  de  donde  se  sigue 
inmediatamente  c  =  ±ò  y  d  =  ±a.  La  ecuación  ac  +  bd  =  0  implica  que  los 
signos  han  de  ser  distintos,  es  decir,  d  =  ±ayc=+ò.  Si  exigimos  que  el 
determinante  sea  1,  es  decir,  ad  —  bc  =  1,  llegamos  a  que  d  =  a  y  c  =  —b.  La 
matriz  es,  por  lo  tanto, 


7.5.  Clasiíicación  de  isometrías 
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Al  considerar  la  traza  vemos  que  a  =  cos  6  y  la  ecuación  a2  +  b2  =  1  implica 
que  b  =  ±sen0.  Cambiando  el  signo  al  segundo  vector  de  la  base  si  es  preciso, 
podemos  exigir  que  b  =  sen  6.  En  definitiva  obtenemos  la  matriz 

_  /  cos#  sen# 

6  y  —  sen  #  cos  # 

que  corresponde  al  giro  de  ângulo  #.  Vamos  a  resumir  lo  que  liemos  obtenido. 

Definición  7.31  Diremos  que  una  matriz  ortogonal  está  en  forma  canónica  si 
es  de  la  forma  donde  cada  caja  Mj  es  ±1  o  bien  Mg,  para  un 

ângulo  6  €  ]0, 7r[. 

Hemos  probado  que  toda  isometría  admite  en  una  cierta  base  ortonormal  una 
matriz  en  forma  canónica  con  tantas  cajas  iguales  a  1  como  divisores  elementales 
iguales  a  x  —  1,  tantas  cajas  iguales  a  —1  como  divisores  elementales  iguales  a 
x  +  1  y  tantas  cajas  de  la  forma  Mg  como  divisores  elementales  de  la  forma 
x2  —  2  cos 9x  +  1  (para  #  g  ]0,7r[). 

El  hecho  de  que  las  cajas  estén  determinadas  por  (y  de  hecho  determinen) 
los  divisores  elementales  implica  que  dos  formas  canónicas  no  son  congruentes 
salvo  que  se  diferencien  en  una  permutación  de  las  cajas. 

Si  a  esto  anadimos  que  los  divisores  elementales  están  determinados  por  el 
polinomio  característico,  concluimos: 

Teorema  7.32  Dos  matrices  ortogonales  son  congruentes  si  y  sólo  si  son  se- 
mejantes,  si  y  sólo  si  tienen  el  mismo  polinomio  característico. 

El  teorema  7.27  junto  con  la  determinación  de  las  formas  canónicas  de  las 
isometrías  lineales  constituyen  una  clasiíicación  de  las  isometrías  de  un  espacio 
euclídeo,  que  puede  hacerse  más  explícita  para  dimensiones  pequenas.  En  ge¬ 
neral,  cuando  hablemos  dei  determinante,  la  traza,  etc.  de  una  isometría  nos 
referimos,  naturalmente,  a  los  de  su  aplicación  lineal  asociada. 

Isometrías  de  una  recta  Si  /  es  una  isometría  de  una  recta  euclídea,  enton- 
ces  la  forma  canónica  de  /  ha  de  ser  [±1],  Si  el  signo  es  positivo  se  tratará  de 
una  traslación,  mientras  que  si  es  negativo  se  tratará  de  una  simetria  puntual 
(notemos  que  /  tendrá  un  punto  fijo  por  el  teorema  7.2). 

Isometrías  dei  plano  Si  /  es  una  isometría  clel  plano  y  su  determinante  es 
positivo  entonces  la  forma  canónica  de  /  ha  de  ser  de  la  forma  Mg  (incluyendo 
aqui  las  posibilidades  [±1,±1]).  Si  /  tiene  un  punto  fijo  entonces  será  un  giro 
(o  la  identidad),  mientras  que  si  f  no  tiene  puntos  fijos  entonces  /  ha  de  ser  la 
identidad  (por  el  teorema  7.2),  luego  /  es  una  traslación. 

Si  el  determinante  es  negativo,  la  forma  canónica  de  f  ha  de  ser  [1,  —1],  Si 
/  tiene  un  punto  fijo,  entonces  se  trata  de  una  simetria  axial,  mientras  que  si 
no  tiene  puntos  fijos,  el  teorema  7.27  implica  que  /  es  la  composición  de  una 
simetria  axial  con  una  traslación  respecto  a  un  vector  en  la  dirección  dei  eje  de 
simetria. 
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Isometrías  dei  espacio  Si  /  es  una  isometría  dei  espado  (tridimensional)  y 
su  determinante  es  positivo,  entonces  la  forma  canónica  de  f  ha  de  ser  de  la 
forma  [Mg,  1],  Si  /  tiene  un  punto  fijo  será  un  giro  (quizá  la  identidad).  Si  no 
lo  tiene  aplicamos  el  teorema  7.27  para  concluir  que  /  es  la  composición  de  un 
giro  con  una  traslación  respecto  a  un  vector  en  la  dirección  dei  eje  de  giro.  Si  el 
giro  es  la  identidad  tenemos  simplemente  una  traslación.  En  caso  contrario  la 
isometría  es  lo  que  se  llama  un  giro  helicoidal,  pues  describe  el  movimiento  de 
una  hélice,  que  gira  y  avanza  al  rnismo  tiempo. 

Si  el  determinante  es  negativo  entonces  la  forma  canónica  de  /  será  de  la 
forma  [Mg,—  1],  Si  Mg  ^  /,  entonces  /  no  tiene  puntos  fijos,  luego  /  ha  de 
tener  uno  exactamente,  luego  /  es  la  composición  de  un  giro  con  una  simetria 
especular  respecto  a  un  plano  perpendicular  al  eje  de  giro  (el  punto  fijo  de  /  es 
la  intersección  entre  el  eje  y  el  plano).  Si  Mg  =  /  entonces  o  bien  /  tiene  puntos 
fijos  y  se  trata  de  una  simetria  especular,  o  bien  no  los  tiene,  y  se  trata  de  una 
simetria  especular  compuesta  con  una  traslación  en  dirección  perpendicular  al 
plano  de  simetria. 

La  tabla  siguiente  resume  la  clasificación: 


Dim. 

Det. 

Con  punto  fijo 

Sin  puntos  fijos 

1 

+1 

Identidad 

Traslación 

-1 

Simetria  puntual 

2 

+1 

Giro 

Traslación 

-1 

Simetria  axial 

Simetria  con  traslación 

3 

+1 

Giro 

Traslación  o 

Giro  helicoidal 

-1 

Simetria  especular 

Simetria  con  traslación  o 
Giro  y  simetria 

Ejercicio:  /.Por  qué  no  aparecen  en  la  tabla  las  simetrias  puntuales  en  dimensión  2  y 
3  ni  las  simetrias  axiales  en  dimensión  3? 

Ejercicio:  Clasificar  las  isometrías  en  dimensión  4. 

Defiiiición  7.33  La  aplicación  determinante  induce  un  epimorfismo  de  grupos 
O (n,R)  — >■  {±1},  cuyo  núcleo,  el  subgrupo  formado  por  las  matrices  ortogo- 
nales  de  determinante  1,  se  representa  por  O +(n,R). 

Similarmente,  la  aplicación  que  a  cada  isometría  lineal  le  asigna  el  deter¬ 
minante  de  su  isometría  lineal  asociada  es  también  un  epimorfismo  de  grupos 
ls(E)  — >•  {±1},  cuyo  núcleo  se  representa  por  Is  +  {E). 

Las  isometrías  de  determinante  1  se  llaman  isometrías  directas  o  movimien- 
tos.  Las  isometrías  de  determinante  —1  se  denominan  isometrías  inversas. 

En  la  sección  siguiente  explicaremos  estas  denominaciones.  De  momento 
terminamos  demostrando  lo  siguiente: 


7.6.  Oríentación 
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Teorema  7.34  Si  E  es  un  espado  euclídeo  de  dimensión  n  >  2  sobre  un  cuerpo 
realmente  cerrado,  el  grupo  Is  (E)  está  generado  por  las  reflexiones,  mientras  que 
ls+(E)  está  generado  por  los  giros. 

DemostraciÓn:  Consideremos  en  prirner  lugar  una  isometría  /  (que  no 
sea  la  identidad)  con  un  punto  fijo  O.  Consideremos  un  sistema  de  referencia 
de  origen  O  respecto  al  cual  /  tenga  matriz  [M\ , ... ,  Mr\ ,  es  claro  que  podemos 
expresarla  como  composición  de  isometrías  con  punto  fijo  O  que  en  el  nrismo 
sistema  de  referencia  tengan  matrices  formadas  por  una  sola  de  las  cajas,  que 
puede  ser  un  —1,  en  cuyo  caso  se  trata  de  una  reflexión,  o  bien  una  caja  Mg,  en 
cuyo  caso  se  trata  de  un  giro.  Veamos  ahora  que  todo  giro  es  composición  de 
dos  reflexiones. 

En  efecto,  pongamos  que  el  giro  g  tiene  matriz  [Mg,  1, . . . ,  1]  y  consideremos 
su  composición  con  la  reflexión  h  de  matriz  [—1, 1, . . . ,  1].  El  resultado  es  una 
isometría  u  =  g  o  h  con  punto  fijo  O  cuya  matriz  es  de  la  forma  [M,  1, . . . ,  1], 
donde  M  es  una  matriz  ortogonal  2x2  con  determinante  — 1.  Por  lo  tanto,  su 
forma  canónica  tiene  que  ser  [— 1, 1],  luego,  cambiando  dos  vectores  de  la  base, 
obtenemos  otro  sistema  de  referencia  en  que  u  tiene  matriz  [ — 1, 1, . . . ,  1] ,  luego 
es  una  reflexión.  Por  lo  tanto  g  =  u  o  h  es  composición  de  dos  reflexiones. 

Concluimos  que  toda  isometría  con  un  punto  fijo  es  composición  de  refle¬ 
xiones.  Si  una  isometría  no  tiene  puntos  fijos,  es  composición  de  una  de  este 
tipo  con  una  traslación,  pero  según  7.26  toda  traslación  es  composición  de  dos 
reflexiones,  luego  tenemos  probada  la  primera  parte  dei  teorema. 

La  segunda  se  obtiene  con  una  ligera  variante.  Si  /  tiene  determinante  1,  el 
número  de  cajas  —1  en  su  forma  canónica  tiene  que  ser  par.  En  lugar  de  des- 
componer  las  cajas  individualmente,  podemos  considerar  isometrías  con  forma 
canónica  [ —  1 ,  —  1 , 1 , . . . ,  1] ,  que  son  giros  de  ângulo  7r.  Eso  prueba  que  /  es  com¬ 
posición  de  giros.  Por  último,  el  teorema  7.26  permite  descomponer  también 
una  traslación  como  producto  de  dos  simetrias  respecto  de  un  espado  de  co- 
dimensión  2,  pero  sus  formas  canónicas  son  entonces  [—  1,  — 1, 1, . . . ,  1],  luego 
también  son  giros  de  ângulo  n.  ■ 


7.6  Oríentación 

El  determinante  de  una  biyección  afín  tiene  una  interpretación  geométrica. 
De  momento  vamos  a  interpretar  su  signo.  Para  ello  empezamos  dando  unas 
definiciones  generales: 

Definición  7.35  Sea  V  un  espacio  vectorial  de  dimensión  finita  sobre  un  cuerpo 
ordenado  R.  En  el  conjunto  de  todas  las  bases  ordenadas  de  V  establecemos  la 
relación  de  equivalência  según  la  cual  dos  bases  están  relacionadas  si  y  sólo  si  la 
matriz  de  cambio  de  base  tiene  determinante  positivo.  Esta  relación  determina 
claramente  dos  clases  de  equivalência,  a  las  que  llamaremos  orientaciones  de 
V.  Así,  diremos  que  dos  bases  ordenadas  de  V  tienen  la  misma  oríentación  si 
pertenecen  a  la  misma  clase  de  equivalência,  es  decir,  si  el  determinante  de  la 
matriz  de  cambio  de  base  es  positivo. 
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Teniendo  en  cuenta  las  propiedades  de  los  determinantes,  es  inmediato  que 
si  permutamos  dos  vectores  de  una  base  ordenada  o  si  cambiamos  uno  de  sus 
vectores  por  un  múltiplo  negativo,  invertimos  la  orientación  de  la  base. 

Un  espado  vectorial  orientado  es  un  par  (V.  O)  formado  por  un  espacio 
vectorial  V  y  una  de  sus  dos  orientaciones,  de  modo  que  a  las  bases  de  O  las 
llamamos  bases  positivamente  orientadas,  mientras  que  las  restantes  son  bases 
negativamente  orientadas. 

En  lo  sucesivo  consideraremos  los  espacios  Rn  como  espacios  orientados  con 
el  convénio  de  que  la  base  canónica  está  positivamente  orientada. 

Un  automorfismo  /  :  V  — >  V  es  positivo  o  negativo  (o  también  directo  o 
inverso)  según  que  su  determinante  tenga  signo  positivo  o  negativo. 

Observemos  que  la  matriz  de  /  en  una  base  {v\ , . . . ,  vn)  es  también  la  matriz 
de  cambio  de  base  de  ésta  a  (/(iq), . . . ,  f(vn)),  por  lo  que  es  inmediato  que  un 
automorfismo  es  positivo  si  y  sólo  si  conserva  la  orientación  de  las  bases,  y  es 
negativo  si  y  sólo  si  invierte  la  orientación  de  las  bases. 

Recíprocamente,  podemos  decir  que  dos  bases  tienen  la  misma  orientación  si 
y  sólo  si  es  posible  transformar  una  en  otra  mediante  un  automorfismo  positivo 
(el  determinado  por  la  matriz  de  cambio  de  base). 

Esta  equivalência  es  importante  porque  vamos  a  dar  una  interpretación 
geométrica  de  la  orientación  interpretando  geométricamente  los  automorfismos 
positivos.  Pero  antes  conviene  trasladar  estos  conceptos  al  caso  de  espacios 
afines: 

Un  espacio  afín  orientado  es  un  par  ( E ,  O),  donde  O  es  una  orientación  dei 
espacio  vectorial  E.  Un  sistema  de  referencia  de  E  se  dice  positiva  o  negativa¬ 
mente  orientado  según  que  lo  sea  su  base  asociada. 

Similarmente,  una  biyección  afín  es  positiva  o  negativa  (o  directa  o  inversa ) 
según  que  lo  sea  su  aplicación  lineal  asociada. 

Notemos  que  esta  definición  generaliza  a  la  que  hemos  dado  en  la  sección 
anterior  para  isometrías. 

Claramente,  una  biyección  afín  es  positiva  o  negativa  según  si  conserva  o 
invierte  la  orientación  de  los  sistemas  de  referencia  afines,  y  dos  sistemas  de 
referencia  afines  tienen  la  misma  orientación  si  y  sólo  si  uno  puede  transformarse 
en  el  otro  mediante  una  biyección  afín  directa.  Si  los  sistemas  son  ortonormales, 
la  biyección  afín  será  de  hecho  una  isometría  directa. 

Vamos  a  dar  en  primer  lugar  una  interpretación  de  las  isometrías  direc¬ 
tas/inversas  y  luego  la  generalizaremos  a  biyecciones  afines  arbitrarias.  La  in¬ 
terpretación  es  válida  para  espacios  vectoriales  sobre  R. 

Teorema  7.36  Sea  E  un  espacio  euclídeo  sobre  el  cuerpo  R  de  los  números 
reales.  Una  isometría  f  :  E  — >  E  es  directa  si  y  sólo  si  existe  una  aplicación 
continua  F  :  [0,l]x£  — ►  E  tal  que  las  aplicaciones  Ft  :  E  — >  E  dadas  por 
Ft(x)  =  F(t,x)  son  isometrías,  Fq  es  la  identidad  y  F±  =  f. 
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Por  ejemplo,  la  figura  muestra  un  triângulo  T  y  su  imagen  f[T\  por  una 
isometría  directa.  Que  sea  directa  se  traduce  en  que  es  posible  realizar  la  trans- 
formación  de  forma  gradual.  Podemos  pensar  que  la  variable  t  representa  el 
tiempo,  de  modo  que  el  triângulo  T  “se  mueve”  desde  la  posición  T  que  ocupa 
en  el  instante  t  =  0  hasta  la  posición  f[T],  a  la  que  llega  en  t  =  1,  y  entonces 
Ft[T\  es  la  posición  dei  triângulo  en  el  instante  t.  En  el  enunciado  dei  teorema 
es  esencial  la  continuidad  de  F,  que  se  traduce  en  que  cuanto  más  parecidos 
sean  los  instantes  t  y  t' ,  más  parecidos  serán  las  figuras  Ft[T ]  y  Ft>[T],  de  modo 
que  no  hay  ninguna  alteración  “brusca”  en  ningún  momento.  Es  por  esto  que 
las  isometrías  directas  se  llaman  también  movimientos. 

En  cambio,  los  dos  dos  triângulos  de  la  figura  son 
también  congruentes,  por  lo  que  existe  una  (única)  iso¬ 
metría  g  que  transforma  uno  en  el  otro,  una  simetria 
axial,  que  es  una  isometría  inversa.  Tenía  que  ser  in¬ 
versa,  porque  es  imposible  mover  T  hasta  que  pase  a 
ocupar  la  posición  que  ocupa  g[T],  Para  ello  en  algún  momento  hay  que  “darle 
la  vuelta”  al  triângulo,  y  eso  se  traduce  en  una  discontinuidad  de  cualquier 
función  F  que  pretenda  estar  en  las  condiciones  dei  teorema. 

DemostraciÓn  :  Demostramos  el  teorema  en  primer  lugar  en  el  caso  en  que 
/  es  un  giro.  Entonces,  en  un  sistema  de  referencia  adecuado,  la  expresión  de  / 
en  coordenadas  es 

f(x)  =  (xi  cos  6  —  X2  sen0,  x\  sen0  +  22  cos  0, 23, . . . ,  xn), 
y  basta  definir  F  de  modo  que  su  expresión  en  coordenadas  sea 

F(t,  x )  =  (21  cos  tO  —  22  sent0,  x\  sen  tO  +  22  cos  tO,  23, . . . ,  xn). 

Claramente  es  continua  y  cumple  lo  requerido. 

En  el  caso  general,  el  teorema  7.34  nos  da  que  /  =  /1  o  •  •  •  o  fm,  donde  cada 
fi  es  un  giro.  Sea  i7)  :  [0, 1]  x  E  — >  E  una  aplicación  en  las  condiciones  dei 
teorema  válida  para  fi.  Entonces  Ft  =  Fu  o  ■■■  o  Fmt  cumple  claramente  lo 
requerido. 

Recíprocamente,  supongamos  que  existe  la  aplicación  F  y  veamos  que  la 
isometría  /  es  directa.  En  realidad,  no  necesitamos  suponer  que  todas  las  apli- 
caciones  Ft  sean  isometrías.  Basta  suponer  que  son  biyecciones  afines  y  que, 
por  lo  tanto,  tienen  determinante  no  nulo. 
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Componiendo  con  la  aplicación  que  a  cada  punto  le  asigna  sus  coordenadas 
en  un  sistema  de  referencia  dado,  podemos  suponer  que  F  :  [0, 1]  x  R"  — >  Rn. 
Entonces  Ft(x)  =  Ft(x)  —  Ft{ 0)  y  la  componente  de  la  matriz  de  Ft  es  la 
componente  j-ésima  de  F(t,  e*)  —  F(t,  0),  donde  e*  es  el  z-ésimo  vector  de  la  base 
canónica.  De  aqui  se  sigue  que  las  funciones  (pj  :  [0, 1]  — ►  R  son  continuas, 
y  el  determinante  de  la  matriz  es  una  suma  de  productos  de  estos  coeficientes, 
luego  la  función  d  :  [0, 1]  — >  R  dada  por  d(t)  =  detFt  es  continua. 

Como  d( 0)  =  detíb  =  det/  =  1  >  0  y  por  hipótesis  d  no  toma  nunca  el 
valor  0,  la  continuidad  exige  que  d  tome  únicamente  valores  positivos,  luego 
d(l)  =  det  /  >  0,  como  había  que  probar.  ■ 

Ahora  generalizamos  el  teorema  al  caso  de  biyecciones  afines  arbitrarias: 

Teorema  7.37  Sea  E  un  espado  afm  sobre  el  cuerpo  R  de  los  números  reales. 
Una  biyecdón  afm  f  :  E  — ►  E  es  directa  si  y  sólo  si  existe  una  aplicación 
continua  F  :  [0, 1]  x  E  — ►  E  tal  que  las  aplicaciones  Ft  :  E  — >  E  dadas  por 
Ft(x)  =  F(t,x)  son  biyecciones  afines,  Fq  es  la  identidad  y  F±  =  f . 

DemostraciÓN:  Vamos  a  probar  primero  el  teorema  cambiando  E  por  un 
espacio  vectorial  euclídeo  V  y  /  por  un  automorfismo.  Vamos  a  usar  el  teorema 
[Al  8.22]  según  el  cual  (véase  también  la  prueba)  todo  /  €  LG(V)  se  expresa 
como  composición  de  transvecciones  y  una  dilatación.  Como  las  transvecciones 
tienen  determinante  1,  el  determinante  de  la  dilatación  tiene  que  ser  el  de  /, 
luego  tiene  que  ser  positivo.  Por  consiguiente,  por  el  misnro  argumento  em- 
pleado  en  el  teorema  anterior,  basta  probar  el  teorema  para  transvecciones  y 
dilataciones  de  determinante  positivo. 

Si  /  es  una  transvección,  entonces  su  expresión  en  coordenadas  respecto  a 
un  sistema  de  referencia  adecuado  es 

/( x)  =  (xi  +  ax2,X2 ,  ...,xn) 

y  basta  definir  F  de  modo  que  su  expresión  en  coordenadas  sea 
F(t,  x)  =  (xi  +t  ax2,  x2, , . . ,  xn). 

Si  /  es  una  dilatación  de  determinante  r  >  0,  en  un  sistema  de  referencia 
adecuado  su  expresión  en  coordenadas  es 

f{x)  =  (rx  i,x2,  ■  ■  -,xn), 
y  basta  definir  F  de  modo  que,  en  coordenadas, 

F(t,x)  =  ((l-t  +  tr)x1,x2,...,x„). 

Esto  termina  la  prueba  para  automorfismos.  En  el  caso  general,  podemos  su¬ 
poner  que  E  =  Rn.  Si  /  es  una  biyección  afín,  f(P)  =  /(0)  +  f{P).  Sea 
G  :  [0, 1]  x  R"  — >•  Rra  la  aplicación  que  cunrple  el  teorema  para  /,  y  definimos 

F(t,P)  =  í/(0)  +  G(t,P). 

Claramente  F  es  continua  y  cumple  lo  requerido. 
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Recíprocamente,  si  existe  F,  entonces  /  tiene  determinante  positivo,  porque 
el  argumento  dado  en  el  teorema  anterior  vale  literalmente  en  este  caso  sin 
cambio  alguno.  ■ 

Como  indicábamos,  para  espacios  sobre  cuerpos  ordenados  distintos  de  R  no 
es  válido  el  argumento  de  continuidad  que  liemos  dado,  sino  que  falia  especial¬ 
mente  en  el  punto  donde  usamos  la  propiedad  de  los  valores  intermédios  de  las 
funciones  continuas,  que  esencialmente  equivale  a  que  los  subespacios  conexos 
de  R  son  los  intervalos.  No  obstante,  el  concepto  de  oríentación  lo  tenemos 
definido  en  cualquier  espado  euclídeo  sobre  un  cuerpo  ordenado  (pitagórico)  y 
su  comportamiento  es  análogo  en  todos  los  aspectos  al  que  tiene  en  los  espacios 
reales. 

Ahora  podemos  analizar  a  su  ve  la  interpretación  dei  concepto  de  oríentación 
de  una  base.  Por  ejemplo,  consideremos  las  tres  bases  orientadas  de  la  figura: 


Podemos  concluir  intuitivamente,  es  decir,  sin  necesidad  de  hacer  ningún 
cálculo,  que  las  dos  primeras  tienen  la  misma  oríentación,  mientras  que  la  ter- 
cera  tiene  la  oríentación  opuesta.  En  efecto,  para  transformar  la  primera  en 
la  segunda  sólo  hay  que  “estirar”  un  poco  ü\ ,  “acortar”  y  reducir  el  ângulo 
entre  ellos  hasta  que  ocupen  las  posiciones  de  V\  y  v?,  y  todo  ello  puede  hacerse 
de  forma  continua  sin  que  en  ningún  momento  de  la  transformación  los  vectores 
dejen  de  formar  una  base. 

En  cambio,  si  intentamos  transformar  la  primera  base  en  la  tercera,  no  hay 
problema  en  “estirar”  continuamente  u\  para  que  pase  a  ser  w\,  pero  si  inten¬ 
tamos  girar  Ü2  hasta  que  ocupe  el  lugar  de  W2,  necesariamente,  en  un  momento 
dei  giro  los  dos  vectores  tienen  que  alinearse,  con  lo  que  dejan  de  ser  una  base. 
Por  el  contrario,  sí  que  podemos  transformar  continuamente  Ü\  en  W2  y  Ú2  en 
w\  sin  perder  nunca  la  independencia  lineal.  Esto  se  debe  a  que  la  oríentación 
de  (w2,wi)  es  la  opuesta  de  la  de  (wi,W2)- 

El  convênio  habitual  es  considerar  como  oríentación  positiva  de  un  plano 
la  determinada  por  la  primera  de  las  tres  bases  anteriores.  Puede  describirse 
especificando  que  el  giro  que  transforma  ü±  en  Ü2  siguiendo  el  arco  más  corto 
se  produce  en  sentido  antihorario,  es  decir,  en  el  sentido  contrario  al  de  las 
agujas  de  un  reloj.  Pero  conviene  ser  consciente  de  que  todas  las  palabras  que 
podemos  usar  para  distinguir  una  oríentación  de  otra  (como  “sentido  horário” 
y  “sentido  antihorario”,  o  “izquierda”  y  “derecha”,  etc.)  sólo  pueden  definirse 
intuitivamente,  es  decir,  mediante  una  imagen.  Si  pudiéramos  liablar  por  radio, 
pero  sin  transmitir  imágenes,  con  un  habitante  de  otro  planeta  y  no  supiéramos 
si  allí  son  diestros  o  zurdos,  o  en  qué  sentido  giran  las  agujas  de  los  reloj  es  que 
construyen,  seria  imposible  usando  meramente  el  lenguaje  determinar  si  usan  las 
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palabras  “izquierda”  y  “derecha” ,  “sentido  horário”  y  “sentido  antihorario”  en  el 
misnro  sentido  que  nosotros  o  justo  en  el  opuesto.  Matemáticamente,  podemos 
justificar  — y  lo  hemos  hecho —  que  en  un  espacio  afín  hay  dos  orientaciones, 
pero  no  hay  ningún  critério  que  nos  permita  seleccionar  una  en  concreto  como 
positiva.  (En  el  espacio  Rn  hemos  tomado  como  orientación  positiva  la  de  la 
base  canónica,  pero  en  un  espacio  afín  arbitrário  no  hay  bases  canónicas,  cosa 
que  se  pone  de  manifiesto  criando  pretendemos  representar  gráficamente  R2, 
pues  no  hay  nada  que  determine  si  “lo  correcto”  es  representar  la  base  canónica 
como  la  base  (ü\,Ü2)  anterior,  que  es  el  convénio  usual,  o  como  (u2,ui).) 

Similarmente,  el  convénio  usual  para  las  represen- 
taciones  tridimensionales  es  dibujar  la  base  canónica 
de  R3  con  la  orientación  de  la  figura.  Esta  puede  des- 
cribirse  mediante  la  “regia  de  la  mano  derecha” :  si 
ponemos  la  mano  derecha  con  el  índice  curvado  y  el 
pulgar  perpendicular  al  arco  determinado  por  aquél, 
si  el  giro  que  lleva  de  la  base  a  la  punta  dei  índice 
es  el  que  transforma  el  primer  vector  de  la  base  en  el 
segundo  (por  el  arco  más  corto),  entonces  el  tercero 
debe  apuntar  en  el  sentido  que  senala  el  pulgar. 

Este  critério  permite  reconocer  la  orientación  de 
cualquier  base  representada  gráficamente,  aunque  no  Ul 
sea  ortonormal.  El  critério  es  que  el  tercer  vector 
apunte  hacia  el  mismo  semiespacio  que  el  pulgar. 

La  orientación  dei  producto  vectorial  Para  terminar,  ahora  podemos 
completar  la  caracterización  geométrica  dei  producto  vectorial  definido  en  la 
sección  5.4.  Si  R  es  un  cuerpo  pitagórico,  podemos  identificar  R 3  con  el  espacio 
de  vectores  dei  anillo  de  división  H  =  R4  de  los  cuaternios  sobre  R,  con  lo  que 
tenemos  definido  el  producto  vectorial  de  dos  vectores  x,y  £  R3  mediante 

i  j  k 

x  A  y  =  x\  X2  x3  , 

Vi  2/2  2/3 

y  sabemos  que,  si  x  e  y  son  linealmente  independientes,  entonces  z  =  x  Ay  es 
perpendicular  a  ambos.  Ahora  podemos  anadir  que  su  sentido  es  el  que  hace 
que  la  base  x,  y ,  2  sea  positiva  (respecto  de  la  base  canónica  o,  en  términos  de 
los  cuaternios,  respecto  de  la  base  ( i,j ,  k)).  Basta  observar  que  el  determinante 
de  la  matriz  de  cambio  de  base  es 

Xi  x2  x3 

2/i  2/2  2/3  =  zl  +  z\  +  z\  >  0, 

zi  z2  z3 


donde  hemos  desarrollado  el  determinante  por  la  tercera  fila. 


7. 7.  Are  a  de  figuras  planas 
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La  interpretación  dei  valor  absoluto  dei  determinante  de  una  biyección  afín 
en  un  espacio  afín  euclídeo  sobre  R  está  relacionada  con  la  teoria  de  la  medida 
desarrollada  en  [An,  capítulo  VIII],  aunque  para  el  contexto  de  la  geometria 
elemental  que  nos  interesa  aqui  es  suficiente  con  las  propiedades  básicas  de  la 
medida  de  Jordán  expuestas  en  [An,  sección  8. 1] 7  y  que  resumimos  a  conti- 
nuación: 

Teorema  Existe  una  família  de  conjuntos  acotados  dn  C  1PR",  llamados  con¬ 
juntos  medibles  Jordan,  y  una  aplicación  m  :  3n  — >  [0,  +oo[,  llamada  medida 
de  Jordan,  de  modo  que  se  cumplen  las  propiedades  siguientes: 

1.  La  unión,  la  inter sección  y  la  diferencia  de  conjuntos  medibles  Jordan  es 
medible  Jordan. 

2.  Si  A,  B  £  dn  son  conjuntos  disjuntos,  entonces  m(AuB)  =  m(A)  +  m(B). 

n  n 

3.  Todo  producto  de  intervalos  C  =  n  [aAí]  o  C  =  ]aoM  es  medible 

n  i—  1  2=1 

Jordan  y  m(C)  =  J~[  (ò,;  —  üí). 

i=  1 

4.  Todo  conjunto  acotado  contenido  en  un  hiperplano  es  medible  Jordan  y  su 
medida  es  0. 

5.  Un  conjunto  es  medible  Jordan  si  y  sólo  si  su  frontera  es  medible  de  medida 
nula. 

6.  Si  f  :  R”  — 1  1"  es  una  biyección  afín  y  A  £  3n,  entonces  f[A }  £  3n  y 

m{f[A ])  =  |  det  f\  m(Â). 

Tal  y  como  se  explica  en  la  introducción  al  capítulo  VIII  de  [An] ,  la  medida 
de  Jordan  se  corresponde  con  el  concepto  intuitivo  de  área  de  una  figura  plana, 
o  de  volumen  de  una  figura  tridimensional,  y  en  dimensiones  superiores  es  la 
generalización  natural  de  estos  conceptos.  Vemos,  pues,  que  el  valor  absoluto 
dei  determinante  de  una  biyección  afín  es  el  factor  por  el  cual  dicha  biyección 
multiplica  el  volumen  de  las  figuras  sobre  las  que  actúa.  Por  ejemplo,  como  una 
homotecia  de  razón  r  tiene  determinante  rn ,  al  aplicaria  a  una  figura  la  inragen 
multiplica  su  volumen  por  |r|n  (por  eso  para  duplicar  el  volumen  de  un  cubo 
hay  que  multiplicar  su  arista  por  y^2).  En  particular  la  medida  de  Jordan  es 
invariante  por  isometrías. 

A  partir  de  aqui  consideramos  únicamente  la  medida  de  Jordan  en  R2.  La 
propiedad  3  se  reduce  entonces  a  que  el  área  de  un  rectángulo  [a,  ò]  x  [c,  d]  es 
(6  —  a)(d  —  c)  o,  equivalentemente,  el  producto  de  las  longitudes  de  sus  lados. 

7E1  lector  puede,  si  lo  desea,  estudiar  ahora  [An,  sección  8.1]  pues  no  requiere  ningún 
resultado  prévio  dei  que  no  dispongamos  ya. 
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Observemos  que  [a,  b]  x  [c,  d]  es,  concretamente,  un  rectángulo  con  lados  para¬ 
lelos  a  los  ejes  de  coordenadas,  pero  cl  liecho  de  que  el  área  sea  invariante  por 
isometrías  se  traduce  en  que  no  importa  el  sistema  de  referencia  ortonormal 
respecto  al  cual  se  identifica  el  plano  con  R2  para  calcular  la  medida  de  una 
figura.  Por  ello  la  conclusión  precedente  vale  para  todo  rectángulo. 

La  propiedad  4  en  el  plano  se  reduce  a  que  todos  los  segmentos  tienen  medida 
nula,  y  la  propiedad  5  implica  que  toda  figura  limitada  por  segmentos  es  medible 
Jordan. 

A  partir  de  estos  hechos,  la  invarianza  por  isometrías  permite  calcular  las 
áreas  de  muchas  figuras: 

Área  de  un  paralelogramo  El  área  de  un  paralelogramo  es  el  producto  bh 
de  su  base  por  su  altura.  (Por  base  se  entiende  uno  cualquiera  de  sus  lados,  y 
la  altura  correspondiente  es  la  distancia  de  éste  al  lado  opuesto.) 

Para  probarlo  consideramos  el  rectángulo  que 
muestra  la  figura,  cuya  área  es  (ò  +  x)h,  y  a  su  vez  h 
se  descompone  como  suma  dei  área  A  dei  parale¬ 
logramo  y  de  las  áreas  de  los  dos  triângulos,  pero 
trasladando  uno  de  ellos  hasta  superponer  las  hipotenusas8  podemos  formar  un 
rectángulo  de  área  xh,  luego  (b  +  x)h  =  A  +  xh,  de  donde  se  sigue  que  A  =  bh. 


Ahora  recuperamos  la  definición  3.33 

Área  de  un  triângulo  El  área  de  un  triângulo  es  bh/ 2,  donde  b  es  una  base 
y  h  su  altura  correspondiente. 

La  razón  es  que  trazando  paralelas  a  dos  lados  por 
el  vértice  opuesto  obtenemos  un  paralelogramo  que 
se  descompone  en  dos  triângulos  congruentes  (pues 
tienen  los  lados  iguales).  ■ 


Área  de  un  polígono  regular  El  área  de  un  polígono  regular  de  n  lados, 
radio  r,  perímetro  p  y  apotema  a  viene  dada  por  cualquiera  de  las  fórmulas 
siguientes: 


,  pa  o  7 r  nr2  sen(27r/n) 
A  =  —  =  a2n  tan  -  =  - - — — 


La  apotema  (gr.  que  baja)  de  un  polígono  regular  es  la  distancia  de  su  centro  al 
punto  medio  de  un  lado.  El  perímetro  p  =  nl  es  la  suma  de  las  longitudes  de 
sus  lados. 


8 A  la  hora  de  aplicar  que  el  área  de  la  unión  de  dos  figuras  disjuntas  es  la  suma  de  las 
áreas  no  importa  que  éstas  se  solapen  realmente  en  un  segmento,  porque  los  segmentos  tienen 
área  nula,  de  modo  que  podemos  ponerlos  y  quitarlos  a  voluntad  de  las  figuras  consideradas 
sin  alterar  el  área. 


7. 7.  Are  a  de  figuras  planas 
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Basta  tener  el  cuenta  que  el  polígono  se  descom- 
pone  en  unión  de  n  triângulos  de  base  l  (el  lado, 
de  modo  que  p  =  nl)  y  altura  a.  El  área  de  cada 
triângulo  es  al/2,  luego  el  área  total  dei  polígono  es 
A  =  nal/2  =  pa/2.  Las  otras  fórmulas  se  obtienen 
aplicando  las  relaciones  trigonométricas  a  ésta.  ■ 

Área  de  un  círculo  El  área  de  un  círculo  de 
radio  r  es  A  =  n r2 . 


Para  calcular  el  área  de  un  círculo  nos  basamos  en 
que  un  círculo  de  radio  r  contiene  un  polígono  regular 
de  n  lados  de  radio  r  y  está  contenido  en  un  polígono 
regular  de  n  lados  de  apotema  r.  Por  lo  tanto,  el  área 
dei  círculo  debe  cumplir 


nr2  sen(27r /rí] 


<  A  <  r2n  tan  — 
n 


para  todo  natural  n  >  3.  Equivalentemente: 


2  sen(27r/?r) 
27t /n 


<  A  <  nr 


2  tan(7r /n) 
n/n 


Por  consiguiente,  usando  que 


sen  x 
lim - 

x->0  x 


tan  x 

lim - =  1 

x->0  x 


(esto  se  prueba,  por  ejemplo,  aplicando  la  regia  de  L’Hôpital),  concluímos  que 
el  único  número  real  A  que  puede  cumplir  las  desigualdades  anteriores9  para 
todo  natural  n  >  3  es  A  =  nr2.  m 


®De  la  definición  de  los  conjuntos  medibles  Jordan  se  sigue  que  esta  situación  implica 
también  que  los  círculos  son  medibles  Jordan.  En  general,  si  un  conjunto  X  tiene  la  propiedad 
de  que,  dado  e  >  0,  existen  conjuntos  medibles  A  C  X  C  B  con  m(B)  —  m(A)  <  e,  entonces 
es  medible. 


Capítulo  VIII 


La  geometria  afín 


En  la  exposición  que  hemos  hecho  de  la  geometria  euclídea  en  términos 
sintéticos  y  analíticos  hay  unas  asimetrías  que  impiden  afirmar  en  sentido  es- 
tricto  que  sean  dos  formas  alternativas  de  presentar  las  mismas  estructuras 
matemáticas.  En  efecto,  en  la  sección  4.1  hemos  probado  que  si  E  es  una 
geometria  tridimensional  euclídea  arquimediana,  entonces  E  es  esencialmente 
la  misma  estructura  matemática  que  Rr,  para  un  cierto  cuerpo  ordenado  pi- 
tagórico  arquimediano  R ,  que  será  R.  si  E  cumple  el  axioma  de  continuidad. 
Sin  embargo,  en  el  capítulo  IV  hemos  visto  también  que  cualquier  espacio  Rn 
con  n  >  2  cumple  todos  los  axiomas  de  la  geometria  de  Hilbert  salvo  los  que 
determinan  la  tridimensionalidad  dei  espacio,  pero  no  hemos  probado  que  todo 
espacio  que  cumpla  los  axiomas  de  Hilbert  sin  contar  los  relativos  a  la  dimensión 
sea  un  espacio  Rn. 

El  lector  puede  imaginar  que  no  es  especialmente  difícil  establecer  axiomas 
que  expresen  que  el  espacio  tiene  dimensión  n,  para  un  cierto  número  natural  n, 
y  que  la  introducción  de  coordenadas  que  hemos  hecho  en  la  sección  4.1  se 
generaliza  sin  dificultades  al  caso  de  la  geometria  de  n  dimensiones.  Así  es,  en 
efecto,  pero  ésta  es  la  más  leve  de  las  asimetrías  que  de  momento  tenemos  entre 
el  enfoque  analítico  y  sintético.  Por  ejemplo,  hemos  necesitado  la  propiedad 
arquimediana  para  construir  el  cuerpo  R  en  el  que  tomar  las  coordenadas  de 
los  puntos,  pero  al  mismo  tiempo  hemos  visto  que  si  R  es  cualquier  cuerpo 
ordenado  pitagórico,  aunque  no  sea  arquimediano,  el  espacio  afín  Rn  cumple  los 
axiomas  de  la  geometria  de  Hilbert  sin  contar  la  propiedad  arquimediana,  pero 
no  hemos  demostrado  que  cualquier  espacio  que  cumpla  tales  axiomas  tenga 
que  ser  equivalente  a  un  espacio  Rn.  Similarmente,  sabemos  que  un  espacio  Rn 
cumple  los  axiomas  de  incidência  y  ordenación  aunque  el  cuerpo  ordenado  R  no 
sea  pitagórico,  pero  no  hemos  demostrado  que  cualquier  espacio  que  cumpla  los 
axiomas  de  incidência  y  ordenación  tenga  que  ser  equivalente  a  un  espacio  Rn, 
para  un  cierto  cuerpo  ordenado  R.  Y,  por  último,  sabemos  que  Rn  cumple  los 
axiomas  de  incidência  si  R  es  un  cuerpo  cualquiera,  pero  no  hemos  demostrado 
que  cualquier  geometria  que  cumpla  los  axiomas  de  incidência  tenga  que  ser  la 
geometria  de  un  espacio  Rn,  para  un  cierto  cuerpo  R. 
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En  este  capítulo  demostraremos,  con  ciertas  salvedades,  todas  estas  cosas 
que  no  hemos  demostrado  hasta  ahora.  Una  salvedad  obvia  es  que  no  es  cierto 
que  todo  espado  que  cumpla  los  axiomas  de  incidência  tenga  que  ser  de  la  forma 
Rn  para  un  cierto  cuerpo  R ,  por  la  sencilla  razón  de  que  es  fácil  ver  que  la  prueba 
de  que  Rn  cumple  los  axiomas  de  incidência  vale  igualmente  si  R  es  un  anillo  de 
división,  aunque  no  sea  conmutativo.  Por  consiguiente,  si  queremos  establecer 
un  resultado  de  equivalência  entre  la  geometria  analítica  y  la  geometria  sintética, 
hemos  de  incorporar  el  caso  de  los  espacios  afines  sobre  anillos  de  división. 
Aparte  de  esto  hay  otra  pequena  discrepância  que  discutiremos  en  su  momento, 
pero  salvo  por  ella,  vamos  a  probar  que,  cligiendo  adecuadamente  unos  axiomas 
de  incidência  (es  decir,  unos  axiomas  que  no  involucren  más  que  puntos,  rectas, 
planos,  “pasar  por” ,  o  “ser  paralelo  a” ,  pero  no  “estar  entre”  o  “ser  congruente” , 
etc.),  podemos  demostrar  que  todo  espado  que  los  satisfaga  es  esencialmente  un 
espado  Kn,  para  cierto  anillo  de  división  K.  Así  podremos  afirmar  que  (salvo 
un  caso  excepcional  muy  particular  referente  a  lo  que  llamaremos  ‘planos  no 
arguesianos” )  el  enfoque  analítico  de  la  geometria  es  equivalente  al  sintético  a 
todos  los  niveles,  en  el  sentido  de  que,  admitiendo  que  los  axiomas  de  incidência 
son  el  sustrato  mínimo  que  nos  permite  decir  que  “estamos  haciendo  geometria 
euclídea  y  no  otra  cosa”,  estudiar  geometrias  de  Hilbert  que  satisfagan  más  o 
menos  axiomas  equivale  a  estudiar  espacios  Kn  sobre  anillos  de  división  que 
satisfagan  más  o  menos  propiedades. 


8.1  Los  axiomas  de  la  geometria  afín 


Recordemos  los  axiomas  de  incidência  que  presentamos  en  el  capítulo  I.  Si 
incluimos  entre  ellos  al  axioma  de  las  paralelas,  son  los  siguientes: 


Axioma  Al 
Axioma  A  2 
Axioma  A3 
Axioma  A4 

Axioma  A5 


Por  cada  par  de  puntos  distintos  pasa  una  única  recta. 

Por  cada  punto  pasa  una  única  paralela  a  una  recta  dada. 
Por  cada  tres  puntos  no  colineales  pasa  un  único  plano. 

Si  una  recta  tiene  dos  puntos  en  común  con  un  plano,  está 
contenida  en  él. 

Todo  plano  pasa  al  menos  por  tres  puntos  no  colineales. 


Estos  axiomas  no  afirman  nada  sobre  la  dimensión  dei  espado,  salvo  que 
es  mayor  o  igual  que  2,  ya  que  son  satisfechos  en  todo  espado  Kn  (con  las 
defmiciones  usuales  de  recta  y  plano)  para  cualquier  cuerpo  (o,  más  en  general, 
cualquier  anillo  de  división)  K  y  todo  n  >  2.  Sabemos  que  la  tridimensionalidad 
dei  espado  se  puede  expresar  con  los  axiomas  siguientes: 

Axioma  A5  Existen  cuatro  puntos  no  coplanares. 

Axioma  A6  Si  dos  planos  tienen  un  punto  en  común,  entonces  tienen 
dos  puntos  en  común. 


En  cambio,  si  queremos  unos  axiomas  que  expresen  que  el  espado  tiene 
dos  dimensiones,  aunque  podemos  hacerlo  postulando  que  no  existen  puntos 
no  coplanares,  o  que  todos  los  planos  son  iguales,  lo  más  simple  es  eliminar  la 
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noción  de  plano  de  los  axiomas,  y  así  obtenemos  los  axiomas  de  incidência  de 
la  geometria  plana: 

Axioma  Al  Por  cada  par  de  puntos  distintos  pasa  una  única  recta. 

Axioma  A2  Por  cada  punto  pasa  una  única  paralela  a  una  recta  dada. 

Axioma  A3  Existen  tres  puntos  no  colineales. 

Es  importante  observar  que  la  eliminación  dei  concepto  de  plano  supone  una 
modificación  no  trivial  dei  concepto  de  “paralela” .  En  efecto,  en  el  axioma  A2 
hay  que  entender  que,  por  definición,  dos  rectas  son  paralelas  si  son  iguales  o 
bien  son  coplanares  y  disjuntas,  mientras  que  en  los  axiomas  de  la  geometria 
plana  la  noción  se  reduce  a  que  dos  rectas  son  paralelas  si  y  sólo  si  son  iguales  o 
disjuntas,  y  es  ahí  realmente,  al  negar  la  posibilidad  de  que  dos  rectas  se  crucen, 
donde  queda  expresada  la  bidimensionalidad  dei  espado. 

Sucede  que  el  bloque  de  los  cinco  axiomas  de  incidência  adimensionales  que 
conocemos  no  es  suficiente  como  punto  de  partida  para  una  geometria  afín  (es 
decir,  que  considere  únicamente  las  propiedades  de  incidência  y  paralelismo)  que 
no  especifique  la  dimensión  dei  espado,  en  el  sentido  de  que  hay  propiedades 
que  “deberían  poder  demostrarse”  y,  en  cambio,  no  pueden  probarse  a  partir  de 
ellos. 

Un  caso  muy  claro  es  el  de  la  transitividad  dei  paralelismo.  En  la  geometria 
plana,  es  obvio  que  si  una  recta  r i  es  paralela  a  otra  r2  y  ésta  a  su  vez  es 
paralela  a  r 3,  entonces  rq  es  paralela  a  r 3,  pues,  si  no  son  iguales,  tienen  que  ser 
disjuntas,  ya  que  si  rq  y  r 3  se  cortaran  en  un  punto  P,  entonces  ambas  serían 
paralelas  a  r2  por  P,  en  contradicción  con  el  axioma  de  las  paralelas. 

En  el  caso  tridimensional  la  comprobación  es  más  delicada,  porque  exige 
comprobar  que  rq  y  r 3  están  contenidas  en  un  mismo  plano.  No  obstante, 
se  cumple  igualmente,  y  lo  hemos  probado  en  1.37.  Como  se  recalca  en  la 
nota  posterior,  la  prueba  sólo  requiere  los  axiomas  Al  A6,  pero  si  prescindimos 
de  A6  necesitamos  los  axiomas  de  ordenación  para  construir  una  variedad  afín 
tridimensional  que  contenga  las  tres  rectas  (véase  la  sección  1.3)  y  usar  que  A6 
se  cumple  en  ella. 

Sucede  lo  mismo  con  la  existência  de  planos  paralelos  a  uno  dado.  Hemos 
demostrado  la  existência  de  planos  paralelos  sin  usar  el  axioma  de  las  parale¬ 
las,  mediante  el  concepto  de  perpendicularidad,  que  involucra  los  axiomas  dei 
grupo  C.  Alternativamente,  si  usamos  el  axioma  de  las  paralelas  nos  basta  con 
los  axiomas  dei  grupo  A,  más  los  dei  grupo  B  sólo  si  no  suponemos  los  de 
tridimensionalidad : 

Teorema  8.1  Si  r  y  s  son  rectas  que  se  cortan  en  un  punto  P  y  r' ,  s'  son  sus 
paralelas  por  un  punto  P' ,  entonces  el  plano  que  contiene  ar',  s'  es  paralelo  al 
plano  que  contiene  a  r,  s. 

DemostraciÓN:  Sea  n  el  plano  que  contiene  a  r,  s  y  sea  n'  el  plano  que 
contiene  a  r',  s' .  Si  P'  £  n,  entonces  r' ,  s'  C  n,  luego  n  =  n'  y  la  conclusión  es 
trivial.  Supongamos  que  P'  £  n. 
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Si  no  suponemos  los  axiomas  de  tridimensionalidad,  entonces  observamos 
que  r'  y  s'  están  contenidas,  al  igual  que  II,  en  la  variedad  afín  tridimensional 
E  =  A3(n,P'),  luego  también  II'  C  E,  que  una  de  las  condiciones  que  exige  la 
definición  de  planos  paralelos. 

Falta  probar  que  II  D  II'  =  0.  En  caso  contrario  se  cortan  en  una  recta  t, 
sea  por  el  axioma  A6,  sea  porque  ambos  están  contenidos  en  E  (teorema  1.33). 
Dicha  recta  no  puede  ser  paralela  simultáneamente  a  r'  y  a  s'  (o  éstas  serían 
paralelas  entre  sí).  No  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  t  no  es  paralela 
a  r'  y,  como  ambas  están  en  el  misrno  plano,  se  cortan  en  un  punto  X .  Sea  II*  el 
plano  que  contiene  a  r, r' .  Entonces  À'  £  r'  fl II  C  II*  n II  =  r,  luego  X  e/flr, 
pero  esto  sólo  puede  ser  si  r  =  r',  en  cuyo  caso  P  £  II,  en  contra  de  lo  supuesto. 

■ 

Vemos  que  los  axiomas  de  ordenación  sólo  se  requieren  en  la  prueba  para 
construir  la  variedad  A3(II,  P'),  lo  cual  es  innecesario  si  suponemos  los  axiomas 
de  tridimensionalidad,  con  lo  que  el  paralelismo  de  planos  se  reduce  a  que  sean 
iguales  o  disjuntos.  En  el  tratamiento  que  vamos  a  presentar  aqui  de  la  geometria 
afín  será  fundamental  el  teorema  siguiente: 

Teorema  8.2  Sean  A,B,C  tres  puntos  no  colineales  y  A' ,  B'  dos  puntos  tales 
que  la  recta  A1  B'  sea  paralela  a  AB.  Entonces  la  recta  paralela  a  AC  por  A!  y 
la  recta  paralela  a  BC  por  B '  se  cortan  en  un  punto  C . 

DemostraciÓN:  Las  dos  rectas  paralelas  que 
indica  el  enunciado  no  pueden  ser  paralelas  entre 
sí,  pues  por  transitividad  lo  serían  AC  y  BC ,  y  no 
es  el  caso.  Basta  probar  que  ambas  están  conteni¬ 
das  en  un  mismo  plano,  pues  entonces  para  no  ser 
paralelas  tienen  que  cortarse. 

Sea  II  =  ABC.  Si  A'  £  II,  entonces  A'B'  C  II, 
luego  B'  £  II,  y  las  rectas  paralelas  que  indica  el 
enunciado  están  también  contenidas  en  II,  lo  que  termina  la  prueba  en  este  caso. 

Supongamos  que  A'  £  II  y  sean  IIi  =  ABA' ,  n2  =  AC  A! ,  n3  =  BCB' . 
Notemos  que,  como  A' B'  es  paralela  a  AB,  se  cumple  que  B'  £  IIi .  Más  aún, 
todos  los  planos  están  contenidos  en  A3(II,  A'),  por  lo  que  n2  y  II3,  que  se 
cortan  en  C ,  se  cortan  de  hecho  en  una  recta  r. 

La  paralela  a  AC  por  A!  está  contenida  en  II2  y,  como  AC  corta  a  r  en  C, 
dicha  paralela  tiene  que  cortar  a  r  en  un  punto  C .  Sea  II'  =  A'  B'C .  Por  el 
teorema  anterior,  aplicado  a  las  rectas  AB  y  AC,  cuyas  paralelas  por  A'  son 
A'B'  y  A'C ,  tenemos  que  II'  es  paralelo  a  II,  y  como  son  planos  distintos,  tienen 
intersección  vacía.  En  particular,  la  recta  B'C  no  corta  a  BC  y  ambas  están 
contenidas  en  II3,  luego  B'C  es  la  paralela  a  BC  por  B'  y,  en  efecto,  corta  en 
C  a  la  paralela  a  AC  por  A' .  ■ 

Como  en  los  otros  casos  que  acabamos  de  analizar,  esta  demostración  es 
válida  si  entendemos  que  parte  de  los  axiomas  de  la  geometria  plana  (en  cuyo 
caso  el  resultado  es  trivial)  o  de  los  axiomas  de  la  geometria  tridimensional, 
pero  si  no  queremos  usar  A6,  entonces  necesitamos  los  axiomas  de  ordenación 
para  construir  la  variedad  A3(II,  A')  y  usar  que  en  ella  se  cumple  A6. 
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Sucede  que  el  teorema  anterior  y  la  transitividad  dei  paralelismo  son  los 
únicos  resultados  afines  por  naturaleza  que  requieren  el  apoyo  de  los  axiomas 
de  ordenación  para  ser  demostrados  a  partir  de  los  axiomas  de  incidência  adi- 
mensionales  Al  A5.  Alternativamente,  si  los  incorporamos  a  nuestro  sistema 
de  axiomas,  los  axiomas  de  ordenación  dejan  de  ser  necesarios: 

Definición  8.3  Una  geometria  afín  es  un  conjunto  no  vacío  E  al  que  llamare- 
mos  espacio,  junto  con  una  familia  de  subconjuntos  de  E  a  los  que  llamaremos 
rectas,  en  la  que  hay  definida  una  relación  de  equivalência  a  la  que  llamaremos 
paralelismo,  y  de  modo  que  se  cumplan  los  axiomas  siguientes: 

Axioma  Al  Por  cada  par  de  puntos  pasa  una  única  recta,  y  cada  recta  con- 
tiene  al  menos  dos  puntos. 

Axioma  A2  Por  cada  punto  pasa  una  única  paralela  a  una  recta  dada. 

Axioma  A3  Si  A,  B,  C  son  tres  puntos  no  colineales  y  A'  ,B'  son  puntos  tales 
que  la  recta  AB  es  paralela  a  A'B' ,  entonces  la  paralela  a  AC  por  A'  y  la 
paralela  a  BC  por  B'  se  cortan  en  un  punto  O . 

Axioma  A4  Existen  tres  puntos  no  colineales. 

Observaciones  Es  importante  senalar  que  estos  axiomas  no  presuponen  nin- 
guna  definición  de  ‘paralela’,  sino  que  ‘paralela’  es  un  término  no  definido,  al 
igual  que  ‘punto’  o  ‘recta’.  No  podríamos  definir  el  paralelismo  de  rectas  porque 
para  ello  se  necesita  el  concepto  de  ‘plano’,  y  éste  no  aparece  entre  los  conceptos 
no  definidos  de  la  geometria  afín.  Sucede  que,  en  lugar  de  definir  ‘paralela’  a 
partir  dei  concepto  de  ‘plano’,  podremos  definir  ‘plano’  a  partir  dei  concepto  de 
‘paralela’. 

No  obstante,  observemos  que  estos  axiomas  implican  que  dos  rectas  paralelas 
r  y  s  son  iguales  o  disjuntas,  pues  si  tienen  en  común  un  punto  P ,  entonces  r  y 
s  son  paralelas  a  r  por  P,  luego  tiene  que  ser  r  =  s.  Ahora  bien,  no  podemos 
afirmar  que  dos  rectas  sean  paralelas  simplemente  por  que  sean  disjuntas. 

Notemos  también  que  liemos  tenido  que  rescatar  (como  parte  de  Al)  el 
antiguo  axioma  A2  de  la  sección  1.1,  que  afirma  que  cada  recta  pasa  al  menos  por 
dos  puntos.  Habíamos  visto  que  el  axioma  de  las  paralelas  permite  demostrar 
este  hecho,  pero  la  prueba  requiere  la  definición  de  rectas  paralelas  como  rectas 
iguales  o  coplanares  disjuntas,  con  la  que  ahora  no  contamos. 

Otro  hecho  que  conviene  tener  presente  es  que  los  axiomas  de  la  geometria 
afín  no  son  sólo  los  axiomas  Al  A4  anteriores,  sino  que  entre  sus  postulados  se 
encuentra  también  el  hecho  no  trivial  de  que  el  paralelismo  es  una  relación  de 
equivalência. 

Hemos  visto  que  tanto  los  axiomas  de  incidência  de  la  geometria  plana  como 
los  de  la  geometria  tridimensional  implican  los  axiomas  de  la  geometria  afín,  por 
lo  que  todo  lo  que  deduzcamos  de  éstos  valdrá  también  en  los  otros  dos  casos. 


Vamos  a  usar  a  rnenudo  estas  dos  consecuencias  elementales  de  los  axiomas: 
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Teorema  8.4  Sean  A,  B,C  tres  puntos  no  colineales.  Entonces: 

1.  La  paralela  a  BC  por  A  corta  a  la  paralela  a  AC  por  B. 

2.  Si  B'  está  en  AB,  la  paralela  a  BC  por  B'  corta  a  AC. 

DemostraciÓN :  1)  Basta  aplicar  A3  con  A!  =  B  y  B'  =  A. 

2)  Aplicamos  A3  con  A!  =  A  y  el  B'  dado.  ■ 

Otro  hecho  obvio  es  que  A4  implica  que  toda  recta  tiene  al  menos  un  punto 
exterior. 


8.2  Variedades  afines 

En  esta  sección  veremos  que  con  los  axiomas  de  la  geometria  afín  podemos 
hacer  lo  que  hasta  ahora  no  sabíamos  lracer  en  general  sin  recurrir  a  los  axiomas 
de  ordenación:  definir  el  concepto  de  variedad  afín.  En  la  sección  1.3  construi¬ 
mos  únicamente  las  variedades  afines  tridimensionales  porque  era  el  único  caso 
que  necesitábamos,  pero  el  método  es  generalizable  a  variedades  de  dimensión 
arbitraria.  Aqui  vamos  a  considerar  el  caso  general: 

Definición  8.5  Si  E  es  una  geometria  afín,  una  variedad  afín  en  E  es  un  con¬ 
junto  E  C  E  que  cumpla  las  propiedades  siguientes: 

1.  Toda  recta  que  pasa  por  dos  puntos  de  E  está  contenida  en  E. 

2.  La  paralela  a  una  recta  contenida  en  E  por  un  punto  de  E  está  contenida 
en  E. 

Observemos  que,  esta  definición  la  cumplen  trivialmente  el  conjunto  vacío, 
los  conjuntos  con  un  solo  punto,  las  rectas  y  el  espado  E. 

También  es  inmediato  que  la  intersección  de  cualquier  familia  no  vacía  de 
variedades  afines  es  una  variedad  afín,  por  lo  que  podemos  definir  la  varie¬ 
dad  afín  generada  por  un  conjunto  X  C  E  como  la  intersección  de  todas  las 
variedades  afines  que  contienen  a  X.  La  representaremos  por  (X)  y,  criando 
X  =  {Po, . . . ,  Pn}  sea  un  conjunto  finito,  escribiremos  también  (Po, . . . ,  P„). 

Es  claro  que  (0)  =  0,  (P)  =  {P}  y  que  si  P  ^  Qi  entonces  (P,  Q)  =  PQ. 

Obviamente,  podemos  definir  así  las  variedades  afines  siempre  que  tengamos 
a  nuestra  disposición  los  conceptos  de  recta  y  paralelismo,  independientemente 
de  las  propiedades  que  postulemos  sobre  ellos,  pero  los  axiomas  de  la  geometria 
afín  nos  permiten  demostrar  el  siguiente  resultado  fundamental: 

Teorema  8.6  Sea  E  una  variedad  afín  que  contenga  al  menos  un  punto  A  y 
sea  B  €  E  \  E .  Entonces  (E,  B)  es  la  unión  de  todas  las  rectas  paralelas  a  AB 
que  pasan  por  un  punto  de  E. 
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DemostraciÓn :  Naturalmente,  por  ( E,B )  hay  que  entender  ( ELí{B }}, 
es  decir,  la  menor  variedad  afín  que  contiene  a  E  y  a  B.  Llamemos  Ea,b  al 
conjunto  descrito  en  el  enunciado.  De  la  propia  definición  de  variedad  se  sigue 
trivialmente  que  Ea,b  C  ( E,B ).  Basta  probar  que  Ea,b  es  una  variedad  afín, 
pues  evidentemente  contiene  a  E  y  a  B,  y  esto  nos  da  la  inclusión  opuesta. 

Tomemos  dos  puntos  P,  Q  €  Ea,b  y  veamos  que  PQ  C  Ea,b-  Sean  Xp  y 
Xq  los  puntos  donde  las  paralelas  a  AB  por  P  y  Q,  respectivamente,  cortan 
a  E.  Distinguimos  vários  casos: 

a)  Si  Xp  =  Xq  entonces  PQ  =  rp  =  tq  es  paralela  a  AB  y  corta  a  E  en  Xp, 
luego  PQ  C  Ea,b,  por  definición.  A  partir  de  aqui  suponemos  que  Xp  ^  Xq. 

b)  Si  P  =  Xp  y  Q  =  Xq,  entonces  P,Q  €  E,  luego  PQ  C  E  c  Ea,b- 

c)  Si  P  =  Ap  y  Q  ^  Xq,  entonces  PXq  C  E  y  la  segunda  parte  de  8.4 
nos  da  que  la  paralela  a  QXq  por  cualquier  punto  de  PQ  corta  a  PXq  o, 
equivalentemente,  que  la  paralela  a  AB  por  cualquier  punto  de  PQ  corta  a  E, 
lo  cual  implica  que  PQ  C  Ea,b- 

Obviamente,  el  caso  P  ^  Xp,  Q  =  Xq  es  análogo,  luego  sólo  queda  consi¬ 
derar  el  caso  siguiente: 

d)  SiP^ATpyQ^  Xq,  aplicamos  dos  veces 
la  segunda  parte  de  8.4:  la  paralela  a  QXq  (o  sea, 
a  AB)  por  cualquier  punto  X  €  PQ  corta  a  PXq 
en  un  punto  X',  y  la  paralela  a  PXp  (o  sea,  a  AB) 
por  X'  (que  es  XX')  corta  a  XpXq  C  E,  luego  la 
paralela  a  AB  por  X  corta  a  E  y,  por  consiguiente 
X  G  Ea,b- 

Ahora  tomamos  una  recta  PQ  C  Ea,b  y  un  punto  R  €  Ea,b  ,  y  tenemos  que 
probar  que  la  paralela  r  a  PQ  por  R  está  contenida  en  Ea,b ■  Definimos  Xp  y 
Xq  igual  que  en  el  caso  anterior,  y  ahora  tenemos  además  el  punto  Xp  donde 
la  paralela  a  AB  por  R  corta  a  E.  Distinguimos  casos: 

a)  Si  Xp  =  Xq  entonces  PQ  es  paralela  a  AB,  y  lo  mismo  le  sucede  a  r, 
luego  r  es  la  paralela  a  AB  por  R,  que  sabemos  que  corta  a  E  en  Xp,  luego 
r  C  Ea.b-  Podemos  suponer,  pues,  que  Xp  ^  Xq. 

/  /P 


Xp 


b)  Si  P  ^  Xp,  por  la  primera  parte  de  8.4  tenemos  que  la  paralela  a  PQ  por 
Xp  corta  a  la  paralela  a  PXp  (o  sea,  a  AB)  por  Q  en  un  punto  Q'  que  también 
está  en  Ea,b ,  porque  la  paralela  a  AB  por  Q'  es  la  misma  que  la  paralela  por 
Q,  y  corta  a  E  en  Xq.  Esto  significa  que  si  cambiamos  P  y  Q  por  Xp  y  Q' 
seguimos  teniendo  dos  puntos  de  Ea,b  y  r  sigue  siendo  paralela  a  XpQ' ,  pero 
ahora  Xp  £  E,  luego  no  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  P  =  Xp. 
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c)  Si  P  =  Xp  y  Q  =  Xq,  llamamos  s  a  la  paralela  a  XpXç  por  Xp,  que 
está  contenida  en  E  y  es  paralela  a  r.  Si  Xp  =  R  entonces  s  =  r  C  E,  y  en  caso 
contrario  basta  usar  la  primera  parte  de  8.4:  si  X  ^  R  está  en  r,  la  paralela  a 
RXp  (o  sea,  a  AB)  por  X  corta  a  la  paralela  a  XR  (o  sea,  a  r)  por  Xp  (que 
es  s),  luego  X  £  Ea,b- 

d)  Si  P  =  Xp  y  Q  ^  Xq,  llamamos  s  C  E  a  la  paralela  a  PXq  por  Xp  y 

tomamos  en  ella  cualquier  otro  punto  Y  ^  Xp.  El  axioma  A3  nos  da  que  la 
paralela  a  PQ  por  Xp  (que  es  r)  corta  a  la  paralela  a  QXq  (o  sea,  a  AB)  por  Y 
en  un  punto  Y'  £  r  que  está  en  Ea,b  (porque  la  paralela  a  AB  por  Y'  corta  a 
E  en  Y,  luego  r  pasa  por  dos  puntos  de  Ea,b  ( Xp  e  Y'),  luego  por  la  parte  ya 
probada  r  C  Ea,b-  ■ 

En  particular  vemos  que  Ea,b  no  depende  de  la  elección  de  A  £  E,  pues  el 
resultado  es  siempre  ( E,B ).  Más  aún: 

Teorema  8.7  Sea  E  una  variedad  afín ,  sea  B  £  E  \  E  y  sea  C  £  ( E,B )  \  E. 
Entonces  B  £  (E,  C)\E  y  (E,  B)  =  (E,  C) . 

DemostraciÓN:  Fijemos  un  punto  A  £  E.  Como  C  £  Ea,b,  la  paralela  a 
AB  por  C  corta  a  E  en  un  punto  Xc  ^  C,  ya  que  C  ^  E.  Si  Xq  =  A  entonces 
B  £  AC  C  ( E,C ).  Supongamos  ahora  que  Xc  7^  A,  con  lo  que  A,C,Xc  son 
tres  puntos  no  colineales.  Aplicamos  A3  para  concluir  que  la  paralela  a  AC  por 
B  corta  a  la  paralela  a  AXq  por  A  (que  es  la  propia  AXc  C  E).  Esto  prueba 
que  B  £  Ea,c  =  ( E,C ). 

De  la  propia  definición  de  variedad  generada  por  un  conjunto  se  siguen  ahora 
las  inclusiones  ( E,B )  C  ( E,C )  y  ( E,C )  C  ( E,B ).  m 


Definición  8.8  Una  variedad  afín  E  es  finitamente  generada  si  admite  un  ge- 
nerador  finito.  En  tal  caso,  si  el  menor  número  de  generadores  de  E  es  n  +  1, 
diremos  que  E  tiene  dimensión  n.  Representaremos  por  dim  E  a  la  dimensión 
de  E. 

Un  conjunto  de  n  +  1  puntos  es  afínmente  independiente  si  no  está  contenido 
en  una  variedad  afín  de  dimensión  menor  que  n  (y  por  lo  tanto  genera  una 
variedad  afín  de  dimensión  n). 

Técnicamente,  esta  definición  hace  que  el  conjunto  vacío  tenga  asignada  una 
dimensión  de  —1,  pero  tiene  que  ser  así  para  que  podamos  decir  que  los  puntos 
(o  los  conjuntos  con  un  solo  punto)  sean  las  variedades  afines  de  dimensión  0  y 
que  las  rectas  sean  las  variedades  afines  de  dimensión  1. 

También  es  claro  que  los  conjuntos  con  uno  o  dos  puntos  son  siempre  afín¬ 
mente  independientes.  Por  el  contrario,  tres  puntos  son  afínmente  independien- 
tes  si  y  sólo  si  no  son  colineales. 

Teorema  8.9  Un  conjunto  de  puntos  Po, . . . ,  Pn  es  afínmente  independiente  si 
y  sólo  si  ninguno  de  ellos  pertenece  a  la  variedad  afín  generada  por  los  demás. 
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DemostraciÓn:  La  variedad  afín  generada  por  todos  menos  uno  tiene  a 
lo  sumo  dimensión  n  —  1,  luego  una  implicación  es  obvia.  Supongamos  ahora 
que  los  puntos  no  son  afínmente  independientes,  con  lo  que  están  contenidos  en 
una  variedad  afín  de  dimensión  menor  que  n.  Sea  m  <  n  la  menor  dimensión 
de  una  variedad  afín  que  los  contenga.  Así,  Pq, ...  ,  Pn  €  (Q o, . . . ,  Qm ).  En- 
tonces  no  puede  ser  que  Po, . . .  ,Pn  €  (Q o, . . . ,  Qm- 1),  luego,  reordenando  los 
puntos  si  es  preciso,  podemos  suponer  que  Pn  £  (Qo,  ■  ■  ■  ,Qm-i)  ■  También 
tenemos  que  Qm  ^  (Qo,  ■  ■  ■  ,Qm-i),  pues  m  es  el  menor  número  de  elemen¬ 
tos  de  un  generador  de  la  variedad.  El  teorema  anterior  implica  entonces  que 
(Q 0)  •  -  -  ,  Qm)  —  (Qo,  -  -  •  ,  Qm—1,  Pn)  • 

Similarmente,  no  puede  ocurrir  que  Po, . . . ,  Pn- 1  £  (Pn,  Q o>  •  •  • ,  Qm- 2),  por¬ 
que  entonces  todos  los  Pi  estarían  en  una  variedad  de  dimensión  <  to,  luego 
podemos  suponer  que  Pn-i  <f.  ( Pn ,  Qo,  ■  ■  ■ ,  Qm- 2)  y  el  teorema  anterior  implica 
que 


(Q O5  •  •  •  1  Qm)  (Pn,  Qo,  •  ■  •  ,  Qm—  l)  —  (Pn—  1,  Pn,  Qo,  •  ■  •  ,  Qm— 2)  ■ 

Como  to  <  n,  tras  un  número  finito  de  pasos  llegamos  a  que 

Po  ^  (Qo,  •  •  •  i  Qm)  —  ( Pn—m ,  ■  •  •  ,  Pn)  C  (P\,  •  •  •  ,  Pn)  , 

luego  uno  de  los  puntos  está  en  la  variedad  generada  por  los  restantes.  ■ 

El  inismo  argumento  prueba  el  teorema  siguiente: 

Teorema  8.10  Si  Pq,  ...  ,Pn  y  Qo,  ■  ■  ■ ,  Qn  son  dos  conjuntos  de  puntos  afín¬ 
mente  independientes  y  Pq,  ...  ,Pn  G  (Qo,  ■  ■  ■ ,  Qn) ,  entonces  se  da  la  igualdad 
(Po,  ■  ■  ■  ,Pn)  =  (Qo,  ■■  ■  ,  Qn)- 

Ahora  ya  podemos  demostrar  las  propiedades  básicas  de  las  variedades  afines 
y  los  conjuntos  afínmente  independientes: 

•  Todo  subconjunto  de  un  conjunto  afínmente  independiente  es  afínmente 
independiente. 

Es  imnediato  a  partir  de  8.9. 

•  Toda  variedad  afín  finitamente  generada  admite  un  generador  afínmente 
independiente. 

En  efecto,  basta  considerar  un  generador  con  el  menor  número  de  elemen¬ 
tos  posible.  Si  tiene  n+1  elementos,  entonces  la  variedad  tiene  dimensión  n 
por  definición  de  dimensión,  y  el  generador  es  afínmente  independiente 
porque  ninguno  de  sus  puntos  puede  pertenecer  a  la  variedad  generada 
por  los  restantes,  ya  que  entonces  se  podría  eliminar  y  habría  otro  gene¬ 
rador  con  menos  elementos. 

•  Por  n  +  1  puntos  afínmente  independientes  pasa  una  única  variedad  afín 
de  dimensión  n. 
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Pues  si  P0,...,Pn  son  afínmente  independientes,  una  variedad  afín  de 
dimensión  n  es  de  la  forma  E  =  (Qo,  ■  ■  ■ ,  Qn ),  con  los  Qi  afínmente  in¬ 
dependientes  (por  el  punto  anterior)  y,  si  contiene  a  los  Pi,  el  teorema 
anterior  nos  da  que  necesariamente  E  =  (Po, . . . ,  Pn). 

•  Si  X  es  un  conjunto  finito  afínmente  independiente  y  P  £  E\(X),  entonces 
X  U  {P}  es  afínmente  independiente. 

Si  X  tiene  n  +  1  elementos  y  X  U  {P}  estuviera  contenido  en  una  varie¬ 
dad  afín  E  de  dimensión  <  n,  la  dimensión  tendría  que  ser  exactamente 
n  porque  X  es  afínmente  independiente,  pero  entonces  E  =  (X),  luego 
tendríamos  que  P  £  (X)  y  el  teorema  8.9  implica  que  X  U  {P}  no  es 
independiente. 

•  Si  Ei  C  £2  son  variedades  afines  y  £2  es  finitamente  generada,  entonces 
Ei  también  lo  es.  Además  dim£i  <  dimi^  y  lo  igualdad  se  da  si  y  sólo 
si  Ei  =  £2. 

Tomamos  un  punto  Po  £  £1,  si  (Po)  ^  £1,  tomamos  P\  £  £1  \  (Po), 
con  lo  que  Po,Pi  son  independientes.  Si  (Po,Pi)  ^  £1,  tomamos  otro 
punto  P2  £  £1  \  (P0,Pi),  con  lo  que  Po,Pi,P2  son  independientes.  Si 
dim£2  =  d,  entonces  £2  (y  en  particular  £1)  no  puede  contener  más 
de  d  +  1  puntos  afínmente  independientes,  luego  tras  un  número  finito 
de  pasos  llegamos  a  que  £1  =  (Po, . . .  ,  P„),  con  n  =  dim£i,  y  si  n  —  d 
entonces  £1  =  £2  porque  sólo  hay  una  variedad  de  dimensión  n  que  pueda 
contener  a  Po , . . . ,  Pn . 

Llamamos  planos  a  las  variedades  afines  de  dimensión  2. 

Teorema  8.11  Dos  rectas  distintas  son  paralelas  si  y  sólo  si  están  contenidas 
en  un  mismo  plano  y  no  tienen  puntos  en  común. 

DemostraciÓN :  Si  r  y  s  son  paralelas  distintas,  sabemos  que  no  tienen 
puntos  en  común.  Tomamos  A,  B  £  r  y  C  £  S,  de  modo  que  r  C  (A,  B,C )  y  a 
su  vez  s  C  {A,  B,  C ),  por  ser  paralela  a  una  recta  contenida  en  el  plano  por  un 
punto  dei  plano. 

Recíprocamente,  supongamos  que  r  y  s  están  contenidas  en  un  plano  II. 
Tomamos  A,  B  £  r  y  P  £  s,  de  modo  que  II  =  {A,  B,  P)  =  ABa,p ,  es  decir,  que 
II  es  la  unión  de  las  rectas  paralelas  a  AP  que  pasan  por  puntos  de  AB.  Sea  Q 
otro  punto  cualquiera  de  s,  de  modo  que  la  paralela  a  AB  por  Q  corta  a  AB  en 
un  punto  X. 

Si  X  =  A  entonces  s  =  AP  corta  a  r  =  AB, 
luego  podemos  suponer  que  X  A.  Por  la  primera 
parte  dei  teorema  8.4,  la  paralela  a  AX  (o  sea,  a  r) 
por  P  corta  a  la  paralela  a  AP  por  X  (que  es  XQ) 
en  un  punto  X' .  Si  X'  =  Q,  entonces  s  =  PX'  es 
paralela  a  r. 

En  caso  contrario  aplicamos  el  axioma  A3  a  los  puntos  P,Q,X'.  Como  la 
recta  QX'  es  la  misma  que  QX,  concluímos  que  la  paralela  a  PQ  por  Q  (que 
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es  PQ  =  s)  corta  a  la  paralela  a  PX'  por  X  (que  es  r).  Así  pues,  en  todos  los 
casos  r  y  s  son  paralelas  o  se  cortan.  ■ 

Ahora  es  inmediato  que,  con  la  definición  de  plano  que  hemos  dado,  una  geo¬ 
metria  afín  cumple  todos  los  axiomas  de  incidência  adimensionales  Al  A5,  así 
como  la  definición  de  paralelas  como  rectas  iguales  o  coplanares  disjuntas.  Por 
otra  parte,  a  partir  estos  axiomas  se  prueba  fácilmente  que  los  planos  cumplen 
la  definición  de  plano  que  hemos  dado  aqui,  es  decir,  que  si  consideramos  a  una 
geometria  que  cumpla  los  axiomas  adimensionales  Al  A5  como  espacio  afín,  los 
planos  que  definimos  en  cila  son  los  que  ya  venían  dados  desde  un  principio. 

Recapitulando,  los  axiomas  de  la  geometria  afín  son  más  fuertes  que  los 
axiomas  Al  A5  dei  capítulo  I,  puesto  que  contienen,  por  ejemplo,  la  transiti- 
vidad  dei  paralelismo,  pero  hemos  visto  que  todos  ellos  pueden  demostrarse  si 
anadimos  los  axiomas  de  ordenación.  Lo  que  hemos  liecho  ha  sido  “trasladar” 
parte  de  la  información  que  estaba  contenida  en  los  axiomas  de  ordenación  a 
unos  axiomas  de  incidência  liger amente  más  fuertes. 

Sin  embargo,  también  hemos  visto  que  todos  los  axiomas  de  la  geometria  afín 
pueden  demostrarse  (sin  necesidad  de  los  axiomas  de  ordenación)  a  partir  de  los 
axiomas  de  incidência  de  la  geometria  plana  o  de  la  geometria  tridimensional. 

Más  aún,  los  axiomas  de  incidência  de  la  geometria  plana  equivalen  a  los 
axiomas  de  la  geometria  afín  más  un  axioma  que  afirme  que  no  existen  puntos 
no  coplanares  o,  equivalentemente,  que  dos  rectas  son  paralelas  si  y  sólo  si  son 
disjuntas.  Igualmente,  los  axiomas  de  incidência  de  la  geometria  tridimensional 
son  equivalentes  a  los  axiomas  de  la  geometria  afín  más  los  axiomas  A5  y  A6 
(aunque  de  hecho  A5  puede  reemplazar  a  A4). 

Veamos  por  último  que  A6  puede  probarse  a  partir  de  los  axiomas  de  la 
geometria  afín  relativizado  a  variedades  de  dimensión  3: 

Teorema  8.12  Si  dos  planos  están  contenidos  en  una  variedad  afín  de  di¬ 
mensión  3  y  tienen  un  punto  en  común,  entonces  tienen  una  recta  en  común. 

DemostraciÓn  :  Sea  E  una  variedad  afín  de  dimensión  3  y  sean  IIi ,  II2  dos 
planos  contenidos  en  E.  Supongamos  que  su  intersección  consta  de  un  único 
punto  P.  Pongamos  que  n2  =  ( P,Q,R ).  Como  Q  ^  IR,  tenemos  que  (IIi,Q) 
tiene  dimensión  3,  luego  E  =  (IIi,Q)  =  (IIi ) . 

Por  consiguiente,  la  paralela  a  PQ  por  R  corta  a  IR  en  un  punto  X .  Dicha 
paralela  está  contenida  en  IR,  luego  X  £  II 1  D  IR,  luego  X  =  P,  pero  entonces 
la  paralela  a  PQ  por  R  es  PQ ,  luego  P,  Q,  R  son  colineales,  contradicción.  ■ 

Definimos  dos  planos  paralelos  como  dos  planos  que,  o  bien  son  iguales,  o 
bien  son  disjuntos  y  están  contenidos  en  una  variedad  afín  tridimensional. 

Teorema  8.13  Por  cada  punto  pasa  un  único  plano  paralelo  a  un  plano  dado. 

DemostraciÓn:  Sea  n  un  plano  arbitrário  y  P  un  punto,  que  podemos 
suponer  exterior  a  él.  La  construcción  dei  teorema  8.1  vale  ahora  literalmente 
en  cualquier  geometria  afín  (pues  los  axiomas  de  separación  sólo  hacían  falta 
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para  construir  las  variedades  tridimensionales)  y  prueba  que  existe  un  plano  II' 
paralelo  a  II  por  P ,  contenido  en  E  =  (II,  P) .  Supongamos  que  hubiera  otro 
plano  paralelo  II"  C  E. 

Sea  Qelly  sea  Q'  £  II'  un  punto  que  no  esté  en  II'  D II".  Consideramos  cl 
plano  II*  =  (Q,Q',P)  C  E.  Entonces  II*  corta  a  II  en  una  recta  r  que  contiene 
a  Q,  corta  a  IE  en  la  recta  r'  =  PQ' ,  que  no  es  la  intersección  IE  (~l  II",  luego 
corta  a  II"  en  una  recta  r"  que  contiene  a  P  y  que  tampoco  es  II' D II".  Entonces 
r1  y  r"  son  rectas  disjuntas  de  r  y  todas  están  en  el  plano  II*,  luego  r’  y  r"  son 
dos  paralelas  a  r  por  P,  contradicción.  ■ 

Podríamos  obtener  más  resultados  sobre  variedades  afines  en  general,  pero 
no  nos  va  a  ser  necesario. 


8.3  Introducción  de  coordenadas 

Ahora  estamos  en  condiciones  de  probar  que,  salvo  en  un  caso  especial  que 
discutiremos  en  su  momento,  los  espacios  afines  finitamente  generados  coinciden 
con  el  concepto  de  espado  afín  de  la  geometria  analítica  (en  un  contexto  lige- 
ramente  más  general  en  el  que  admitimos  que  los  escalares  varíen  en  un  anillo 
de  división  en  lugar  de  en  un  cuerpo). 

8.3.1  Homotecias  y  traslaciones 

El  teorema  7.8  caracteriza  las  homotecias  y  las  traslaciones  de  un  espacio 
afín  como  las  biyecciones  que  transforman  cada  recta  en  una  paralela.  Lo  más 
destacable  es  que  no  hace  falta  suponer  que  las  biyecciones  sean  afines,  por  lo 
que  estamos  en  condiciones  de  tomar  esta  caracterización  como  definición.1 

Definición  8.14  Dado  un  espacio  afín  E,  llamaremos  HT(P)  al  conjunto  de 
todas  las  aplicaciones  biyectivas  de  E  en  sí  rnisino  que  transforman  cada  recta 
en  una  paralela.  Es  claro  que  HT(P)  es  un  grupo  con  la  composición  de  apli¬ 
caciones.  Un  elemento  de  HT(P)  es  una  homotecia  si  tiene  al  menos  un  punto 
fijo  y  es  una  traslación  si  es  la  identidad  o  bien  no  tiene  puntos  fijos. 

Probamos  en  primer  lugar  un  resultado  general: 

Teorema  8.15  Si  dos  elementos  de  HT(P)  coinciden  en  dos  puntos  distintos 
cualesquiera,  entonces  son  iguales. 

DemostraciÓN :  Sean  P  y  Q  dos  puntos  de  E  y  f  £  HT (E).  Veamos 
que  la  imagen  de  cualquier  otro  punto  R  está  determinada  por  las  de  P  y  Q. 
Supongamos  primeramente  que  R  no  está  en  la  recta  PQ.  Entonces  f[PR]  es 
una  recta  paralela  a  PP,  luego  es  exactamente  la  recta  paralela  a  PP  que  pasa 
por  /(P).  Similarmente  f[QR\  es  la  recta  paralela  a  QR  que  pasa  por  f{Q). 

1  Este  es  un  buen  ejemplo  dei  enfoque  que  estamos  siguiendo  aqui:  tomamos  como  definición 
un  hecho  que  intuitivamente  no  es  trivial,  pero  que  permite  deducir  las  propiedades  de  las 
homotecias  y  las  traslaciones  a  partir  únicamente  de  los  axiomas  de  incidência. 
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Como  PR  y  QR  no  son  paralelas  entre  sí,  las  rectas  f[PR]  y  f[QR]  tampoco 
lo  son.  En  particular  no  son  coincidentes,  pero  tienen  en  conrún  el  punto  f{R ). 
Por  lo  tanto  f(R)  es  necesariamente  la  intersección  de  la  paralela  a  PR  por 
f(P)  con  la  paralela  a  QR  por  f(Q),  lo  cual  sólo  depende  de  f(P)  y  f(Q).  Con 
esto  hemos  probado  que  dos  elementos  cualesquiera  de  HT(E)  que  coincidan 
sobre  PQ  han  de  coincidir  sobre  E  salvo  quizá  la  recta  PQ.  Tomando  una  recta 
paralela  a  PQ,  sobre  la  que  ya  tenemos  que  coinciden,  el  razonamiento  anterior 
prueba  que  también  coinciden  en  PQ.  ■ 

En  particular  cada  homotecia  distinta  de  la  identidad  tiene  un  único  punto 
fijo,  al  que  llamaremos  centro  de  la  homotecia. 

Probamos  ahora  una  caracterización  de  las  homotecias  y  traslaciones  me¬ 
diante  una  propiedad  más  débil  que  nos  será  útil  después: 

Teorema  8.16  Sea  f  :  E  — >  E  una  aplicación  tal  que  para  todo  par  de  puntos 
P  y  Q,  f(Q)  está  sobre  la  recta  paralela  a  PQ  que  pasa  por  f{P).  Entonces  f 
es  constante  o  bien  f  £  HT(E). 

DemostraciÓN:  Supongamos  que  existen  dos  puntos  P  y  Q  tales  que 
f(P)  =  f{Q)  =  X.  Entonces,  para  todo  punto  R  exterior  a  la  recta  PQ, 
tenemos  que  f(R)  ha  de  estar  en  la  recta  paralela  a  PR  por  X  y  en  la  recta 
paralela  a  QR  por  X.  Como  estas  rectas  no  son  paralelas  entre  sí,  se  cortan 
sólo  en  X,  luego  f(R)  =  X  para  todo  punto  fuera  de  PQ.  Sustituyendo  P  y 
Q  por  dos  puntos  en  una  recta  paralela  a  PQ,  el  razonamiento  anterior  nos  da 
que  f(R)  =  X  para  todo  punto  de  PQ,  luego  /  es  constante. 

Dicho  de  otro  modo,  si  /  no  es  constante,  entonces  es  inyectiva.  En  tal  caso 
consideremos  dos  puntos  cualesquiera  P  y  Q  y  sea  R'  un  punto  exterior  a  la 
recta  f(P)f(Q).  Por  hipótesis  las  rectas  PQ  y  f(P)f(Q)  son  paralelas,  luego 
están  contenidas  en  un  mismo  plano  II.  Sea  IT  el  plano  paralelo  a  f(P)f(Q)R' 
por  P. 

Observemos  que  todos  los  planos  están  en  la  variedad  afín  E  =  (II,  R'), 
luego  IT  corta  a  II  en  una  recta  paralela  a  f(P)f(Q)  por  P,  es  decir,  en  la  recta 
PQ.  El  plano  Pf(P)R'  corta  a  II  en  una  r  recta  paralela  a  f(P)R',  y  el  plano 
Qf(Q)R'  corta  a  II  en  una  recta  s  paralela  a  f{Q)R'  por  Q.  Como  ambas 
están  contenidas  en  II  y  no  pueden  ser  paralelas  (porque  f(P)R'  y  f(Q)R'  no 
lo  son)  necesariamente  se  cortan  en  un  punto  R.  Por  hipótesis  f(R)  está  en  la 
paralela  a  PR  por  /(P)  y  en  la  paralela  a  QR  por  f(Q),  luego  está  en  r  fl  s  y 
por  lo  tanto  f(R)  =  R' ■  Esto  prueba  que  todos  los  puntos  exteriores  a  la  recta 
f(P)f(Q)  tienen  antiimagen  por  /.  Cambiando  de  puntos  probamos  lo  mismo 
para  los  puntos  de  la  recta  exceptuada.  Por  lo  tanto  /  es  biyectiva. 

Finalmente,  dada  una  recta  r  y  un  punto  P  €  r,  la  imagen  de  cualquier  punto 
Q  £  r  ha  de  estar  en  la  paralela  a  r  por  f(P),  llamémosla  r' .  Recíprocamente, 
todo  punto  de  r'  es  de  la  forma  f(Q),  para  un  cierto  punto  Q  que  ha  de  estar 
en  r,  o  en  caso  contrario  f(Q)  estaria  en  la  paralela  a  PQ  por  f(P),  que  seria 
una  recta  distinta  a  r'.  Por  lo  tanto  f[r]  =  r'  y  así  /  G  HT(P).  ■ 
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Deflnición  8.17  Una  traza  de  f  £  HT(P)  es  una  recta  r  tal  que  f[r]  =  r. 

Tres  hechos  obvios  sobre  trazas  son  los  siguientes: 

1.  Las  trazas  de  la  identidad  son  todas  las  rectas. 

2.  Si  f  €  HT(P),  entonces  cada  punto  P  que  no  sea  un  punto  fijo  para  / 
está  en  una  única  traza,  a  saber  en  la  recta  P/(P). 

3.  Si  dos  trazas  se  cortan  en  un  punto,  entonces  éste  es  un  punto  fijo. 

Un  haz  de  rectas  paralelas  es  una  clase  de  equivalência  de  rectas  paralelas, 
bien  de  todo  el  espado  bien  en  un  plano  prefijado.  Un  haz  de  rectas  concurrentes 
es  el  conjunto  de  todas  las  rectas  (dei  espado  o  de  un  plano)  que  pasan  por  un 
mismo  punto. 

Teorema  8.18  Las  trazas  de  una  homotecia  distinta  de  la  identidad  son  el  haz 
de  rectas  que  pasan  por  su  centro.  Las  trazas  de  una  traslación  distinta  de  la 
identidad  forman  un  haz  de  rectas  paralelas  al  que  llamaremos  dirección  de  la 
traslación. 

DemostraciÓN:  Si  /  es  una  homotecia  de  centro  P,  entonces  toda  recta 
PQ  es  una  traza,  pues  f[PQ ]  =  Pf(Q)  ha  de  ser  una  recta  paralela  a  PQ ,  luego 
ha  de  ser  PQ.  Recíprocamente,  si  QR  es  una  traza  pero  no  coincide  con  PQ , 
que  también  es  una  traza,  entonces  f(Q)  =  Q ,  luego  f{Q)  =  Q,  luego  Q  =  P. 
En  cualquier  caso  la  recta  QR  pasa  por  P. 

Si  /  es  una  traslación,  las  trazas  de  /  son  claramente  las  rectas  de  la  forma 
P/(P).  Hemos  de  ver  que  dos  cualesquiera  de  cilas  son  paralelas.  Sea  Qf{Q) 
una  recta  distinta.  Como  /  no  tiene  puntos  fijos,  las  dos  rectas  son  disjuntas. 
Hemos  de  probar  que  están  sobre  un  mismo  plano.  Ahora  bien,  f[PQ]  es  una 
recta  paralela  a  PQ,  luego  P,  Q,  f(P)  y  f(Q)  están  sobre  un  mismo  plano, 
luego  P/(P)  y  Qf(Q)  también.  ■ 


Teorema  8.19  Si  dos  traslaciones  coinciden  sobre  un  punto  son  iguales. 

DemostraciÓN:  Sea  /  una  traslación  y  P  un  punto  arbitrário.  Sea  Q  un 
punto  fuera  de  P/(P).  Entonces  las  trazas  P/(P)  y  Qf{Q)  son  paralelas,  luego 
Qf(Q)  es  exactamente  la  paralela  a  P/(P)  por  Q.  Igualmente  f(P)f(Q)  es  la 
paralela  a  PQ  por  /(P).  Como  P/(P)  no  es  paralela  a  PQ,  las  rectas  Qf{Q) 
y  f{P)f(Q)  110  pueden  ser  paralelas,  luego  no  son  coincidentes,  luego  f(Q)  es 
exactamente  la  intersección  de  la  paralela  a  P/(P)  por  Q  y  la  paralela  a  PQ 
por  /(P).  Esto  prueba  que  dos  traslaciones  que  coincidan  sobre  P  coinciden 
también  sobre  un  segundo  punto  Q,  luego  son  iguales  por  8.15.  ■ 


Teorema  8.20  Las  traslaciones  forman  un  subgrupo  normal  de  HT(P),  al  que 
representaremos  por  T (E).  Las  traslaciones  con  una  misma  dirección  forman 
también  un  subgrupo  normal. 
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DemostraciÓn  :  Es  obvio  que  la  inversa  de  una  traslación  es  una  traslación 
(si  /  no  tiene  puntos  fijos,  /-1  tampoco  los  tiene). 

Si  /  y  g  son  traslaciones,  entonces  /  o  g  es  una  traslación,  pues  si  tiene  un 
punto  fijo  (/  o  g)(P)  =  P ,  tenemos  que  f(P)  =  g~1(P),  luego  /  =  g_1,  ya  que 
ambas  son  traslaciones  y  coinciden  en  un  punto.  Por  consiguiente  f  o  g  =  1,  que 
también  es  una  traslación. 

Esto  prueba  que  T(E)  es  un  subgrupo  de  HT(E).  Vearnos  que  es  normal. 
Hemos  de  ver  que  si  /  £  T(E)  y  g  €  HT(E),  entonces  g~l  fg  £  T(E).  En  efecto, 
si  ig~1fg){P)  =  P,  entonces  f{g~1{P))  =  g~1(P),  luego  /  tiene  un  punto  fijo 
y  es,  por  tanto,  la  identidad.  Así  g~rfg  =  1  £  T(E). 

Es  fácil  ver  que  la  composición  de  dos  traslaciones  con  la  misma  dirección 
es  la  identidad  o  una  traslación  con  la  misma  dirección,  así  como  que  la  inversa 
de  una  traslación  no  trivial  tiene  la  misma  dirección. 

Si  /  7^  1  se  cumple  que  g~xfg  es  una  traslación  con  la  misma  dirección 
que  /.  En  efecto,  dado  P  £  E,  la  recta  g~1{P),  f(g~1(P))  es  una  traza  de  /, 
luego  tiene  la  dirección  de  /.  Su  imagen  por  g  es  P{g~x  f  g){P),  que  es  paralela 
a  la  anterior  y  es  una  traza  de  {g~x  fg,  luego  ambas  traslaciones  tienen  la  misma 
dirección.  ■ 


Teorema  8.21  Si  existen  traslaciones  en  dos  direcciones  distintas  entonces 
T(£')  es  abeliano. 

DemostraciÓn  :  Sean  f  y  g  dos  traslaciones  cualesquiera.  Hemos  de  probar 
que  fg  =  gf  o,  equivalentemente,  que  f~1g~1fg  =  1-  Podemos  suponer  que 
/  ^  1  7^  g.  Supongamos  que  f  y  g  tienen  direcciones  distintas.  Si  f~1g~1  fg  ^  1, 
entonces  g~x fg  tiene  la  misma  dirección  que  /,  al  igual  que  /_1  y  también  la 
composición  f~1g~1fg  (supuesta  no  trivial),  pero  dei  rnisino  modo  se  razona 
que  su  dirección  es  la  de  g,  con  lo  que  tenemos  una  contradicción. 

Si  /  y  g  tienen  la  misma  dirección,  por  hipótesis  existe  otra  traslación  h  con 
dirección  distinta.  Por  la  parte  ya  probada  fh  =  hf.  Por  otra  parte,  gh  no 
puede  tener  la  misma  dirección  que  /,  o  de  lo  contrario  g^1{gh)  =  h  tendría 
la  misma  dirección.  Así  pues,  fgh  =  ghf.  Uniendo  todo  esto  tenemos  que 
fgh  =  ghf  =  gfh,  luego  fg  =  gf.  m 


8.3.2  Vectores  y  escalares 

La  insólita  hipótesis  dei  teorema  anterior  nos  hace  reparar  en  que  ninguno 
de  los  teoremas  anteriores  nos  garantiza  que  el  grupo  HT)!?)  sea  no  trivial.  Ga- 
rantizar  la  existência  de  liomotecias  y  traslaciones  es  un  problema  técnico  dei 
que  nos  ocuparemos  en  la  subsección  siguiente.  Para  sortear  el  obstáculo  mo- 
mentáneamente  introduciremos  dos  axiomas  de  carácter  provisional.  El  primero 
se  refiere  a  traslaciones: 

Axioma  BI  Dados  dos  puntos  P  y  Q,  existe  una  traslación  Tpq  que  trans¬ 
forma  P  en  Q. 
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Puesto  que  las  traslaciones  están  determinadas  por  la  imagen  de  un  único 
punto,  la  traslación  Tpq  es  única.  Ahora  es  obvio  que  existen  traslaciones  con 
direcciones  distintas,  por  lo  que  el  grupo  de  traslaciones  es  abeliano. 

Con  esto  podemos  recuperar  el  conjunto  de  los  vectores  libres.  Llamaremos 
E  =  T (E),  usaremos  notación  aditiva,  de  modo  que  0  será  la  identidad.  La 
traslación  Tpq  la  representaremos  por  PQ,  de  modo  que  todo  vector  de  Ê  se 
puede  expresar  de  forma  única  como  O  l'’  para  cualquier  punto  prefijado  O. 

La  imagen  de  un  punto  R  por  la  traslación  P('j  la  representaremos  por 
R+P$.  Las  afirmaciones  siguientes  son  reformulaciones  de  hechos  ya  probados: 

1.  P^  =  0, 

2.  P$  +  QÂ  =  PÂ, 

3.  (P  +  v)  +  w  =  P  +  (v  +  w). 

Ahora  buscamos  un  cuerpo  con  el  que  convertir  a  E  en  un  espacio  vectorial. 
Hemos  visto  que  en  un  espacio  afín  (en  el  sentido  algebraico)  K*  es  isomorfo 
al  grupo  de  homotecias  lineales  H(£').  Más  aún,  si  anadimos  la  aplicación 
nula  a  H(£'),  el  conjunto  que  obtenemos  puede  ser  dotado  de  forma  natural  de 
estructura  de  cuerpo  isomorfo  a  K.  Basta  definir  la  suma  de  dos  homotecias  / 
y  g  como  la  aplicación  dada  por  (f  +  g){v)  =  f(v)+g(v)-  Fijando  una  base,  esta 
suma  y  la  composición  se  corresponden  con  la  suma  y  el  producto  de  matrices, 
pero  las  matrices  de  las  homotecias  lineales  (más  la  aplicación  nula)  son  las  de 
la  forma  a  I ,  donde  a  £  K,  luego  efectivamente,  con  estas  operaciones  tenemos 
un  cuerpo  isomorfo  a  K. 

Nuestro  problema  es  esencialmente  definir  las  homotecias  lineales  en  nuestro 
contexto,  pero  una  homotecia  lineal  se  caracteriza  por  que  envia  cada  vector  a 
un  múltiplo  suyo  y,  vistos  como  traslaciones,  esto  significa  que  ambos  tienen  la 
misma  dirección. 

Definición  8.22  Una  homotecia  lineal  en  un  espacio  afín  E  es  un  homomor- 
fismo  de  grupos  a  :  E  — ►  E  tal  que  para  todo  v  £  E,  se  cumple  av  =  0  o 
bien  av  tiene  la  misma  dirección  que  v.  Llamaremos  K  al  conjunto  de  todas 
las  homotecias  lineales  de  E.  A  los  elementos  de  K  los  llamaremos  también 
escalares. 

Notemos  que  el  liecho  de  que  una  homotecia  lineal  a  sea  un  homomorfismo 
de  grupos  equivale  a  que  a(v  +  w)  =  av  +  aw. 

El  homomorfismo  nulo,  determinado  por  Ov  =  0  para  todo  v  £  E,  es  trivial¬ 
mente  una  homotecia  lineal.  Lo  mismo  le  sucede  a  la  identidad,  determinada 
por  l  íT  =  v.  Llamaremos  —1  a  la  aplicación  dada  por  (— l)v  =  —tf.  Es  claro  que 
también  es  una  homotecia  lineal. 

Definición  8.23  Sean  a,  f3  £  K,  definimos  a  +  /3  como  la  aplicación  É  — »•  E 
dada  por  ( a  +  f3)v  =  av  +  f3v.  Definimos  a/3  como  la  aplicación  dada  por 
(ap)v  =  f}(ot{v)') . 
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Notar  que,  vistos  como  homotecias  lineales,  el  producto  de  dos  escalares  es 
simplemente  su  composición. 

Teorema  8.24  El  conjunto  de  escalares  K  es  un  anillo  unitário  con  las  opera- 
ciones  de  la  definición  anterior. 

DemostraciÓN:  Claramente, 

(a  +  /3)(v  +  w)  =  a(v  +  w)  +  /3(v  +  w)  =  av  +  aw  +  /3v+/3w  =  (a  +  /3)v+(a  +  /3)w, 

luego  a  +  (d  es  un  homomorfismo.  Si  v  =  0  entonces  ( a  +  (3)v  =  0.  Si  v  ^  0 
entonces  av  y  (3v  tienen  la  misma  traza  que  v.  luego  su  suma  también,  es  decir, 
(a  +  (3)v  tiene  la  misma  dirección  que  v.  luego  a  +  (3  €  K. 

Del  mismo  modo  se  prueba  que  a/3  £  K.  La  asociatividad  y  la  conmutativi- 
dad  de  la  suma  de  siguen  de  las  de  la  suma  en  E. 

El  neutro  es  0  y  el  simétrico  de  a  es  (— l)a,  pues 

(a  +  (— l)a)u  =  av  H — av  =  0  =  Ou, 


luego  a  +  (— l)a  =  0. 

Tampoco  presenta  ningún  problema  probar  la  propiedad  distributiva  (por  la 
izquierda  y  la  derecha),  la  asociatividad  dei  producto  y  el  hecho  de  que  1  es  el 
elemento  neutro  dei  producto  (por  la  izquierda  y  la  derecha).  ■ 

Para  justificar  la  existência  de  inversos  mostraremos  primero  la  relación  entre 
las  homotecias  y  las  homotecias  lineales: 

Teorema  8.25  Sea  a  £  K  no  nulo  y  P  un  punto  dado.  Existe  una  única 
homotecia  fa  de  centro  P  tal  que  Ta$  =  f^Tsfa,  para  todo  v  €  E. 

DemostraciÓN:  Observar  que  usamos  la  doble  notación  v  =  según  si 
vemos  la  traslación  como  elemento  de  E  (con  notación  aditiva)  o  como  elemento 
de  HT(E)  (con  notación  multiplicativa). 

Veamos  en  primer  lugar  la  unicidad.  Sea  Q  un  punto  arbitrário  y  v  =  Tpq. 
Aplicando  la  fórmula  dei  enunciado  al  punto  P  tenemos 

P  +  aP$  =  Taõ(P)  =  fa{Tz{f~\P)))  =  fa{Tv{P))  =  fa(Q)- 

Esto  prueba  que  fa(Q)  está  completamente  determinado  por  ay  P.  Aclemás 
la  fórmula  anterior  nos  indica  córno  hemos  de  construir  fa. 

Definimos  fa  mediante 

fa(Q)=P  +  aP$.  (8.1) 

Dados  dos  puntos  distintos  Q  y  R,  tenemos  que  PÓ  +  QÀ  =  PÂ ,  luego 
P  +  aP($  +  aQÃ  =  P  +  a  pÈ.  Por  (8.1)  esto  implica 

fa(Q)  +  oQÂ  =  fa(R). 


(8.2) 
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Si  aQR  ^  0  entonces  esta  ecuación  significa  que  la  recta  fa{Q)fa(R )  es  una 
traza  de  aÇÀ,  luego  también  de  QR,  luego  es  paralela  a  la  recta  QR ,  que  es 
otra  traza  de  la  misma  traslación.  Si  aQR  =  0  tenemos  que  fa(Q )  =  fa{R)- 
En  ambos  casos  fa{R)  está  sobre  la  recta  paralela  a  QR  por  fa(Q).  Podemos 
aplicar  el  teorema  8.16  para  concluir  que  fa  es  constante  o  bien  una  homotecia 
(no  puede  ser  una  traslación  no  trivial  porque  tiene  a  P  como  punto  fijo) .  Ahora 
bien,  si  fuera  constante,  la  fórmula  (8.2)  implicaria  que  aQÀ  =  0  para  todo 
vector  QÀ,  luego  seria  a  =  0,  en  contra  de  la  hipótesis.  Así  pues,  fa  es  una 
homotecia  de  centro  P. 

Veamos  que  fa  curnple  lo  pedido.  Puesto  que  fa{P)  =  P,  podemos  escribir 
(8.1)  como 

UQ)  =  f«(P)  +  aP$  =  rn, ,(./;,  (/>)), 

donde  v  =  P('}  es  un  vector  arbitrário,  luego 

Q  =  fã1(raÁUP)))- 

Esto  significa  que  la  traslación  faTa^f~ 1  envia  P  a  Q,  luego 
faTavfã 1  =  TpQ  =  T$. 

Despejando  obtenemos  la  fórmula  dei  enunciado:  Taly  =  f~ 1  Tyfa .  ■ 


Teorema  8.26  Cada  homotecia  se  expresa  de  forma  única  como  fa,  para  un 
cierto  escalar  a  no  nulo. 

DemostraciÓN:  Sea  /  una  homotecia  de  centro  P.  Sea  a  la  homotecia 
lineal  dada  por  Ta  =  f~1Tf  (usamos  notación  exponencial  para  los  escalares 
cuando  usamos  notación  multiplicativa  para  las  traslaciones).  Es  fácil  ver  que  a 
es  un  homomorfismo:  (TT')a  =  f~1TT'f  =  f~1Tff~1T'f  =  TaT,a.  Además 
a  conserva  las  direcciones  por  el  teorema  8.20.  Por  lo  tanto  a  es  un  escalar, 
claramente  no  nulo.  Cambiando  la  notación  en  la  definición  de  a  tenemos  que 
Tav  =  para  todo  vector  v.  luego  por  la  unicidad  ha  de  ser  /  = /„ . 

La  unicidad  se  sigue  de  (8.1),  pues  si  fa  =  fp,  entonces  o P()  =  /3PQ  para 
todo  vector  PQ.  luego  a  =  /3.  • 

Con  esto  ya  estamos  en  condiciones  de  probar: 

Teorema  8.27  El  anillo  de  escalares  K  es  un  anillo  de  división. 


DemostraciÓN:  Recordemos  que  un  anillo  de  división  es  un  cuerpo  no 
necesariamente  comnutativo.  Sólo  falta  probar  que  todo  escalar  no  nulo  tiene 
un  inverso.  Más  en  general,  observamos  que  la  biyección  aq/0  entre  K*  y 
el  grupo  de  las  homotecias  de  centro  un  punto  fijo  P  conserva  el  producto,  es 
decir,  fap  =  fafp.  En  efecto,  se  cumple 


{fafp)~1T{jfafp 


ff 3 1Tavfp  =  Tp(a^  =  T(aP)i 
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Por  la  unicidad  fafp  =  fap.  Esto  implica  que  K*  es  un  grupo  isomorfo  ai 
grupo  de  homotecias  de  centro  P.  En  particular  todo  escalar  no  nulo  tiene  un 
inverso.  ■ 

Con  esto  tenemos  probado  que  E  es  un  K  espacio  vectorial  por  la  derecha, 
es  decir,  con  la  asociatividad  mixta  en  la  forma  ( a/3)v  =  /3(av).  No  podemos 
aspirar  a  demostrar  la  conmutatividad  de  K  a  partir  de  nuestros  axiomas,  pues 
es  fácil  ver  que  si  K  es  cualquier  anillo  de  división  entonces  Kn  satisface  los 
axiomas  de  espacio  afín  tomando  como  rectas  las  clases  de  congruência  módulo 
los  subespacios  vectoriales  de  dimensión  1,  y  el  anillo  de  división  que  se  obtiene 
según  la  construcción  anterior  es  isomorfo  a  K ,  luego  no  es  necesariamente  con- 
mutativo.  La  geometria  afín  básica  es  válida  en  el  caso  no  conmutativo,  pero  hay 
algunas  diferencias,  como  por  ejemplo  que  las  homotecias  no  son  necesariamente 
afinidades. 

Para  calcular  la  dimensión  de  E  necesitamos  un  axioma  adicional  B2  que 
introducimos  también  con  carácter  provisional.  En  la  subsección  siguiente  de¬ 
mostraremos  los  axiomas  BI  y  B2  a  partir  dei  grupo  A. 

Axioma  B2  Si  v  y  w  son  dos  vectores  distintos  y  no  nulos  con  la  misma 
dirección,  entonces  existe  un  a  £  K  tal  que  w  =  av. 

Los  casos  exceptuados  se  cumplen  trivialmente:  si  v  =  w  sirve  a  =  1  y  si 
w  =  0  sirve  a  =  0.  Por  lo  tanto  sólo  hay  que  exigir  que  v  sea  no  nulo.  La 
estructura  vectorial  de  E  implica  que  a  es  único. 

En  primer  lugar  daremos  una  forma  equivalente  dei  axioma  B2.  Si  BI  ga- 
rantizaba  la  existência  de  traslaciones,  el  axioma  B2  postula  el  hecho  análogo 
sobre  homotecias: 

Axioma  B2P  (para  un  punto  P )  Para  todo  par  de  puntos  Q,  R  tales  que  P, 
Q,  R  estén  alineados  y  sean  distintos,  existe  una  homotecia  de  centro  P  que 
envia  Q  a  R. 

Teorema  8.28  El  axioma  B2  para  un  punto  P  equivale  al  axioma  B2  para  todo 
punto  P  y  también  al  axioma  B2. 

DemostraciÓN:  Supongamos  el  axioma  B2  para  un  punto  P  y  sean  v,  w 
en  las  condiciones  dei  axioma  B2  (global) .  Sean  Q  =  P  +  v,  R  =  P  +  w.  Como 
los  dos  vectores  tienen  la  misma  dirección,  los  tres  puntos  son  colineales.  Como 
son  distintos  y  no  nulos,  los  tres  puntos  P,  Q,  R  son  distintos.  Por  B2P  existe 
una  homotecia  de  centro  P,  que  será  de  la  forma  fa,  tal  que  fa{Q)  =  R,  es 
decir,  P  +  aPfy  =  R.  luego  oPé!}  =  PR,  o  también,  av  =  w. 

Supongamos  ahora  B2  y  probemos  B2P  para  un  punto  arbitrário.  Sean 
P,  Q,  R  tres  puntos  colineales  distintos.  Entonces  PQ  y  PÀ  son  vectores  no 
nulos  distintos  con  la  misma  dirección.  por  B2  existe  un  escalar  no  nulo  tal  que 
PÈ  —  aP$.  Equivalent emente ,  P  H-  qP(^)  —  R ,  luego  —  R .  ■ 
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Teorema  8.29  Si  E  =  (Po, . . . ,  Pn),  donde  los  puntos  son  afínmente  indepen- 
dientes,  y  Vi  =  PoÁ,  entonces  los  vectores  v\, . . . ,  vn  son  una  base  de  Ê. 


DemostraciÓN:  Sea  PqX  un  vector  arbitrário  de  Ê.  La  paralela  a  PoPn 
por  X  corta  a  (Pq,  . . . ,  Pn-i)  en  un  punto  Xi,  de  modo  que 


=  P^5tl  +  xTí. 

El  vector  X\ À  es  nulo  o  tiene  la  nrisina  dirección  que  vn  =  PoPn,  luego  por  B2 
existe  un  escalar  an  tal  que  X±À  = 


OLnVr 


Análogamente,  la  paralela  a  PoP„_i  por  X\  corta  a  (Po, . . . ,  Pn-2)  en  un 
punto  X2,  de  modo  que 


Pr 


3  = 


PqX\  +  anvn  —  P0X2  +  X2X1  +  anvn 


A  su  vez,  el  vector  semX 2X1  es  nulo  o  tiene  la  dirección  de  vn-i,  luego  existe 
un  escalar  a„_i  tal  que 


PoA  —  PqXi  +  anvn  —  P0X2  +  ®-n—  l^n—  1  H- 


Tras  n  pasos  llegamos  a  que  =  ot\V\  H - +  OLnvn ,  luego  v\ , . . . ,  vn  son  un 

sistema  generador  de  E. 

Supongamos  ahora  ciue  a\V\  H —  •  +  anvn  =  0,  con  algún  coeficiente  no  nulo. 
No  perdemos  generalidad  si  suponemos  cjue  an  ^  0.  Entonces 

Pq  —  onPoPn  =  Pq  +  aiPoPi  +  •  •  •  +  an-\PÕPn-\. 


Ahora  bien,  el  miembro  izquierdo  está  en  la  recta  PoPn,  mientras  que  el  miembro 
derecho  está  en  (P0, . . . ,  Pn~l),  pues  Po  +  aiPoPi  está  en  (P0,Pi),  de  donde 
Po+aiPoPi  +Qí2PoP2  está  en  una  recta  que  pasa  por  P2  y  un  punto  de  (Po,  Pi), 
luego  está  en  (P0,  Pi,  P2),  etc. 

Ahora  bien,  la  recta  PoPn  no  puede  tener  más  punto  en  común  con  la  varie- 
dad  (Po, . . . ,  Pn- 1}  que  Po,  pues  si  hubiera  otro  punto  en  la  intersección,  toda 
la  recta  estaria  contenida  en  la  variedad,  luego  Pn  G  (Po, . . . ,  P„_  1},  y  los  Pi  no 
serían  linealmente  independientes. 

Por  consiguiente,  Po  —  anPoPn  =  Po,  lo  que  se  traduce  en  que  an  =  0, 
contradicción.  Esto  prueba  que  los  vectores  Vi  son  linealmente  independientes. 


8.3.3  Los  teoremas  de  Desargues  y  Papos-Pascal 

En  esta  subsección  veremos  que  los  axiomas  dei  grupo  B  se  pueden  demostrar 
a  partir  de  los  dei  grupo  A.  Más  concretamente,  resultan  ser  equivalentes  al 
teorema  de  Desargues.  Recordemos  su  enunciado: 
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Teorema  de  Desargues  Sean  r\,  r-i  y  tres  rectas  distintas  paralelas  o 
concurrentes  en  un  punto  P.  Sean  R,  R'  puntos  en  r\,  sean  S,  S’  puntos  en  r2 
y  T,  T'  puntos  en  r 3  distintos  de  P  si  las  rectas  se  cortan.  Si  RS  es  paralela  a 
R' S'  y  RT  es  paralela  a  R'T'  entonces  ST  es  paralela  a  S'T' . 

Este  enunciado  es  aparentemente  más  fuerte  que  el  que  dimos  en  el  capítulo 
anterior,  pero  observemos  que  si  los  puntos  R,  S ,  T  están  alineados,  lo  mismo 
sucede  con  R' ,  S',T',  luego  el  teorema  es  trivialmente  cierto.  Además,  si  Q  =  Q' 
entonces  R  =  R'  y  T  =  T' . 

Vamos  a  probar  este  teorema  a  partir  de  los  axiomas  dei  grupo  A,  pero 
antes  probaremos  su  equivalência  con  los  axiomas  BI  y  B2.  Llamaremos  DA  al 
enunciado  anterior  cuando  las  rectas  son  paralelas  y  DP  al  enunciado  anterior 
cuando  las  rectas  se  cortan  en  el  punto  P.  Trabajamos  en  un  espacio  afín  E  sin 
suponer  más  que  los  axiomas  dei  grupo  A. 

Teorema  8.30  DA  equivale  al  axioma  BI  y  DP  equivale  a  B2P. 

DemostraciÓn :  Suponiendo  BI  (o  B2P)  tomamos  como  /  la  traslación 
(o  la  homotecia  de  centro  P)  determinada  por  f(Q)  =  Q' .  Entonces  las  rectas 
rq,  ?’2,  rs  son  trazas  de  /.  La  recta  f(Q)f(R)  es  paralela  a  QR  y  pasa  por 
f(Q)  =  Q',  luego  es  Q'R',  y  como  f(R)  ha  de  estar  en  esta  recta  y  en  r2,  ha 
de  ser  f(R)  =  R',  e  igualmente  f(S)  =  S'.  Por  consiguiente  R'  S'  =  f[RS ]  es 
paralela  a  RS. 

Veamos  ahora  que  DA  implica  Bl.  Tomemos  dos  puntos  distintos  Q  y  Q'. 
Vamos  a  construir  una  traslación  que  envie  uno  sobre  el  otro.  En  primer  lugar 
definimos  una  aplicación  T definida  sólo  sobre  los  puntos  exteriores  a  la  recta 
QQ' .  Dado  un  punto  R  en  estas  condiciones,  tomamos  la  recta  r  paralela  a  QQ' 
por  R  (con  lo  que  r  ^  QQ').  Las  rectas  QQ' ,  QR  y  r  están  en  un  mismo  plano, 
luego  éste  contiene  también  a  la  recta  paralela  a  QR  por  Q' ,  que  cortará  a  r  en 
un  punto  R! .  Definimos  T®®' (R)  =  R! . 

El  punto  R'  está  caracterizado  por  el  hecho  de  que  RR'  es  paralela  a  QQ'  y 
QR  es  paralela  a  Q'R' .  Es  claro  entonces  que  TRR  (Q)  =  Q' .  Si  probamos  que 
TQQ  y  rpPP  coinciden  en  su  dominio  comúu,  entonces  definirán  una  aplicación 
sobre  todo  E,  a  la  que  llamaremos  Tqqi  y  probaremos  que  es  la  traslación 
buscada. 

Sea,  pues,  S  un  punto  exterior  a  QQ'  y  RR'  y  sea  S'  =  T Q®  ( S ).  Entonces 
tenemos  tres  rectas  paralelas  distintas,  QQ' ,  RR'  y  SS' .  Además  QS  es  paralela 
a  Q'S'  y  QR  es  paralela  a  Q'R'.  Por  DA  podemos  concluir  que  RS  es  paralela 
a  R'S',  lo  que  implica  que  S'  =  TRR'  (S). 

Para  probar  que  Tqq'  es  una  traslación  basta  probar  que  cumple  las  con¬ 
diciones  dei  teorema  8.16,  pues  ciertamente  Tqqi  no  es  constante  y  tiene  dos 
trazas  paralelas,  a  saber,  QQ'  y  RR',  luego  será  una  traslación.  Tomamos  dos 
puntos  U,  V  y  hemos  de  probar  que  V  =  Tqq'{V )  está  en  la  recta  paralela  a 
UU'  por  U'  =  Tqq'(U).  Si  U  está  en  QQ'  y  V  está  en  RR’,  podemos  tomar  un 
punto  S  exterior  al  plano  que  contiene  a  estas  dos.  La  aplicación  Tss  coincidirá 
con  Tqqi  en  su  dominio  común.  En  cualquier  caso,  tomando  bien,  QQ' ,  bien 
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RR'  o  bien  SS' ,  encontramos  una  recta  que  no  contiene  a  ninguno  de  los  puntos 
U  y  V.  Podemos  suponer  que  es  QQ'. 

Si  UV  es  paralela  a  QQ' ,  entonces  UV  contiene  también  a  U'  y  V ,  con  lo 
que  ciertamente  V  está  en  la  paralela  a  UV  por  U' .  Si  UV  no  es  paralela  a 
QQ' ,  entonces  Q,  U  y  V  están  dispuestos  como  antes  Q,  R  y  S,  y  el  mismo 
razonamiento  prueba  que  U'V  es  paralelo  a  UV. 

La  prueba  de  que  DP  implica  el  axioma  B2P  es  análoga,  cambiando  trasla- 
ciones  por  liomotecias  y  líneas  paralelas  por  líneas  que  pasan  por  P.  ■ 

Nota  Todos  los  resultados  que  liemos  probado  hasta  ahora  se  adaptan  sin 
dificultad  (de  hecho  se  simplifican)  para  el  caso  de  un  plano  afín.  La  adaptación 
dei  teorema  anterior  requiere  una  consideración  adicional.  En  un  punto  de  la 
prueba  hemos  usado  que  siempre  es  posible  tomar  un  punto  exterior  a  dos  rectas 
paralelas  (o  concurrentes  en  el  caso  DP  =>  B2P).  Para  ello  hemos  tomado  un 
punto  exterior  al  plano  que  las  contiene,  lo  cual  no  es  viable  si  el  espacio  es 
plano.  Si  toda  recta  contiene  al  menos  tres  puntos  no  hay  ningún  problema, 
pues  basta  tomar  una  recta  que  corte  a  las  dos  dadas  y  tomar  un  tercer  punto 
en  ella.  El  único  caso  peculiar  se  da  si  las  rectas  tienen  exactamente  dos  puntos, 
pero  entonces  el  plano  consta  únicamente  de  cuatro  puntos  (y  seis  rectas).  En 
este  caso  el  axioma  B2P  se  cumple  trivialmente  y  la  existência  de  traslaciones 
se  prueba  sin  dificultad. 

DemostraciÓN:  (dei  teorema  de  Desargues)  Supongamos  primero  que  los 
planos  RST  y  R' S'T'  son  distintos.  Entonces  son  paralelos,  pues  las  rectas  R’S' 
y  R'T'  están  contenidas  en  el  plano  paralelo  a  RST  por  R' ,  luego  éste  es  R'S'T'. 
El  plano  que  contiene  a  r2  y  7-3  corta  a  RST  en  ST  y  a  R'S'T'  en  S'T ',  luego 
ambas  rectas  están  contenidas  en  un  mismo  plano  y  son  paralelas,  pues  están 
contenidas  en  planos  paralelos. 

Supongamos  ahora  que  RST  =  R'S'T' .  Tomemos  un  punto  R  fuera  de  este 
plano.  Sea  f  la  recta  paralela  a  las  jy  por  R  si  éstas  son  paralelas  o  bien  f  =  RP 
si  concurren  en  P . 


La  recta  paralela  a  RR  por  R'  está  contenida  en  el  plano  que  contiene  a  r\ 
y  a  f,  luego  ha  de  cortar  a  f  en  un  punto  R! .  Los  planos  RRS  y  R’R’S'  son 
distintos  y  podemos  aplicar  el  caso  ya  probado  dei  teorema  de  Desargues  para 
concluir  que  RS  es  paralela  a  R'S'.  Del  mismo  modo  concluhnos  que  RT  es 
paralela  a  R'T'.  A  su  vez  esto  nos  permite  aplicar  la  parte  ya  probada  a  los 
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puntos  RST  y  R'S'T',  lo  que  nos  da  que  ST  es  paralela  a  S'T',  como  queríamos 
probar.  ■ 

La  demostración  anterior  es  esencialmente  tridimensional  (en  el  sentido  de 
que  requiere  el  axioma  A5,  pero  no  A6).  El  ejemplo  siguiente  muestra  que 
no  es  posible  demostrar  el  teorema  de  Desargues  a  partir  de  los  axiomas  de  la 
geometria  plana: 

Ejemplo  Vamos  a  construir  un  plano  afín  que  no  satisface  el  teorema  de 
Desargues.  Tomamos  II  =  R2  como  conjunto  de  puntos,  aunque  las  rectas  de  II 
no  serán  las  usuales.  Una  recta  usual  en  R2  está  formada  por  los  puntos  (x,  y) 
que  cumplen  una  ecuación  dei  tipo  ax  +  by  =  c.  Si  b  =  0  tenemos  una  recta 
vertical  de  la  forma  x  =  n,  mientras  que  si  b  ^  0  la  ecuación  es  equivalente  a 
una  de  la  forma  y  =  mx  +  n,  donde  m  y  n  están  univocamente  determinados 
por  la  recta.  Tomamos  como  rectas  de  II  las  rectas  usuales  de  la  forma  x  =  n 
(verticales),  las  de  la  forma  y  =  mx  +  n  con  to  <  0  (lo  cual  incluye  a  las 
horizontales)  y,  para  cada  to,  n  €  R,  m  >  0,  los  conjuntos  de  pares  (x,y)  que 
cumplen 

2 m  x  +  n  si  y  >  0 
mx  +  n  si  y  <  0 

cada  uno  de  estos  conjuntos  es  una  línea  quebrada  for¬ 
mada  por  la  unión  de  dos  semirrectas  con  origen  común 
en  el  punto  (n,  0),  una  contenida  en  el  semiplano  superior 
y  >  0  y  otra  en  el  inferior.  La  figura  muestra  algunas  de  las  rectas  de  II. 

La  comprobación  de  los  tres  axiomas  dei  plano  afín  no  presenta  ninguna 
dificultad.  El  menos  evidente  es  la  existência  de  una  única  recta  que  pasa  por 
dos  puntos  (a,  b)  y  (c,  d)  cuando  b<0,d>0ya<b.  Tal  recta  ha  de  ser 
necesariamente  de  las  quebradas,  y  basta  ver  que  las  ecuaciones  ma  +  n  =  6, 
2 mc  +  n  =  d  tienen  solución  única  (to,  n)  con  m  >  0. 

La  figura  siguiente  muestra  un  contraejemplo  al  teorema  de  Desargues:  ve¬ 
mos  dos  triângulos  en  posición  de  Desargues  con  dos  pares  de  lados  paralelos, 
mientras  que  el  tercero  se  corta  en  P.  Dejamos  los  detalles  al  lector.  ■ 
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Ejercicio:  Probar  que  en  II  no  hay  traslaciones  cuyas  trazas  sean  las  rectas  vertica- 
les.  Mostrar  un  contraejemplo  dei  teorema  de  Desargues  en  el  que  las  rectas  ri  sean 
concurrentes. 

Definición  8.31  Un  plano  afín  es  arguesiano  si  en  él  se  cumple  el  teorema  de 
Desargues. 

Si  un  plano  afín  II  es  sumergible  en  un  espacio  afín  E  (en  el  sentido  de  que 
II  C  E  y  las  rectas  de  E  contenidas  en  II  son  exactamente  las  rectas  de  II)  enton- 
ces  II  es  arguesiano,  pues  E  cumple  el  teorema  de  Desargues.  Recíprocamente, 
un  plano  afín  arguesiano  es  isomorfo  a  un  plano  afín  de  la  forma  A2,  para  un 
cierto  anillo  de  división  K,  que  puede  sumergirse  en  A'3,  que  es  un  espacio 
afín.  Así  pues,  los  planos  arguesianos  son  exactamente  los  planos  sumergibles 
en  espacios. 

Ahora  mostraremos  un  enunciado  puramente  geométrico  equivalente  a  la 
conmutatividad  dei  anillo  de  división  asociado  a  un  espacio  afín  (o  un  plano 
arguesiano).  Ya  liemos  observado  que  el  grupo  K*  es  isomorfo  al  grupo  de  las 
homotecias  con  un  mismo  centro  P.  Así  pues,  K  será  un  cuerpo  si  y  sólo  si  este 
grupo  es  abeliano. 

Definición  8.32  Un  hexágono  es  un  conjunto  de  seis  puntos  ordenados  Ai,  A2, 
A3,  A. 4,  A5,  A6.  Llamaremos  lados  dei  hexágono  a  las  seis  rectas  A\A2,  A2A3, 
A3A4,  A$Aq,  AqAi.  Dos  lados  de  un  hexágono  son  contíguos  si  tienen  un  vértice 
en  común,  y  en  caso  contrario  son  opuestos. 

Teorema  8.33  (Teorema  de  Papos— Pascal)  Sean  r  y  s  dos  rectas  secantes 
y  consideremos  un  hexágono  tal  que  los  vértices  A\,  A3,  A$  están  sobre  r  y  A2, 
A4,  Aq  están  sobre  s  (todos  ellos  distintos  dei  punto  de  intersección) .  Si  dos 
pares  de  lados  opuestos  son  paralelos,  el  tercer  par  también  lo  es. 


Vamos  a  probar  que  este  teorema  se  cumple  exactamente  en  los  espacios 
afines  cuyo  anillo  de  división  asociado  es  un  cuerpo.  Puesto  que  todos  sus 
elementos  están  contenidos  en  un  plano,  de  hecho  se  cumple  en  los  espacios 
afines  de  dimensión  arbitraria. 

DemostraciÓN:  Supongamos  en  primer  lugar  el  teorema  de  Papos  y  vea- 
mos  que  K  es  conmutativo.  Sean  rys  dos  rectas  que  se  corten  en  un  punto  P. 
Sea  Ai  un  punto  sobre  r  distinto  de  P.  Sea  /  una  homotecia  arbitraria  de  centro 
P  (no  trivial).  Entonces  f(Ai)  =  A3  ^  A\  está  en  r  y  eligiendo  la  homotecia 
apropiada  podemos  hacer  que  sea  cualquier  punto  de  r  prehjado.  Tomemos 
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otra  homotecia  no  trivial  g  de  centro  P  y  un  punto  A 2  en  s  distinto  de  P.  Sea 
Ag  =  g(A2)  7^  A2,  que  también  estará  en  s  y  es  un  punto  arbitrário  si  elegimos  g. 

Sean  A5  =  g[f{A1))  =  g(A3)  y  A4  =  f(g(A2))  =  /(A6).  Claramente  AiA6 
es  paralela  a  /(Ai)/(Ag)  =  A3A4  y  A2A3  es  paralela  a  g(A2)g(A3)  =  A6A5. 
Por  el  teorema  de  Papos  también  A3A2  es  paralela  a  A4A5 . 

La  conmutatividad  gf  =  fg  equivale  a  que  /(g(Ai)j  =  g(/(Ai)J,  es  de- 
cir,  f(g(Ai))  =  A5,  pero  f(g(Ai))  es  el  punto  donde  la  paralela  a  AiA2  por 
f(g{A2 ))  =  A4  corta  a  r,  es  decir,  se  trata  efectivamente  de  A5. 

Recíprocamente,  dado  un  hexágono  en  las  condiciones  dei  teorema  de  Papos, 
digamos  con  AiAg  paralela  a  A3A4  y  con  A2A3  paralela  a  A6A5,  consideramos 
la  homotecia  /  de  centro  P  que  cumple  /(Ai)  =  A3  y  la  homotecia  g  de  centro  P 
que  cumple  g{A2)  =  Ag.  Invirtiendo  el  razonamiento  y  usando  que  fg  =  gf 
concluimos  que  A3A2  es  paralela  a  A4A5.  ■ 

Para  terminar  probamos  que  los  dos  teoremas  que  acabamos  de  estudiar  no 
son  independientes: 

Teorema  8.34  (Hessenberg)  En  todo  espado  afín  en  el  que  se  cumple  el 
teorema  de  Papos-Pascal  se  cumple  también  el  teorema  de  Desargues. 

Empezamos  demostrando  que  el  teorema  de  Papos-Pascal  vale  igualmente 
cuando  las  rectas  sobre  las  que  se  encuentran  los  seis  puntos  son  paralelas  en 
lugar  de  secantes. 

Suponemos  que  las  rectas  A3A2  y  A4A5 
son  paralelas,  al  igual  que  A3A6  y  T3A4,  y  te- 
nemos  que  probar  que  A2A3  y  A3Aq  también 
lo  son. 

En  primer  lugar  observamos  que  si  dos  de 
los  puntos  Ai,  A3,  A5  son  iguales,  la  con- 
clusión  es  inmediata.  Por  ejemplo,  si  se  cum¬ 
ple  A3  =  A5,  tiene  que  ser  A2  =  A6.  Si  es  ^4i  =  A5,  entonces  A2  =  A4  y  la 
conclusión  coincide  con  la  hipótesis  dei  paralelismo  de  A\A3  y  T3T4.  Igualmente 
se  razona  si  A\  =  A3. 

Así  pues,  podemos  suponer  que  A3,A3,A3  son  distintos  dos  a  dos  y,  por 
simetria,  también  que  A2,  A4,  A3  son  distintos  dos  a  dos. 

Sea  r  la  paralela  a  A2A3  que  pasa  por  A$.  Tiene  que  cortar  a  A\A3  en  un 
punto  Ag,  pues  en  caso  contrario  A2A3  seria  paralela  a  A\Aq,  luego  a  A3A4  y 
seria  A2  =  A4.  Basta  probar  c^ue  A'6  =  Ae.  Supongamos  lo  contrario. 

No  puede  ser  A'e  =  A2,  pues  entonces  A2  €  AiAe,  luego  seria  A2  =  A6. 
Sea  s  =  A2A'3  ^  A2A6.  Como  A3A4  es  paralela  a  A\A3  y  s  corta  a  la  segunda, 
también  corta  a  la  primera,  digamos  en  A'a  ^  A4.  Igualmente,  s  tiene  que  cortar 
a  AiA3  en  un  punto  O. 

Sucede  entonces  que  A\,A3,A3  y  ^2,^4,  Ag  cumplen  las  hipótesis  dei  teo¬ 
rema  de  Papos-Pascal  para  rectas  secantes.  Ahora  sabemos  que  A5  Ag  es  paralela 


A2  Ag  A4 
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a  A2A3  y  que  A\A!&  es  paralela  a  A3A4,  luego  concluimos  que  A5A4  es  paralela 
a  A\A2 ,  luego  A5A4  =  A5A4,  y  el  punto  de  corte  de  esta  recta  con  A3A4  es 
A4  =  A'4,  contradicción.  ■ 

A  continuación  demostramos  el  teorema  de  Desargues  para  rectas  concurren- 
tes.  Como  ya  sabemos  que  el  teorema  de  Desargues  se  curnple  en  todo  espado 
afín  de  dimensión  mayor  que  2,  podemos  restringimos  al  caso  de  un  plano  afín. 

Tenemos  la  situación  que 
muestra  la  figura,  en  la  que 
suponemos  que  las  tres  rec¬ 
tas  concurrentes  en  O  son  dis¬ 
tintas  dos  a  dos,  que  los  tres 
pares  de  puntos  son  distintos 
de  O  y  que  las  rectas  AB  y 
A' B'  son  paralelas,  al  igual 
que  AC  y  A’ C ,  y  tenemos 
que  demostrar  que  también  lo 

No  puede  suceder  que  O  £  AB ,  pues  entonces  O  A  seria  igual  a  OB ,  en 
contra  de  lo  supuesto.  Igualmente  O  £  AC  y  O  ^  BC.  Distinguimos  dos  casos: 

Caso  1  OB  no  es  paralela  a  AC. 


Entonces  la  paralela  a  OB  por  A  no  es  AC,  luego  no  es  paralela  a  A'C, 
luego  la  corta  en  un  punto  L.  Sea  M  el  punto  de  corte  de  OC  con  AL  (existe 
porque  OC  corta  a  OB,  luego  también  a  su  paralela  AL).  Por  último,  sea  N  el 
punto  de  corte  de  B'L  con  AB.  Existe  tal  punto,  pues  en  caso  contrario  B'L 
seria  la  paralela  AB  por  B' ,  pero  ésta  es  A'B',  luego  seria  L  =  A' ,  pues  ambos 
son  la  intersección  de  esta  recta  con  A'C,  pero  entonces  AL  =  A  A'  no  seria 
paralela  a  OB,  contradicción. 


Aplicamos  el  teorema  de  Papos-Pascal  al  hexágono  formado  por  los  puntos 
N,  B',  L  y  O,  A,  A! .  (Las  rectas  que  los  contienen  pueden  ser  paralelas  o  secantes, 
pero  contamos  con  el  teorema  en  ambos  casos.)  Sabemos  que  AN  =  AB  es 
paralela  a  A'B'  y  que  AL  es  paralela  a  OB',  luego  concluimos  que  ON  es 
paralela  a  A'L  =  A!C ,  luego  también  a  AC. 
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Ahora  aplicamos  el  teorema  de  Papos-Pascal  al  hexágono  formado  por  los 
puntos  N,B,A  y  O,  M,  C.  Sabemos  que  AM  =  AL  es  paralela  a  OB  y  que  ON 
es  paralela  a  AC,  luego  MN  es  paralela  a  BC. 

Finalmente  consideramos  el  hexágono  formado  por  O,  M,  C'  y  N,  B' ,  L.  Sa¬ 
bemos  que  ON  es  paralela  a  LC  y  que  ML  =  AL  es  paralela  a  OB' ,  luego  MN 
es  paralela  a  B'C . 

Así  pues,  BC  es  paralela  a  MN  y  ésta  a  B'C ,  y  tenemos  la  conclusión. 

Caso  2  OB  es  paralela  a  AC. 

Supongamos,  por  reducción  al  ab¬ 
surdo,  que  BC  no  es  paralela  a  B'C . 

Entonces,  una  de  las  dos  rectas,  BC 
o  B'C ,  no  es  paralela  a  O  A.  Por  si¬ 
metria,  no  perdemos  generalidad  si  su- 
ponemos  que  es  BC.  La  paralela  a 
BC  por  B'  tiene  que  cortar  a  OC  en 
un  punto  C" ,  porque  OC  corta  a  BC, 
luego  también  a  sus  paralelas.  Además  C"  ^  C ,  porque  estamos  suponiendo 
que  B'C  no  es  paralela  a  BC. 

Ahora  los  puntos  B,  A,  C  y  B' ,  A! ,  C"  están  en  las  condiciones  dei  caso  1  en 
lugar  de  A,B,C  y  A',B',C,  porque  O  A  no  es  paralela  a  BC.  La  conclusión 
es  que  AC  es  paralela  a  A'C" ,  pero  entonces  A'C  es  paralela  a  A'C" ,  luego 
C  =  C" ,  contradicción.  ■ 


Falta  probar  el  teorema  de  Desargues  para  rectas  paralelas.  Para  ello  demos¬ 
tramos  primero  el  recíproco  dei  teorema  de  Desargues  para  rectas  concurrentes: 


Ahora  suponemos  que  los 
lados  de  ambos  triângulos  son 
paralelos  dos  a  dos  (pero  so¬ 
bre  rectas  distintas)  y  que  las 
rectas  A  A'  y  BB'  se  cortan 
en  el  punto  O,  y  vamos  a  pro¬ 
bar  que  la  recta  CC  también 
pasa  por  O. 

Como  OC  corta  a  BC,  también  corta  a  su  pa¬ 
ralela  B'C  en  un  punto  C" .  Entonces  A,  B,C  y 
A',B',C"  están  en  las  condiciones  dei  teorema  de  Desargues  ya  demostrado, 
con  BC  paralela  a  B'C"  =  B'C  y  AB  paralela  a  A' B' ,  luego  concluímos  que 
AC  es  paralela  a  A1C" ,  luego  A!C"  es  la  paralela  a  AC  por  A! ,  pero  ésta  es 
A'C ,  luego  C"  =  C ,  pues  ambos  son  el  punto  de  corte  de  A!C  =  A1C"  con 
B'C ,  luego  CC  =  OC"  pasa  por  O.  »  ^  ^ 


Seguidamente  probamos  lo  mismo,  pero  supo¬ 
niendo  que  las  rectas  AA'  y  BB'  son  paralelas,  y 
vamos  a  ver  que  CC  también  es  paralela  a  ambas. 
En  efecto,  si  CC  no  fuera  paralela  a  AA' ,  ambas 
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rectas  se  cortarían  en  un  punto  O,  pero  entonces  el  teorema  que  acabamos  de 
probar  implicaria  que  BB'  también  pasaría  por  O,  cuando  estamos  suponiendo 
que  es  paralela  a  AA' .  ■ 

Y  por  último  probamos  el  teorema  de  Desargues  para  rectas  paralelas:  si  las 
tres  rectas  AA'.  BB'  y  CC  son  paralelas  distintas  dos  a  dos,  AB  es  paralela  a 
A'B'  y  AC  es  paralela  a  A'C,  entonces  BC  es  paralela  a  B'C . 

En  efecto,  si  BC  no  es  paralela  a  B'C ,  podemos  considerar  la  paralela  a  BC 
por  C",  que  cortará  a  BB'  en  un  punto  B" ,  pero  entonces  A,B,C  y  A' ,  B' ,  C" 
están  en  las  condiciones  dei  resultado  precedente,  luego  BB"  es  paralela  a  AA' , 
luego  BB"  es  la  paralela  a  CC  por  B ,  luego  es  BB\  luego  B'  —  B"  y  tenemos 
que  BC  sí  que  es  paralela  a  B'C,  contradicción.  ■ 

Esto  termina  la  prueba  dei  teorema  de  Hessenberg. 

8.4  Los  axiomas  de  ordenación 

Veamos  ahora  el  efecto  de  incorporar  los  axiomas  de  ordenación  a  los  de  la 
geometria  afín.  Ante  todo,  es  fácil  ver  que  el  ejemplo  de  plano  no  arguesiano  que 
hemos  dado  en  la  sección  anterior  cumple  también  los  axiomas  de  ordenación 
con  la  definición  obvia  de  la  relación  “estar  entre”,  por  lo  que  los  axiomas  de 
incidência  y  ordenación  en  la  geometria  plana  no  son  suficientes  para  demostrar 
el  teorema  de  Desargues  o  introducir  coordenadas.  Por  consiguiente,  aqui  vamos 
a  considerar  únicamente  el  caso  de  un  espacio  afín  E  (de  dimensión  finita) 
arguesiano,  y  esto  último  se  cumple  siempre  que  la  dimensión  es  mayor  que  2. 
No  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  E  —  Kn,  para  un  cierto  anillo  de 
división  K  y  un  número  natural  n  >  2. 

Otro  hecho  que  ya  hemos  discutido  es  que,  al  considerar  los  axiomas  de 
ordenación,  los  axiomas  de  la  geometria  afín  pueden  relajarse  hasta  los  axiomas 
Al  A5  considerados  al  principio  de  la  sección  8.1,  pues  los  hechos  adicionales 
que  contienen  los  axiomas  afines  pueden  probarse  con  los  axiomas  de  ordenación. 

En  la  sección  4.2  vimos  que  si  K  es  un  cuerpo  ordenado,  entonces  en  Kn 
podemos  definir  una  relación  “estar  entre”  que  verifica  los  axiomas  de  orde¬ 
nación,  y  es  fácil  ver  que  la  prueba  vale  igualmente  si  K  es  un  anillo  de  división 
ordenado.  Ahora  vamos  a  demostrar  el  recíproco:  si  Kn  cumple  los  axiomas 
de  ordenación  con  cierta  relación  “estar  entre” ,  entonces  el  anillo  de  división  K 
admite  una  estructura  de  anillo  ordenado. 

Ante  todo,  observemos  que  no  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  n  =  2, 
pues  si  Kn  cumple  los  axiomas  de  ordenación,  entonces  cualquiera  de  sus  planos 
los  cumple  también  (con  la  restricción  de  la  restricción  “estar  entre”  de  Kn), 
luego  a  través  de  una  asignación  de  coordenadas  podemos  transportar  a  K 2 
dicha  relación  “estar  entre” . 

Tr aba j amos,  pues,  con  los  axiomas  de  incidência  y  ordenación  de  la  geo¬ 
metria  plana.  Recordemos  que  en  este  contexto  a  cada  recta  le  podemos  aso- 
ciar  dos  relaciones  de  orden  mutuamente  inversas,  descritas  en  el  teorema  1.20. 
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Por  otra  parte,  alrora  contamos  con  el  axioma  de  las  paralelas,  que  no  consi- 
derábamos  en  el  capítulo  I,  y  que  nos  permite  introducir  el  concepto  siguiente: 

Deflnición  8.35  Sean  r  y  r'  dos  rectas  distintas  y  sea  t  una  recta  que  las  corte 
a  ambas.  Llamaremos  proyección  paralela  entre  ambas  rectas  a  la  aplicación 
7 t  :  r  — >  r'  que  a  cada  punto  X  £  r  le  asigna  el  punto  donde  la  paralela  a  t  por 
X  corta  a  r' . 

Es  claro  que  las  proyecciones  paralelas  entre  rectas  son  biyectivas  (estamos 
usando  que  las  rectas  se  encuentran  en  el  nrismo  plano,  pues  la  proyección 
paralela  no  estaria  bien  definida  si  las  rectas  se  cruzaran  en  el  espacio). 

Sólo  necesitaremos  tener  en  consideración  una  consecuencia  de  los  axiomas 
de  ordenación: 

Teorema  8.36  Dadas  dos  rectas  r  y  r'  y  fijada  una  de  sus  dos  ordenaciones 
posibles  en  cada  una  de  ellas,  las  proyecciones  paralelas  entre  ambas  conservan 
o  invierten  la  orientación. 

DemostraciÓN:  Sea  t  una  recta  que  corte  a  r  y  a  r'  en  puntos  A  y  A' . 
Como  dos  rectas  paralelas  definen  la  misnra  proyección  paralela,  en  el  caso  en 
que  r  y  r'  sean  secantes,  podemos  suponer  que  A  =  A!  es  el  punto  de  corte. 

La  recta  s  divide  al  plano  en  dos  semiplanos  S+  y  S-,  cada  uno  de  los 
cuales  contiene  a  una  de  las  semirrectas  que  los  puntos  A  y  A'  determinan  en 
r  y  r' ,  respectivamente.  Llamemos  r+  y  r'+  a  las  semirrectas  contenidas  en 
S+  y  r_  y  r'_  a  las  contenidas  en  S-.  Intercambiando  las  ordenaciones  si  es 
preciso,  podemos  suponer  que  los  puntos  de  r+  son  mayores  que  los  de  y 
que,  igualmente,  los  puntos  de  r'+  son  mayores  que  los  de  r'_. 

Vamos  a  probar  que,  con  estos  ajustes,  la  proyección  paralela  ir  determinada 
por  t  conserva  el  orden  (lo  cual  significa  que  lo  conserva  o  lo  invierte  con  las 
ordenaciones  originales).  Para  ello  tomamos  dos  puntos  X,  Y  Sr,  tales  que 
X  <  Y.  Llamemos  X'  =  7r(V),  Y'  =  7 t{Y).  Distinguimos  vários  casos: 

Si  X  <  A  <  Y,  entonces  X  £  r_,  Y  £  r+,  y  es  claro  que  la  proyección 
transforma  r_  en  r'_  y  r+  en  r'+  (pues  el  segmento  que  une  cada  punto  con  su 
irnagen  es  paralelo  a  t,  luego  t  no  lo  corta,  luego  el  punto  y  la  irnagen  están  en 
el  mismo  semiplano  respecto  de  t).  Por  lo  tanto  X'  <  A!  <  Y' . 

Si  A  <  X  <  Y,  entonces  A  —  X  —  Y.  Si  A  =  A',  el  axioma  B4  aplicado  a  A, 
Y,  Y'  implica  que  la  paralela  a  t  por  X  tiene  que  cortar  al  segmento  A'Y',  y  el 
punto  de  corte  es  X',  luego  A'  —  X'  —  Y' ,  luego  X'  <  Y’ . 

Si  A  ^  A’  aplicamos  primero  B4  a  los  puntos  A,  Y,  Y' ,  con  lo  que  la  paralela 
a  t  por  X  corta  a  AY',  y  luego  a  los  puntos  A ,  A',Y',  con  lo  que  dicha  paralela 
corta  a  A'Y' ,  y  concluimos  igualmente. 

El  caso  X  <  Y  <  A  es  análogo,  y  los  casos  en  los  que  X  =  A  o  Y  =  A 
tampoco  ofrecen  ninguna  dificultad.  ■ 

Es  inmediato  comprobar  que  un  anillo  de  división  K  admite  estructura  de 
anillo  ordenado  si  y  sólo  si  tiene  un  cono  positivo,  que  es  un  conjunto  P  C  K 
cerrado  para  sumas  y  productos  tal  que  K  =  P  U  (— P)  y  P  fl  (— P)  =  {0}. 
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Concretamente,  si  existe  tal  conjunto  P,  es  claro  que  la  relación  en  K  dada 
por  a  <  b  si  y  sólo  si  b  —  a  £  P  es  una  relación  de  orden  compatible  con  la 
estructura  algebraica  de  K. 

Para  conectar  esto  con  los  axiomas  de  ordenación  introducimos  el  concepto 
siguiente: 

Deflnición  8.37  Un  anillo  de  división  K  está  débilmente  ordenado  si  sobre  él 
hay  definida  una  relación  de  orden  total  de  modo  que 

1.  para  cada  a  £  KAa  aplicación  x  K >  x  +  a  conserva  o  invierte  el  orden. 

2.  para  cada  a  £  K ,  a  ^  0,  la  aplicación  x  >->•  ax  conserva  o  invierte  el  orden. 

Cuando  en  este  contexto  digamos  que  los  elementos  a,  b,  c, . . .  están  ordena¬ 
dos  deberá  entenderse  que  a  <  b  <  c, ...  o  bien  . . .  c  <  b  <  a. 

Es  fácil  ver  que  todo  anillo  de  división  ordenado  está  débilmente  ordenado. 
Vamos  a  ver  que  el  recíproco  es  cierto  salvo  en  un  caso:  si  K  es  el  cuerpo  de  dos 
elementos  entonces  es  obvio  que  está  débilmente  ordenado,  pues  sólo  admite  dos 
ordenaciones  mutuamente  inversas  y  por  lo  tanto  cualquier  biyección  conserva 
o  invierte  el  orden.  Sin  embargo  no  puede  ser  ordenado. 

Teorema  8.38  Si  K  es  un  anillo  de  división  con  más  de  dos  elementos  y  está 
débilmente  ordenado,  entonces  está  ordenado. 

DemostraciÓN :  En  primer  lugar,  la  característica  de  K  no  puede  ser  2. 
En  efecto,  sean  0, 1,  a  tres  elementos  distintos  en  K.  Si  están  ordenados  en  la 
forma  0, 1,  a ,  entonces  sumamos  1  y  obtenemos  la  ordenación  1,  0,  a+1,  mientras 
que  si  sumamos  a  obtenemos  la  ordenación  a,  a  +  1,0.  Estas  dos  ordenaciones 
implican  que  1, 0,  a  +  1,  a,  lo  que  contradice  la  ordenación  inicial. 

Si  la  ordenación  es  a,  0, 1  entonces  al  surnar  1  y  a  obtenemos  a  +  1,1,0  y 
0,  a,  a  +  1.  Las  dos  primeras  implican  a,  0, 1,  a  +  1,  que  contradice  a  la  tercera. 

Dado  a  £  K*  consideramos  las  posibles  ordenaciones  de  0,  a/2  y  —a/2.  Si 
se  da  —a/2,0,  a/2  entonces  sumando  ±a/2  obtenemos  —a,  —a/2,0  y  0,a/2,  a, 
lo  que  implica  —a,  —a/2,  0,  a/2,  a.  En  particular  —a,  0,  a. 

Si  por  el  contrario  0,  —a/2,  a/2  obtenemos  —a/2,  —a,  0  y  a/2,  0,  a,  de  donde 
se  sigue  igualmente  —a,  0,  a. 

Cambiando  la  ordenación  de  K  por  su  inversa  si  es  necesario,  K  sigue  siendo 
un  cuerpo  débilmente  ordenado  con  0  <  1.  Acabamos  de  probar  que  si  P  es 
el  conjunto  de  los  elementos  >  0,  entonces  —P  es  el  conjunto  de  los  elementos 
<  0,  luego  se  curnple  que  K  =  P  U  (— P)  y  que  P  fl  (— P)  =  {0}. 

Dados  a,b  £  P  no  nulos,  intercambiando  a  y  b  podemos  suponer  que  0,  a,  b. 
Sumamos  a,  con  lo  que  obtenemos  a,  2a,  a+b.  Sumando  a  en  —a,  0,  a  obtenemos 
0,  a,  2a,  luego  0,  a,  2a,  a  +  b,  luego  a  +  b  £  P. 

Finalmente,  si  a,  b  £  P  son  no  nulos  y  6  /  1,  tenemos  la  ordenación  0, 1,  6 
o  bien  0,  b,  1,  luego  también  0,  a,  ab  o  bien  0,  ab,  a.  En  ambos  casos  ab  £  P.  El 
caso  b  =  1  es  trivial.  ■ 
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Teorema  8.39  Sea  E  un  espado  afín  sobre  un  anillo  de  división  K  cuyas  rectas 
tengan  al  menos  tres  puntos.  Entonces  E  cumple  los  axiomas  de  ordenación 
(con  cierta  definición  de  la  relación  “estar  entre”)  si  y  sólo  si  K  admite  una 
estructura  de  anillo  ordenado. 

DemostraciÓn:  Si  K  es  un  anillo  de  división  ordenado,  ya  sabemos  que 
es  posible  definir  en  E  una  relación  “estar  entre”  que  cumple  los  axiomas  de 
ordenación.  Recíprocamente,  si  E  cumple  los  axiomas  de  ordenación,  ya  liemos 
razonado  que  no  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  E  es  un  plano  afín. 

Podemos  biyectar  K  con  los  puntos  de  una  recta  mediante  la  correspondência 
a  H >  P  +  av,  donde  P  y  v  son  un  punto  y  un  vector  prefijados.  Probaremos  que 
este  orden  es  un  orden  débil  en  K  y,  por  el  teorema  anterior,  él  o  su  inverso  (cl 
orden  que  hace  1  >  0)  es  una  ordenación  de  K .  Antes  veremos  que  el  orden  no 
depende  de  la  elección  de  P  o  v. 

En  primer  lugar  cambiamos  v  por  otro  vector  w  ^  0.  Consideremos  la 
homotecia  dada  por  fa(Q)  =  P  +  aP($.  En  particular 

P  +  av  =  fa(P  +  v),  P  +  OíW  =  fa(P  +  «>). 

Esto  implica  que  las  rectas  que  pasan  por  P  +  av  y  P  +  aw  forman  un  haz 
de  rectas  paralelas  o,  equivalentemente,  cada  P  +  aw  se  obtiene  de  P  +  av  por 
proyección  paralela.  Por  hipótesis  el  orden  se  conserva  (o  invierte)  y  en  ambos 
casos  el  orden  en  K  (que  hace  1  >  0)  es  el  mismo. 

Si  reemplazamos  el  punto  P  por  otro  punto  Q ,  tomamos  un  vector  v  de 
dirección  distinta  a  PQ.  Entonces  las  rectas  P  +  av  y  Q  +  av  son  paralelas, 
al  igual  que  las  rectas  que  pasan  por  cada  par  de  puntos  de  esta  forma.  Por 
lo  tanto  Q  +  av  se  obtiene  de  P  +  av  por  proyección  paralela  y  concluimos  dei 
mismo  modo  que  ambas  rectas  inducen  el  mismo  orden  en  K . 

Para  probar  que  la  ordenación  de  K  es  un  orden  débil  observamos  que, 
fijados  P  y  v,  la  aplicación  a  H >  a  +  ô  en  K  se  corresponde  con  la  aplicación 
P  +  av  i-A  P  +  (a  +  6)v  =  ( P  +  ôv)  +  av. ,  luego  la  ordenación  de  K  se  convierte  en 
la  inducida  fijando  P+av  y  v  que,  según  hemos  visto,  es  la  misma  o  la  opuesta. 

Similarmente,  la  aplicación  a  H >  ôa  en  K  se  corresponde  con  la  aplicación 
P  +  av  H >  P  +  a(Sv),  luego  el  orden  de  K  se  transforma  en  el  inducido  por  P 
y  ôv,  que  es  el  mismo  o  el  inverso.  ■ 

Puede  probarse  que  existen  anillos  de  división  ordenados  no  comnutativos,  y 
esto  implica  que  los  axiomas  de  ordenación  no  bastan  para  demostrar  que  el  ani¬ 
llo  de  escalares  tenga  que  ser  conmutativo  o,  equivalentemente,  para  demostrar 
el  teorema  de  Papos-Pascal. 


8.5  Los  axiomas  de  congruência 

Vamos  a  considerar  ahora  un  espacio  afín  arbitrário  (no  excluimos  a  los 
planos  no  arguesianos)  que  satisfaga  los  axiomas  de  ordenación  y  de  congruência. 

Si  suponemos  adernás  la  propiedad  arquimediana,  en  el  capítulo  IV  hemos 
probado  que  el  espacio  dado  estructura  de  espacio  afín  sobre  un  cuerpo,  en 
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el  sentido  algebraico.  En  realidad  lo  hemos  probado  para  dimensiones  2  y  3, 
pero  ahí  está  precisamente  el  caso  no  trivial,  pues  sabemos  que  el  teorema  de 
Desargues  se  cumple  en  todo  espado  afín  de  dimensión  mayor  que  2  y,  en  cuanto 
al  teorema  de  Papos-Pascal,  si  un  espado  de  dimensión  arbitraria  cumple  los 
grupos  de  axiomas  A,  B,  C  (incluyendo  el  axioma  de  las  paralelas)  más  la 
propiedad  arquimediana,  lo  mismo  valdrá  para  cualquiera  de  sus  planos,  luego 
todos  ellos  cumplirán  el  teorema  de  Papos-Pascal,  pero  como  éste  es  un  teorema 
sobre  figuras  planas,  el  hecho  de  que  se  cumpla  en  todo  plano  equivale  a  que  se 
cumpla  en  general. 

En  esta  sección  vamos  a  demostrar  que  la  propiedad  arquimediana  no  es 
necesaria  realmente,  de  modo  que  toda  geometria  que  cumpla  los  grupos  de 
axiomas  A,  B,  C  (incluyendo  el  axioma  de  las  paralelas)  satisface  el  teorema 
de  Papos-Pascal  y,  por  consiguiente  el  de  Desargues.  Por  el  mismo  argumento 
anterior,  basta  considerar  el  caso  de  la  geometria  plana. 

Suponemos,  pues,  los  grupos  de  axiomas  A,  B  y  C  dei  capítulo  I  para  la 
geometria  plana,  incluyendo  el  axioma  de  las  paralelas. 

Necesitamos  algunos  resultados  prévios,  que  se  basan  en  el  teorema  siguiente: 

Teorema  8.40  Sean  ABC  y  ABD  dos  triângulos  rectángulos  con  la  misma 
hipotenusa  AB  y  de  modo  que  C  y  D  estén  en  lados  opuestos  respecto  a  ella,  y 
sea  E  el  pie  de  la  perpendicular  a  CD  por  A.  Entonces  C  —  E  —  D  y  se  cumplen 
las  congruências  BAC  =  DAE  y  BAD  =  CAE. 


cumple  que  B  está  dentro  dei  ângulo  D  AC,  luego  BAC  <  D  AC.  Por  lo  tanto, 
existe  un  punto  E'  en  CD  tal  que  DAE'  =  BAC .  Como  las  sumas  de  ângulos 
se  pueden  cancelar,  esto  implica  a  su  vez  que  E'  AC  =  DAB. 

Basta  probar  que  E'  =  E,  para  lo  cual  basta  ver  que  r  =  AE'  es  perpendi¬ 
cular  a  CD. 

Sea  D'  el  simétrico  de  B  respecto  de  D,  es  decir,  el  único  punto  sobre  la  recta 
BD  que  cumple  DD'  =  BD.  Similarmente,  sea  O  el  simétrico  de  B  respecto 
de  C.  Las  hipótesis  sobre  los  ângulos  rectos  implican  que  AC  =  AB  =  AD' , 
así  como  que  BAC  =  CAC,  BAD  =  D' AD. 
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De  aqui  se  sigue  que 

CAÈ'  =  CMC  +  CÃE'  =  ~BAC  +  DÃB  =  CAD  +  DAD'  =  CM DL 


Así,  los  triângulos  C AE'  y  E' AD'  son  congruentes  y  tienen  un  lado  en 
común,  pero  no  pueden  ser  coincidentes,  pues  claramente  C  ^  D'  (por  ejemplo, 
porque  AB  los  separa).  La  unicidad  dei  transporte  de  triângulos  exige  que  C 
y  D '  estén  en  lados  opuestos  respecto  a  r  =  AE' ,  luego  r  corta  a  CD'  en  un 
punto  X.  Los  triângulos  CAX  y  D'AX  tienen  iguales  dos  lados  y  el  ângulo 
que  forman,  luego  también  XC  =  XD'  o,  lo  que  es  lo  mismo,  X  es  el  punto 
medio  de  CD'  y  los  ângulos  AXC  y  AXD'  son  iguales,  luego  son  rectos.  En 
otras  palabras,  r  es  perpendicular  a  CD' . 

Finalmente  consideramos  el  triângulo  CBD' .  Como  C  y  D  son  los  puntos 
médios  de  dos  sus  lados,  es  claro  que  CD  es  paralela  a  CD',  luego  r  también 
es  perpendicular  a  CD.  m 

En  el  contexto  en  el  que  estamos  trabajando  no  tenemos  definida  la  longitud 
de  un  segmento  ni  la  amplitud  de  un  ângulo,  pero  podemos  considerar  como 
“longitudes”  las  clases  de  congruência  de  segmentos  (incluyendo  por  convênio 
una  clase  nula  que  representaremos  por  0)  y  como  “amplitudes”  las  clases  de 
congruência  de  ângulos  (incluyendo  una  clase  de  ângulos  nulos  que  representa¬ 
remos  por  0  y  otra  de  ângulos  llanos  que  representaremos  por  7r).  Llamaremos 
7r/2  a  la  clase  de  los  ângulos  rectos. 

Si  l  es  una  clase  de  segmentos  no  nula  y  a  es  una  clase  de  ângulos  distinta 
de  0,7t/2,7t,  podemos  definir  la  clase  que  llamaremos  Z|cosa|  como  la  definida 
dei  modo  siguiente: 

Tomamos  cualquier  ângulo  AOB  en  la  clase  a,  cambiamos  B  si  es  preciso 
para  exigir  que  OB  esté  en  la  clase  l,  llamamos  X  al  pie  de  la  perpendicular  a 
O  A  por  B  (que  no  será  O,  porque  el  ângulo  no  es  recto),  y  llamamos  l  \  cosa|  a 
la  clase  de  OX. 

Esta  definición  no  depende  de  la  elección  dei  ângulo  en  la  clase  a,  porque  si 
tomamos  otro  distinto,  el  triângulo  OBX  y  su  análogo  serán  dos  triângulos 
rectángulos  con  otro  ângulo  congruente  aparte  dei  recto,  luego  con  los  tres 
ângulos  iguales,  e  hipotenusas  congruentes,  luego  serán  congruentes,  y  en  par¬ 
ticular  OX  será  congruente  con  su  análogo. 

Si  a  =  7t/2  al  realizar  la  construcción  obtenemos  X  =  O,  y  definimos 
l\  cos  a)  =0.  Sia  =  0oa  =  7r  definimos  í|cosa|  =  l.  Por  último  si  l  =  0 
definimos  l  \  cosa|  =  0. 

Observemos  ahora  que  si  a  ^  n/2  y  l\  cosa|  =  l'\  coso),  entonces  l  —  V . 

En  efecto,  esto  es  obvio  si  a  =  0  o  a  =  n,  luego  descartamos  estos  ca¬ 
sos.  Al  realizar  la  construcción  de  l\  cosa|  y  l'\  cosa|  formamos  dos  triângulos 
rectángulos  con  los  ângulos  iguales  y  que  resultan  tener  un  cateto  igual,  luego 
también  tienen  las  hipotenusas  iguales,  lo  que  significa  que  l  =  V . 
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El  resultado  fundamental  sobre  esta  trigonometria  rudimentaria  es  el  si- 
guiente: 


l\  cosa||  cos /3|  =  1 1  cos/? ||  cosa|. 


Para  probarlo  empezamos  observando  que  el  resultado  es  trivial  si  alguno  de 
los  ângulos  es  0,  7r/2  o  7T,  así  que  descartamos  estos  casos.  Para  calcular  l  \  cosa| 
formamos  un  triângulo  rectángulo  ABC  con  hipotenusa  AB  =  l.  BAC  =  a  y 
AC  =  1 1  cosa|.  A  su  vez,  para  calcular  1 1  cos/3|  podemos  formar  otro  triângulo 
rectángulo  BAD  que  tenga  la  misma  hipotenusa,  BAD  =  /?  y  AD  =  l\  cos/3|. 
Además  podemos  exigir  que  C  y  D  estén  separados  por  AB,  con  lo  que  la 
situación  es  justo  la  que  ilustra  la  figura  dei  teorema  anterior. 

Ahora  consideramos  el  punto  E  dado  por  dicho  teorema,  que  determina  dos 
triângulos  rectángulos,  ACE  y  ADE.  El  primero  tiene  hipotenusa  Z|cosa|  y 
CAE  =  /?,  por  lo  que  AE  =  l\  cosa||  cos/?|,  pero  si  razonamos  con  el  segundo 
triângulo,  la  conclusión  es  AE  =  Z|  cos/?||  cosa|.  ■ 


Con  esto  ya  podemos  demostrar  el  teorema  de  Papos-Pascal  8.33: 


DemostraciÓN :  Tenemos  dos 
rectas  r  y  s  que  se  cortan  en  un 
punto  O.  Sobre  r  tenemos  los  pun- 
tos  Ai,A3,A3  y  sobre  s  los  puntos 
A2,A4,A6,  todos  distintos  de  O. 

Además  suponemos  que  A3A2  es 
paralela  a  A4A5  y  que  A3A4  es  pa¬ 
ralela  &  Ai  Aq.  Tenemos  que  probar 
que  A2A3  es  paralela  a  A5A6. 

Consideramos  la  perpendicular 
cornún  a  A\A§  y  a  A3A4  que  pasa 

por  O.  Llamemos  L  al  punto  donde  corta  a  A3A4  y  L*  al  punto  donde  corta  a 
AiAq.  Similarmente,  trazamos  la  perpendicular  por  O  a  las  otras  dos  paralelas, 
y  llamamos  M  al  punto  de  corte  con  AiA2  y  M*  al  punto  de  corte  con  A4A5. 
Por  último  tomamos  la  perpendicular  a  A3Aq  que  pasa  por  O  y  llamamos  N  al 
punto  de  corte.  Definimos  también  los  ângulos  siguientes: 


A  =  LOA4  =  LACAS ,  A'  =  LOA3  =  L*OAi , 
p  =  MÕÀ2  =  M*OÃ4 ,  p!  =  MOÃ 1  =  M*ÕÀ5, 
u  =  NÕA6,  v'  =  NÕA3. 

Adoptamos  además  el  convénio  de  usar  una  letra  minúscula  para  nombrar 
la  longitud  dei  segmento  de  extremos  O  y  la  mayúscula  correspondiente,  como 
l  =  OL ,  etc.  Por  la  propia  definición  de  los  “cosenos”  que  hemos  considerado 
antes  de  la  prueba  obtenemos  las  relaciones  siguientes,  excepto  la  última: 

1.  03)  cosA'1  =  04 1  cos  A|  =  l. 

2.  ai\cos p'\  =  a2\cos p\  =  m. 
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3.  0,5 1  cos  v'\  =  06 1  cos  u\  —  n. 

4.  ü\\ cosA'1  =  dôl  cosÀ|  =  /*. 

5.  05 1  cos  fi! |  =  04 1  cos  \x |  =  m* . 

6.  CI3I  cosí/|  =  02!  cos^|. 

Vamos  a  demostrar  la  sexta  igualdad,  para  lo  cual  usamos  repetidas  veces 
la  conmutatividad  que  liemos  probado  para  los  cosenos: 

CI3I  cosi/||  cos  A'|  =  CI3I  cos  A'||  cosi/|  =1  04!  cos  A||  cosj/|, 


luego 

03)  cosí/||  cosA'11  cos^i|  =  a4|  cosA||  cosj/||  cos/x|  =  04!  cos /Lt| |  cos  A||  cosí/| 

=5  Oõl  COS  fl'\\  COS  A||  COS  í/|  =  as!  cos  v'W  COS  /Li'  1 1  COS  A|  =3  Og\  COSÍ^II  cos^'11  cos  A| 
=  aôl  cosA||  cosi^H  cosp'1  =4  cii|  cosA'||  cos^||  cos//|  =  ai|  cos/z'11  cosA'!!  cosi/| 
=2  02!  cos/z||  cosA'11  cos^l  =  02)  cosi^ll  cos  A' ||  cos^i|. 

Observemos  que  /i  no  puede  ser  recto,  pues  forma  parte  dei  triângulo  rectán- 
gulo  OMA2  salvo  si  O  Aí  =  OA2  =  s,  en  cuyo  caso  fj,  =  0  o  p  =  n.  Igualmente  se 
razona  que  A'  tampoco  es  recto,  y  esto  implica  que  sus  cosenos  sou  simplificables, 
y  al  eliminarlos  obtenemos  6). 

Sean  N*  y  N**  los  pies  de  las  perpendiculares  a  ON  por  A2  y  A3  respecti¬ 
vamente.  Basta  probar  que  N*  =  N** ,  pues  entonces  A2A3  es  perpendicular  a 
ON,  luego  paralela  a  A5Ae. 

Por  definición  02!  cos  v\  =  n*  y  03|cosí/|  =  n** ,  luego  por  6)  tenemos  que 
n*  =  n**,  es  decir,  que  ON*  =  ON**,  luego  basta  probar  que  N*  y  N**  están 
ambos  al  mismo  lado  o  bien  ambos  en  lados  opuestos  que  N  respecto  de  O,  ya 
que  entonces  ambos  estarán  al  mismo  lado  de  O  y  podremos  concluir  que  son 
iguales.  Para  cllo  usamos  el  teorema  8.36,  que  nos  asegura  que  las  proyecciones 
paralelas  conservan  o  invierten  las  relaciones  de  orden  de  las  rectas,  luego  en 
cualquier  caso  conservan  la  relación  “estar  entre” .  Vamos  a  considerar  diversas 
proyecciones  paralelas  entre  rectas  que  se  cortan  en  O  y  que,  por  tanto,  dejan 
fijo  a  O. 

Por  ejemplo,  O,  A\  y  A5  se  transforman  por  una  proyección  paralela  en  A2 
y  A4,  luego  Ai  y  A5  están  al  mismo  lado  de  O  si  y  sólo  si  lo  están  A2  y  A4. 
Igualmente,  A3  y  A3  están  al  mismo  lado  de  O  si  y  sólo  si  lo  están  A6  y  A4. 

De  aqui  podemos  deducir  que  A3  y  A5  están  al  mismo  lado  de  O  si  y  sólo  si 
lo  están  A2  y  Ae.  En  efecto,  hay  que  distinguir  cuatro  casos: 

Si  Ai  y  A5  están  al  mismo  lado  y  Ai  y  A3  también,  entonces  resulta  que 
Ai,  A3,  A 5  están  todos  al  mismo  lado,  luego  A2,  A, 4,  Ag  también,  y  se  cumple  la 
equivalência. 
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Si  Ai  y  A5  están  al  mismo  lado,  pero  A\  y  A3  están  en  lados  opuestos, 
entonces  A2  y  A4  están  al  mismo  lado,  pero  Aq  y  A4  están  en  lados  opuestos. 
Entonces  A3  y  A5  están  en  lados  opuestos  y  A2  y  Ae  también. 

Las  otras  dos  posibilidades  se  tratan  igualmente.  Por  último,  considerando 
proyecciones  paralelas,  N*  y  N  están  al  mismo  lado  de  O  si  y  sólo  si  lo  están 
A2  y  Aq,  si  y  sólo  si  lo  están  A3  y  A5,  si  y  sólo  si  lo  están  N**  y  N,  como  había 
que  probar.  ■ 

Así  pues,  los  axiomas  de  congruência  descartan  tanto  los  planos  no  argue- 
sianos  como  los  anillos  de  escalares  no  conmutativos. 


Capítulo  IX 


La  geometria  proyectiva 


Según  hemos  visto  en  el  capítulo  anterior,  una  buena  parte  de  las  propiedades 
geométricas  dei  espado  que  percibimos,  las  que  no  dependen  de  ordenación 
ni  de  distancias,  son,  desde  un  punto  de  vista  matemático,  las  propiedades 
algebraicas  de  los  espacios  afines.  Esta  visión  algebraica  de  la  geometria  nos  da 
una  perspectiva  más  objetiva  de  la  misma,  independiente  de  la  forma  en  que 
tenemos  de  percibirla  por  nuestra  estructura  psicológica.  Por  ejemplo,  desde 
un  punto  de  vista  algebraico,  R3  y  R4  no  son,  ciertamente,  una  misma  cosa, 
pero  tienen  mucho  en  común.  Desde  un  punto  de  vista  intuitivo,  en  cambio,  la 
diferencia  es  que  R3  es  “todo”  y  R4  es  “nada”.  Quien  entienda  la  geometria 
en  términos  algebraicos  se  desenvolverá  en  R4  casi  con  la  misma  facilidad  que 
en  R  ,  mientras  que  en  términos  intuitivos  es  imposible  concebir,  digamos,  dos 
planos  con  un  único  punto  en  común. 

Sin  embargo,  en  este  capítulo  veremos  que  la  estructura  afín  no  es  la  forma 
más  natural  de  describir  la  geometria  desde  un  punto  de  vista  algebraico,  sino 
que  aún  está  sesgada  por  la  forma  de  nuestra  intuición.  Existe  otra  estructura  al¬ 
gebraica  todavia  más  simple,  en  el  sentido  de  más  simétrica  y  cuyas  propiedades 
se  siguen  de  principios  formalmente  más  sencillos,  que  describe  más  eficiente¬ 
mente  el  espacio  intuitivo,  junto  con  una  amplia  familia  de  espacios  algebraicos 
de  interés. 

Estamos  hablando  de  la  geometria  proyectiva,  cuya  conexión  con  la  geo¬ 
metria  afín  consiste  en  imaginar  que  el  espacio  que  “vemos”  no  contiene  todos 
los  puntos,  sino  que  hay  además  unos  “puntos  infinitos”  que  no  podemos  ver 
porque  están  infinitamente  lejos  de  cualquier  punto  finito.  Más  concretamente, 
cada  recta  tiene  un  único  punto  infinito,  y  cuando  tenemos  en  cuenta  estos 
puntos  infinitos  resulta  que  dos  rectas  contenidas  en  un  mismo  plano  se  cortan 
siempre.  Cuando  “las  vemos”  paralelas  es  porque  se  cortan  “en  el  infinito” . 

Los  puntos  infinitos  de  la  geometria  proyectiva  son  como  los  números  ima¬ 
ginários  en  álgebra.  Quien  se  plantee  si  existen  o  no  existen  realmente  no  está 
entendiendo  bien  la  situación.  Técnicamente,  lo  que  vamos  a  demostrar  es  que 
a  cada  espacio  afín  es  posible  anadirle  unos  puntos  adicionales  (a  los  que  po¬ 
demos  llamar  puntos  infinitos)  de  modo  que  el  espacio  resultante  cumple  unos 
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axiomas  alternativos  a  los  de  la  geometria  afín,  que  son  los  axiomas  de  la  geo¬ 
metria  proyectiva.  Estos  axiomas  implican,  entre  otras  cosas,  que  no  existen 
rectas  paralelas,  sino  que  dos  rectas  coplanares  cualesquiera  se  cortan  siempre 
en  un  punto,  pero  esto  no  debe  entenderse  como  que  la  geometria  proyectiva 
contradice  a  la  geometria  afín  y  que,  por  tanto,  es  una  geometria  sin  contenido 
intuitivo.  Por  el  contrario,  todos  los  resultados  de  la  geometria  proyectiva  tie- 
nen  una  interpretación  intuitiva  (al  menos  en  dimensiones  menores  o  iguales  que 
tres)  como  propiedades  de  los  espacios  afines,  sin  más  que  interpretar  los  haces 
de  rectas  que  pasan  por  un  misrno  punto  infinito  como  haces  de  rectas  paralelas. 
Veremos  que  el  punto  de  vista  proyectivo  es  más  natural  y  ventajoso  en  muchas 
situaciones. 

Pese  a  lo  dicho,  sucede  que  en  realidad  los  puntos  infinitos  de  un  plano 
proyectivo  no  son  tan  “invisibles”  ni  “ideales”  como  podría  parecer,  sino  que 
podemos  visualizarlos  sin  más  que  mirar  el  plano  oblicuamente,  es  decir,  en 
perspectiva.  Entonces  aparece  una  “línea  dei  horizonte”  de  forma  que  todas  las 
rectas  de  un  mismo  haz  de  rectas  paralelas  confluyen  a  un  punto  de  dicha  línea: 


Puntos  infinitos  en  los  que  se  cortan  sendos  haces  de  paralelas 


Dicha  recta  dei  horizonte  es  la  “recta  infinita”  que  contiene  a  todos  los  puntos 
infinitos  dei  plano.  En  realidad  la  representación  en  perspectiva  de  un  plano  nos 
oculta  todavia  un  punto  de  la  recta  infinita,  a  saber,  el  punto  al  cual  confluyen 
las  rectas  que  en  la  representación  aparecen  como  horizontales.  Ello  se  debe  a 
que  la  recta  infinita,  al  igual  que  las  “rectas  ordinárias” ,  tiene  también  su  propio 
punto  infinito  adicional.  Vamos  a  ver  córno  convertir  estas  ideas  en  una  teoria 
matemática  rigurosa. 


9.1  Los  axiomas  de  la  geometria  proyectiva 

Recordemos  dei  capítulo  anterior  que  un  plano  afín  puede  definirse  como  un 
conjunto  de  puntos  E  en  el  que  hemos  seleccionado  una  familia  de  subconjuntos 
no  vacíos  llamados  rectas,  de  modo  que  se  cumplen  los  axiomas  siguientes: 

Axioma  Al  Por  cada  par  de  puntos  distintos  pasa  una  única  recta. 

Axioma  A2  Por  cada  punto  pasa  una  única  paralela  a  una  recta  dada. 

Axioma  A3  Existen  tres  puntos  no  colineales. 

Aqui  hay  que  entender  que  dos  rectas  son  paralelas  si  son  iguales  o  no  tienen 
puntos  en  común. 
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Definimos  ahora  un  plano  proyectivo  como  un  conjunto  P  en  el  que  hemos  se- 
leccionado  una  familia  de  subconjuntos  no  vacíos,  a  los  que  llamaremos  también 
rectas,  de  modo  que  se  cumplen  los  axiomas  siguientes: 


Axioma  PI 
Axioma  P2 

Axioma  P3 
Axioma  P4 


Por  cada  par  de  puntos  distintos  pasa  una  única  recta. 

Dos  rectas  cualesquiera  tienen  al  menos  un  punto  en 
común. 

Existen  tres  puntos  no  colineales. 

Toda  recta  tiene  al  menos  tres  puntos. 


Como  en  el  caso  afín,  llamaremos  AB  a  la  única  recta  que  pasa  por  los 
puntos  distintos  Ay  B.  Notemos  además  que  dos  rectas  distintas  en  un  plano 
proyectivo  tienen  un  único  punto  en  común.  Tienen  uno  por  P2,  y  no  pueden 
tener  más  de  uno  por  Pl. 


Vemos  que  el  axioma  P2  niega  la  existência  de  paralelas.  Recordemos 
también  que  de  los  axiomas  de  la  geometria  plana  afín  se  puede  deducir  que 
toda  recta  tiene  al  menos  dos  puntos,  luego  P4  es  una  versión  reforzada  de  este 
hecho. 


Así  pues,  la  única  diferencia  esencial  entre  los  axiomas  de  la  geometria  plana 
afín  y  la  geometria  plana  proyectiva  es  que  P2  niega  la  existência  de  paralelas  que 
afirma  A2.  Sin  embargo,  tal  y  como  hemos  explicado  en  la  introducción,  seria 
erróneo  interpretar  esto  como  que  la  geometria  proyectiva  es  incompatible  con 
la  geometria  afín  y,  en  particular,  con  nuestra  geometria  intuitiva.  Al  contrario, 
la  relación  entre  ambas  es  la  que  muestra  el  teorema  siguiente: 


Teorema  9.1  Sea  P  un  plano  proyectivo  y  sea  Too  una  cualquiera  de  sus  rectas. 
Sea  E  =  P\  roo  y  definamos  las  rectas  de  E  como  las  intersecciones  con  E  de 
las  rectas  de  P  distintas  de  Too .  Entonces  E  es  un  plano  afín. 

DemostraciÓn:  Observemos  que  si  r  es  una  recta  de  P  distinta  de  r oo, 
entonces  r  fl  r ^  =  { p } ,  para  un  único  punto  pf° ,  al  que  llamaremos  “punto 
infinito  de  la  recta  r”.  Entonces,  r  fl  E  =  r  \  {p£°},  es  decir,  las  rectas  afines 
son  las  que  resultan  de  quitar  a  cada  recta  proyectiva  distinta  de  r ^  su  punto 
infinito. 

Dados  dos  puntos  A,  B  £  E,  la  intersección  AB  fl  E  es  una  recta  de  E  que 
pasa  por  ellos,  y  es  única,  porque  si  r  fl  E  es  otra  recta  de  E  que  pasa  por  ellos, 
por  Pl  tenemos  que  r  =  AB,  luego  rC\E  =  ABC\E.  Esto  prueba  que  E  cumple 
el  axioma  Al. 

Para  probar  A2  tomamos  una  recta  r  fl  E  y  un  punto  A  £  E.  Si  A  G  r  fl  E, 
es  claro  que  r  D  E  es  su  única  paralela  por  A.  En  caso  contrario,  consideremos 
la  recta  s  =  Ap £°.  Tenemos  que  r  ^  s,  porque  A  G  s  \  r,  luego  r  fl  s  =  { p $1°}. 
Es  claro  entonces  que  s  fl  E  es  paralela  a  r  fl  E  y  pasa  por  A. 

Si  t  fl  E  es  otra  recta  paralela  a  r  fl  E  que  pasa  por  A,  entonces,  puesto 
que  rílí  /  0  y  la  intersección  no  puede  ser  ningún  punto  de  E,  tiene  que  ser 
r  fl  t  =  {p“}.  Por  lo  tanto,  t  =  Apif2  =  s,  luego  t  fl  E  =  s  fl  E.  Esto  prueba  que 
la  paralela  es  única. 
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Sean  A,  B  dos  puntos  en  (existen  por  P3).  Por  P4  existe  otro  punto 
C  €  P  \  Too  =  E.  Las  rectas  AC  y  BC  tienen  cada  una  un  tercer  punto 
A',  B'  G  E,  de  modo  que  los  puntos  A',  B' ,  C  €  E  no  son  colineales.  Así  pues, 
se  cumple  A3.  ■ 

Recíprocamente,  vamos  a  ver  que  todo  plano  afín  puede  sumergirse  en  un 
plano  proyectivo: 

Deflnición  9.2  Sea  E  un  plano  afín.  Para  cada  recta  r  de  E,  llamaremos 
Pr  al  haz  de  rectas  paralelas  a  r.  Sea  el  conjunto  de  todos  los  haces  Pr. 
Llamaremos  compleción  proyectiva  de  E  al  conjunto  E°°  =  E  U  Toq.  A  los 
elementos  de  E  los  llamaremos  puntos  finitos  de  E°°,  mientras  que  los  de 
serán  los  puntos  infinitos.  Llamaremos  rectas  de  E°°  a  los  conjuntos  de  la  forma 
f  =  rU{Pr},  donde  r  es  una  recta  de  E,  más  el  conjunto  r al  que  llamaremos 
recta  infinita  de  E°° .  Por  contraposición,  a  las  rectas  f  las  llamaremos  rectas 
finitas  de  E°° . 

En  definitiva,  la  compleción  proyectiva  se  obtiene  anadiendo  un  punto  infi¬ 
nito  a  cada  recta,  de  modo  que  a  dos  rectas  les  anadimos  el  mismo  punto  infinito 
si  y  sólo  si  son  paralelas. 

Teorema  9.3  La  compleción  de  un  plano  afín  es  un  plano  proyectivo. 

DemostraciÓN :  Es  claro  que  por  dos  puntos  finitos  pasa  una  única  recta, 
concretamente  la  extensión  de  la  recta  afín  que  pasa  por  ellos.  Si  A  es  un  punto 
finito  y  Pr  un  punto  infinito,  entonces  la  recta  s  paralela  a  r  por  A  se  extiende 
a  una  recta  finita  s  que  pasa  por  A  y  por  Ps  =  Tf.  Recíprocamente,  una  recta 
que  pase  por  estos  dos  puntos  ha  de  ser  finita,  luego  de  la  forma  i,  de  modo  que 
t  pasa  por  A  y  es  paralela  a  r,  luego  es  la  misma  s.  Finalmente,  si  Pr  y  Ps  son 
dos  puntos  infinitos,  la  única  recta  que  pasa  por  ellos  es  la  recta  infinita  Too. 
Esto  prueba  PI 

Veamos  que  dos  rectas  cualesquiera  se  cortan  en  un  punto.  Si  una  es  la  recta 
infinita  es  claro,  pues  por  construcción  todas  las  rectas  contienen  un  punto 
infinito.  Si  las  dos  son  finitas,  digamos  f  y  s,  entonces  o  bien  r  y  s  tienen 
un  punto  en  común,  en  cuyo  caso  f  y  s  también,  o  por  el  contrario  rys  son 
paralelas,  en  cuyo  caso  rys  tienen  en  común  el  punto  infinito  Pr  =  Ps.  Esto 
prueba  P2. 

Es  claro  que  tres  puntos  no  colineales  en  el  plano  afín  de  partida  siguen 
siendo  no  colineales  en  la  compleción,  luego  se  cumple  P3 

Toda  recta  afín  r  tiene  al  menos  dos  puntos,  y  su  compleción  f  tiene  además 
un  tercer  punto  infinito,  luego  todas  las  rectas  finitas  tienen  al  menos  tres  puntos. 
Para  probar  P4  falta  ver  que  la  recta  infinita  tiene  al  menos  tres  puntos,  pero 
tomando  tres  puntos  finitos  no  colineales  A,  B,  C  obtenemos  tres  rectas  no 
paralelas  dos  a  dos,  a  saber,  AB,  AC,  BC,  y  cada  una  de  ellas  se  extiende  con 
un  punto  infinito  distinto.  ■ 

Esto  hace  posible  (y  conveniente)  pensar  que  un  plano  afín  intuitivo  está 
sumergido  en  un  plano  proyectivo  cuyos  puntos  infinitos  no  podemos  ver,  pero 
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sobre  los  cuales  podemos  razonar  indirectamente  a  través  de  la  parte  afín  dei 
plano  que  sí  que  vemos  (aunque,  como  ya  liemos  indicado,  los  puntos  infinitos 
también  podemos  “ver los”  mirando  el  plano  oblicuamente) . 

Antes  de  seguir  adelante  con  el  estúdio  de  la  geometria  proyectiva  vamos  a 
dar  unos  axiomas  que  dejen  abierta  la  dimensión  dei  espado.  La  idea  básica 
es  que  en  un  espado  proyectivo  de  dimensión  nrayor  que  2  ya  no  es  cierto  que 
todo  par  de  rectas  tengan  que  cortarse,  sino  que  las  rectas  pueden  cruzarse  igual 
que  en  los  espacios  afines.  Lo  que  queremos  es  que  dos  rectas  contenidas  en  el 
misnro  plano  se  corten  siempre.  Podemos  recoger  esta  idea  introduciendo  el 
concepto  de  “plano”  entre  los  conceptos  primitivos  de  la  geometria  proyectiva 
o  bien  mediante  un  axioma  lo  suficientemente  ingenioso  como  para  expresar  lo 
misnro  sin  recurrir  al  concepto  de  plano.  De  momento  seguimos  este  segundo 
canfino  y  luego  explicaremos  la  alternativa: 


Definición  9.4  Un  espado  proyectivo  es  un  conjunto  P,  a  cuyos  elementos 
llamaremos  puntos,  junto  con  una  familia  de  subconjuntos  a  los  que  llamaremos 
rectas  y  que  cumplan  los  axiomas  siguientes: 


Axioma  PI 
Axioma  P2 

Axioma  P3 
Axioma  P4 


Por  cada  par  de  puntos  distintos  pasa  una  única  recta. 

Si  A ,  B,  C ,  D  son  cuatro  puntos  distintos  tales  que  las  rectas 
AB  y  CD  se  cortan,  entonces  AC  y  BD  también  se  cortan. 
Existen  tres  puntos  no  colineales. 

Toda  recta  tiene  al  menos  tres  puntos. 


El  axioma  P2  se  conoce  también  como  axioma 
de  Veblen-Young.  La  idea  subyacente  es  que  la 
hipótesis  fuerza  a  que  las  rectas  AC  y  BD  estén 
en  el  mismo  plano,  aun  sin  mencionar  la  palabra 
‘plano’. 

Observemos  que  el  axioma  P2  de  la  definición  de  plano  proyectivo  implica 
trivialmente  el  axioma  de  Veblen-Young,  por  lo  que  todo  plano  proyectivo  es  un 
espado  proyectivo  en  este  sentido  general. 

Definición  9.5  Si  P  es  un  espado  proyectivo,  una  variedad  proyectiva  en  P 
es  un  subconjunto  E  tal  que  si  P,Q  £  E  son  dos  puntos  distintos,  entonces 
PQ  C  E. 

Obviamente,  el  conjunto  vacío,  los  subconjuntos  de  un  solo  punto,  las  rectas 
y  el  espado  P  son  variedades  proyectivas. 

También  es  inmediato  que  la  intersección  de  toda  familia  no  vacía  de  varie¬ 
dades  proyectivas  es  una  variedad  proyectiva,  por  lo  que  podemos  definir  la  va¬ 
riedad  proyectiva  generada  por  un  conjunto  X  C  P  como  la  intersección  ( X )  de 
todas  las  variedades  proyectivas  en  P  que  contienen  a  A.  Si  X  =  {A0, . . . ,  An} 
escribiremos  (X)  =  (A0, . . . ,  An). 

Es  claro  que  (0)  =  0,  {A)  =  {A},  y  que  si  A  ^  B,  entonces  ( A ,  B )  =  AB. 
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El  lector  debería  comparar  estas  definiciones  con  las  correspondientes  para 
espacios  afines  que  dimos  en  el  capítulo  anterior.  Ya  puede  apreciarse  que  la 
definición  de  variedad  proyectiva  es  más  simple  que  la  de  variedad  afín  porque 
no  hay  que  tratar  aparte  el  caso  de  las  rectas  paralelas.  La  simplificación  es  más 
patente  al  comparar  el  teorema  siguiente  con  su  análogo  afín: 

Teorema  9.6  Sea  E  una  variedad  proyectiva  no  vacía  y  sea  A  £  P\  E.  En- 
tonces  (E,  A)  es  la  unión  de  todas  las  rectas  que  pasan  por  A  y  un  punto  de  E. 

DemostraciÓN:  Llamemos  Ea  al  conjunto  descrito  en  el  enunciado.  Tene- 
mos  que  probar  que  ( E,A )  =  Ea,  y  es  claro  que  Ea  C  ( E,A ).  Para  probar  la 
otra  inclusión  basta  demostrar  que  Ea  es  una  variedad  proyectiva. 

Para  ello  tomamos  dos  puntos  distintos  B,C  £  Ea  y  D  £  BC.  Tenemos  que 
demostrar  que  D  £  Ea- 

Por  hipótesis  B  y  C  están  en  dos  rectas  AXb  y  AXq,  con  Xb,Xc  £  E. 
Si  Xb  =  Xc  entonces  BC  =  AXb  C  Ea-  Supongamos,  pues  que  Xb  ^  Xc- 
También  podemos  suponer  que  B  ^  A  ^  C . 

Si  B  =  Xb  y  C  =  Xc  entonces  BC  =  XbXc  C  E  C  Ea ■  Por  lo  tanto,  po¬ 
demos  suponer  que  B  ^  Xb  o  C  ^  Xc-  Por  simetria,  no  perdemos  generalidad 
si  suponemos  B  ^  Xb- 

Veamos  que  BC  corta  a  XbXq-  Esto  es  obvio  si  C  =  Xc-  En  caso  contrario 
aplicamos  el  axioma  P2:  como  las  rectas  BXb  y  CXq  se  cortan  en  A,  concluimos 
que  BC  y  XbXc  se  cortan  en  un  punto  Q  £  E. 

Finalmente,  como  QD  =  AB  y  AXb  se  cortan  en  B ,  el  axioma  P2  implica 
que  AD  corta  a  QXb  C  E,  luego  R  £  Ea-  ■ 

Teorema  9.7  Sea  E  una  variedad  proyectiva  en  un  espado  proyectivo  P,  sea 
B  £  P\E  y  sea  C  £  (E,  B)  \  E.  Entonces  B  £  (E,C)\E  y  (E,  B)  =  (E,  C) . 

DemostraciÓN:  Tenemos  que  C  está  en  una  recta  que  pasa  por  B  y  un 
punto  de  E,  luego  B  está  en  una  recta  (la  nrisma)  que  pasa  por  C  y  un  punto 
de  E,  luego  B  £  ( E,C )  \  E.  Esto  implica  que  ( E,B )  c  ( E,C ),  e  igualmente 
tenemos  la  otra  inclusión.  ■ 


Definición  9.8  Una  variedad  proyectiva  E  es  finitamente  generada  si  admite 
un  generador  finito.  En  tal  caso,  si  el  menor  número  de  generadores  de  E 
es  n  +  1,  diremos  que  E  tiene  dimensión  n.  Representaremos  por  dimU  a  la 
dimensión  de  E. 

Un  conjunto  de  n  +  1  puntos  es  proyectivamente  independiente  si  no  está 
contenido  en  una  variedad  proyectiva  de  dimensión  menor  que  n  (y  por  lo  tanto 
genera  una  variedad  proyectiva  de  dimensión  n) . 

A  partir  de  aqui,  todos  los  resultados  análogos  para  variedades  proyectivas 
a  los  comprendidos  desde  la  definición  8.8  hasta  el  teorema  8.11  (no  incluido) 
se  enuncian  de  forma  obvia  y  demuestran  exactamente  con  las  mismas  pruebas. 
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En  particular,  cada  variedad  proyectiva  de  dimensión  n  contiene  n+ 1  puntos 
proyectivamente  independientes,  y  por  n  +  1  puntos  proyectivamente  indepen- 
dientes  pasa  una  única  variedad  de  dimensión  n.  Llamaremos  planos  a  las 
variedades  proyectivas  de  dimensión  2.  El  equivalente  (si  no  análogo)  a  8.11  es 
el  heclio  siguiente: 

Teorema  9.9  En  un  espado  proyectivo,  dos  rectas  distintas  se  cortan  si  y  sólo 
si  son  coplanares. 

DemostraciÓN:  Si  r  y  s  se  cortan  en  un  punto  A,  entonces  r  =  AB  y 
s  =  AC,  para  ciertos  puntos  B  y  C,  y  entonces  ambas  están  contenidas  en  el 
plano  ABC. 

Recíprocamente,  si  r  =  AB  y  s  =  CD  están  contenidas  en  un  plano,  pode¬ 
mos  suponer  que  los  dos  puntos  que  determinan  una  de  las  rectas  no  están  en  la 
otra  (pues  si  no,  ya  tenemos  que  las  rectas  se  cortan).  Por  la  unicidad  dei  plano 
que  pasa  por  tres  puntos  no  colineales,  el  plano  que  las  contiene  es  rc ,  luego  D 
está  en  una  recta  que  pasa  por  C  y  por  un  punto  P  €  r,  pero  dicha  recta  tiene 
que  ser  CD  =  s,  luego  Perfis.  ■ 

Esto  implica  que  los  planos  proyectivos  (en  el  sentido  de  ‘variedades  proyec¬ 
tivas  de  dimensión  2’)  cumplen  los  axiomas  de  plano  proyectivo. 

Ahora  es  fácil  ver  que  una  defnnción  equivalente  de  los  espacios  proyectivos 
seria  la  siguiente: 


Definición  9.10  Un  espado  proyectivo  es  un  conjunto  P,  a  cuyos  elementos 
llamaremos  puntos,  junto  con  dos  famílias  de  subconjuntos  a  los  que  llamaremos 
rectas  y  planos  y  que  cumplan  los  axiomas  siguientes: 


Axioma  PI 
Axioma  P2 
Axioma  P3 
Axioma  P4 

Axioma  P5 
Axioma  P6 


Por  cada  par  de  puntos  distintos  pasa  una  única  recta. 

Dos  rectas  se  cortan  si  y  sólo  si  son  coplanares. 

Por  tres  puntos  no  colineales  pasa  un  único  plano. 

Si  una  recta  pasa  por  dos  puntos  de  un  plano,  está  contenida 
en  el  plano. 

Todo  plano  contiene  tres  puntos  no  colineales. 

Toda  recta  tiene  al  menos  tres  puntos. 


Nota  En  lo  sucesivo  consideraremos  únicamente  espacios  proyectivos  de  di¬ 
mensión  finita  n.  A  las  variedades  proyectivas  de  dimensión  n—  1  las  llamaremos 
hiperplanos.  ■ 

Veamos  una  variante  de  9.9.  Más  adelante  daremos  un  teorema  general  sobre 
la  dimensión  de  la  intersección  de  dos  variedades  proyectivas: 

Teorema  9.11  Si  H  es  un  hiperplano  en  un  espado  proyectivo  y  E  es  una 
variedad  proyectiva  no  vacia  de  dimensión  d  no  contenida  en  él,  entonces  EC\H 
es  una  variedad  proyectiva  de  dimensión  d  —  1 . 
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DemostraciÓN:  Sea  A  G  E\H.  Entonces  P  =  (H,A).  Razonamos  por 
inducción  sobre  d.  Si  d  =  0  es  trivial.  Si  d  =  1,  es  decir,  si  E  es  una  recta, 
tomamos  otro  punto  B  G  E,  y  entonces  B  está  en  una  recta  que  pasa  por  A  y 
por  un  punto  de  H,  pero  dicha  recta  tiene  que  ser  r,  luego  r  corta  a  H  en  un 
punto. 

Si  E  tiene  dimensión  d+ 1,  podemos  expresarla  como  E  =  (E1 ,  A ),  donde  E' 
es  una  variedad  proyectiva  de  dimensión  d.  Si  E'  C  H  es  claro  que  E'  =  EC\H  y 
tenemos  ya  la  conclusión.  En  caso  contrario,  por  hipótesis  de  inducción,  tenemos 
que  E"  =  E'  (~l  H  es  una  variedad  de  dimensión  d  —  1 .  Sea  B  G  E'  \  E" .  En 
particular  B  H  y  B  ^  A.  La  recta  AB  corta  a  H  en  un  punto  C  (por  el  caso 
d  =  1  ya  probado). 

Tenemos  que  C  G  AB  C  E  y  C  (f  E' ,  porque  AB  corta  a  E'  en  el  punto  B 
(que  no  es  C,  porque  B  ^  H),  luego  la  variedad  E*  =  {E" ,  C)  C  E  n  H  y  tiene 
dimensión  d ,  luego  claramente  E*  =  E  fl  H .  m 

En  particular,  en  un  espacio  proyectivo  tridimensional,  dos  planos  cuales- 
quiera  se  cortan  en  una  recta. 

Ahora  generalizamos  el  teorema  9.1  a  dimensiones  arbitrarias: 

Teorema  9.12  Sea  P  un  espacio  proyectivo  de  dimensión  n  >  2  y  un 
hiperplano  en  P.  Entonces  E  =  P  \  Hoo  es  un  espacio  afín  de  dimensión  n 
tomando  como  rectas  las  intersecciones  r  fl  E,  donde  r  es  una  recta  de  P  no 
contenida  en  Hoo-  Las  variedades  afines  d-dimensionales  de  E  son  las  de  la 
forma  V  fl  E,  donde  V  es  una  variedad  proyectiva  d- dimensional  de  P  no  con¬ 
tenida  en  Hão. 

DemostraciÓN:  Cada  recta  proyectiva  r  no  contenida  en  Ha 0  corta  a  H0 0 
en  un  único  punto  pf° ,  luego  r  fl  E  =  r  \  {pf°}-  Recíprocamente,  para  cada 
recta  de  E  existe  una  única  recta  f  de  P  tal  que  r  =  r  fl  E,  pues  r  tiene  al 
menos  dos  puntos,  luego  dos  rectas  proyectivas  que  la  contengan  tienen  que  ser 
iguales.  Esto  liace  que  podamos  hablar  dei  punto  infinito  de  una  recta  de  r 
como  el  único  punto  pifi  que  hace  que  r  U  {pf°}  sea  una  recta  de  P. 

Definimos  el  paralelismo  en  E  estableciendo  que  dos  rectas  de  E  son  paralelas 
si  y  sólo  si  tienen  el  mismo  punto  infinito.  Vamos  a  comprobar  que  E  cumple 
la  definición  8.3.  Es  inmediato  que  el  paralelismo  que  hemos  definido  es  una 
relación  de  equivalência. 

La  comprobación  de  Al,  A2  y  A4  es  análoga  a  la  que  ya  hemos  hecho  en  la 
prueba  de  9.1.  Veamos  A3.  Tenemos  tres  puntos  no  colineales  A,  B,C  G  E.  Sea 
II  el  plano  proyectivo  que  los  contiene.  Entonces  II  fl  Hoo  es  una  recta  Too,  la 
cual  contiene  a  los  puntos  infinitos  Poo,  qoo ,  Voo  de  las  rectas  AB1  AC  y  BC,  que 
son  distintos  dos  a  dos,  porque  las  rectas  (restringidas  a  E)  no  son  paralelas. 

Tomamos  ahora  los  puntos  A',B'  tales  que  A'B'  es  paralela  a  AB,  luego 
pasa  por  p oo-  Sea  II'  el  plano  que  contiene  a  A' B'  y  a  qoo,  que  también  contiene 
a  Poo ,  luego  a  roo.  La  recta  paralela  a  AC  por  A!  es  A' qoo,  y  la  paralela  a  BC 
por  B'  es  B'r oo-  Como  ambas  están  contenidas  en  IT,  tienen  que  cortarse,  pero 
no  lo  hacen  en  el  infinito,  porque  sus  puntos  infinitos  son  distintos,  luego  se 
cortan  en  E,  como  había  que  probar. 
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Ahora  observamos  que  si  V  es  una  variedad  proyectiva  no  contenida  en  H0 0 , 
entonces  V  D  E  cumple  las  dos  condiciones  que  definen  las  variedades  afines. 

Vearnos  por  inducción  sobre  n  que  si  Aq,  ... ,  An  son  puntos  de  E  afínmente 
independientes,  entonces  son  proyectivamente  independientes  y  la  variedad  afín 
que  generan  es  la  intersección  con  E  de  la  variedad  proyectiva  que  generan.  Si 
n  =  1  es  trivial.  Si  vale  para  n  —  1,  sea  V£_x  =  (A0, . . . ,  A„_i)  C  P,  de  modo 
que  V°'_ :l  =  Vn- 1  n  E  es  la  variedad  afín  generada  por  los  n  puntos.  Como  son 
afínmente  independientes,  An  ^  V£_i  D  E,  luego  de  hecho  An  ^  Vrf_ : ,  luego 
Aq,  ... ,  An  son  proyectivamente  independientes. 

Si  V %  y  V®  son,  respectivamente,  la  variedad  proyectiva  y  la  variedad  afín 
que  generan,  sabemos  que  es  la  unión  de  todas  las  rectas  paralelas  a  AoAn 
que  cortan  a  V"_  l .  Si  llamamos  p^  al  punto  infinito  de  AoAn,  se  trata  de  la 
unión  de  todas  las  rectas  que  pasan  por  p^  y  un  punto  de  V°l_l  (quitando  Poo)- 

Observemos  que  A0An  está  contenida  en  V£,  pero  no  en  Vj‘_  1 ,  luego  se 
cumple  que  p^  G  VP\V£_1  y,  por  consiguiente,  VJf  es  la  unión  de  todas  las  rectas 
que  pasan  por  p^  y  un  punto  de  V%_v  Es  fácil  ver  entonces  que  V£  =  V£  fl  E. 

■ 

Veremos  también  que  todo  espacio  afín  de  dimensión  finita  se  puede  obtener 
de  un  espacio  proyectivo  en  la  forma  descrita  por  el  teorema  anterior.  El  lector 
puede  demostrarlo  imitando  la  definición  9.2,  pero  luego  daremos  una  prueba 
analítica. 

En  las  secciones  siguientes  veremos  cómo  describir  analiticamente  un  espacio 
proyectivo  asignando  coordenadas  a  sus  puntos.  Como  en  el  caso  afín,  esto 
sólo  es  posible  si  el  espacio  cumple  el  teorema  de  Desargues,  el  cual  se  cumple 
siempre  en  espacios  de  dimensión  mayor  o  igual  que  3,  pero  no  necesariamente 
en  dimensión  2.  Vamos  a  enunciar  y  demostrar  la  versión  proyectiva  dicho 
teorema: 

Definición  9.13  Un  triângulo  en  un  espacio  proyectivo  P  es  un  conjunto  de 
tres  puntos  no  colineales,  a  los  que  llamaremos  vértices.  Los  lados  dei  triângulo 
serán  las  rectas  que  pasan  por  cada  par  de  vértices.  Diremos  que  dos  triângulos 
ABC  y  A'B'C ,  con  sus  vértices  en  este  orden,  tienen  a  un  punto  O  como 
centro  de  perspectiva  si  los  vértices  A  y  A',  B  y  B' ,  C  y  C  están  contenidos  en 
tres  rectas  concurrentes  en  O.  Diremos  que  tienen  a  una  recta  r  como  eje  de 
perspectiva  si  cada  par  de  lados  AB  y  A'B\  AC  y  A’C,  BC  y  B'C  se  cortan 
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Así,  si  pensamos  que  el  plano  afín  que  “vemos”  es  un  plano  proyectivo  salvo 
una  recta  infinita  que  no  vemos,  podemos  decir  que  si  dos  triângulos  tienen 
un  centro  de  perspectiva  finito,  sus  vértices  están  sobre  rectas  concurrentes, 
mientras  que  si  tienen  un  centro  de  perspectiva  infinito,  sus  vértices  están  sobre 
rectas  paralelas.  Si  tienen  un  eje  de  perspectiva  infinito  entonces  sus  lados  son 
paralelos  dos  a  dos. 

Observación  Podemos  pensar  la  figura  precedente  como  una  imagen  tridi¬ 
mensional  en  perspectiva,  de  modo  que  la  recta  r  es  la  recta  dei  horizonte,  con 
un  triângulo  por  debajo  de  nuestra  vista  “en  el  suelo”  y  otro  por  encima,  sus¬ 
pendido  en  el  aire.  Así  entendida,  los  lados  de  los  triângulos  son  paralelos  dos 
a  dos.  ■ 

Teorema  9.14  (Teorema  de  Desargues)  En  un  espado  proyectivo  de  di- 
mensión  mayor  que  dos,  dos  triângulos  tienen  un  centro  de  perspectiva  si  y 
sólo  si  tienen  un  eje  de  perspectiva. 

DemostraciÓN:  Sean  dos  triângulos  ABC  y  A' B'C .  Si  dos  vértices  coin- 
ciden,  por  ejemplo,  A  =  A',  el  resultado  es  obvio.  Por  ejemplo,  las  rectas  BB ' 
y  CC  (o  dos  rectas  que  pasen  por  estos  puntos,  si  coinciden)  se  cortan  en  un 
punto  O ,  al  igual  que  la  recta  O  A,  luego  O  es  un  centro  de  perspectiva  para 
los  triângulos.  Del  mismo  modo  se  prueba  que  tienen  un  eje  de  perspectiva. 
Supongamos,  pues,  A  ^  A! ,  B  ^  B' ,  C  ^  C .  Un  razonamiento  similar  nos 
permite  suponer  que  los  lados  son  diferentes,  es  decir,  AB  ^  A’B',  AC  ^  A' C , 
BC  ±  B'C 

Sea  II  el  plano  que  pasa  por  A,  B,  C  y  II'  el  plano  que  pasa  por  A',  B' ,  C . 
Supongamos  primeramente  que  II  ^  IP. 

Si  los  triângulos  tienen  un  eje  de  perspectiva  r,  consideramos  los  planos  IIi, 
II2  y  II3  que  contienen  respectivamente  a  los  lados  AB  y  A'B',  AC  y  A'C ,  BC 
y  B'C .  Como  II  ^  II',  el  plano  IIi  corta  a  II  exactamente  en  la  recta  AB, 
mientras  que  los  otros  dos  lo  hacen  en  AC  y  BC.  En  particular  los  tres  planos 
son  distintos.  Claramente  IIi  n  n2  =  AA! ,  IIi  D  II3  =  BB'  y  ü2  fl  II3  =  CC. 

La  recta  AA!  no  puede  estar  contenida  en  II3,  pues  entonces  cortaria  a  II  en 
un  punto  de  BC,  luego  A  seria  colineal  con  BC.  Así  pues,  AA!  nn3  es  un  único 
punto  O.  Por  lo  tanto  O  =  IIi  D  n2  D II3,  luego  las  tres  rectas  AA! ,  BB'  y  CC 
han  de  concurrir  en  O,  que  es,  por  consiguiente,  un  centro  de  perspectiva  de  los 
triângulos. 

Supongamos  ahora  que  los  triângulos  tienen  un  centro  de  perspectiva  O,  que 
necesariamente  ha  de  ser  distinto  de  los  seis  vértices.  Notemos  que  II'  c  <n,o>, 
que  es  una  variedad  proyectiva  tridimensional  en  la  que  II  y  II'  son  hiperplanos, 
luego  la  intersección  II  D  II'  tiene  que  ser  una  recta  s. 

El  plano  OAB  corta  a  II'  en  A'B' .  Similarmente,  el  plano  O  AC  corta  a  II' 
en  A'C  y  el  plano  OBC  corta  a  II'  en  B'C .  Así  pues,  AB  y  A'B'  están  en  un 
mismo  plano,  luego  se  cortan  en  un  punto,  que  necesariamente  está  en  s.  Lo 
mismo  sucede  con  los  otros  pares  de  lados,  luego  s  es  un  eje  de  perspectiva. 
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Ahora  supongamos  que  los  dos  triângulos  están  en  un  mismo  plano  II  y  su- 
pongamos  que  tienen  un  eje  de  perspectiva  s.  La  hipótesis  de  tridimensionalidad 
nos  permite  tomar  un  plano  II'  que  corte  a  II  en  s.  Sea  O  un  punto  fuera  de  II 
y  II'  (una  recta  que  pase  por  un  punto  de  II  y  otro  de  ü'  tiene  un  tercer  punto 
fuera  de  ambos  planos).  Sean  A" ,  B"  y  C"  los  puntos  donde  las  rectas  O  A' , 
OB'  y  OC  cortan  a  II' .  Es  fácil  ver  que  estos  tres  puntos  no  son  colineales. 
Los  triângulos  A"B"C"  y  A'B'C  tienen  a  O  como  centro  de  perspectiva.  Por 
la  parte  ya  probada  tienen  un  eje  de  perspectiva,  y  concretamente  es  la  recta 
s.  Entonces  A" B"  y  A'B'  se  cortan  en  un  punto  de  s,  que  ha  de  ser  también  el 
punto  donde  se  cortan  AB  y  A' B' .  Por  lo  tanto  A" B"  y  AB  se  cortan  en  un 
punto  de  s  y  lo  mismo  vale  para  los  demás  lados.  Por  consiguiente  s  es  un  eje  de 
perspectiva  para  ABC  y  A"  B"C" .  Por  la  parte  ya  probada  ambos  triângulos 
tienen  un  centro  de  perspectiva  O' .  No  puede  ser  O'  =  O,  pues  entonces  A  =  A', 
B  =  B',C  =  C. 

Sea  O"  el  punto  donde  OC  corta  a  tt.  Veamos  que  O"  es  un  centro  de 
perspectiva  para  los  triângulos  originales.  Tenemos  que  los  puntos  O' ,  A  y  A" 
son  colineales.  El  plano  que  contiene  a  estos  tres  y  a  O  corta  a  ir  en  una  recta 
que  contiene  a  O" ,  a  A  y  a  A',  luego  los  tres  están  alineados.  Similarmente 
sucede  con  los  otros  vértices. 

Supongamos  que  los  triângulos  tienen  un  centro  de  perspectiva  O.  De  nuevo 
por  la  hipótesis  de  tridimensionalidad,  podemos  tomar  un  punto  O'  exterior  a  II. 
Sea  A  un  tercer  punto  en  la  recta  O' A.  Sea  A!  la  intersección  de  O  A  con  O' A' 
(ambas  rectas  están  en  el  plano  OAA!).  El  punto  O  es  el  centro  de  perspectiva 
de  los  triângulos  ÃBC  y  A' BC,  y  éstos  no  están  sobre  el  mismo  plano,  luego 
por  la  parte  ya  probada  ambos  triângulos  tienen  un  eje  de  perspectiva  r,  que 
concretamente  es  la  intersección  de  los  planos  de  los  dos  triângulos.  O'  no  está 
en  r,  pues  la  recta  O  A  corta  a  ÃBC  en  Ã  (si  estuviera  contenida  entonces  A 
estaria  en  BC).  Sea  r'  la  intersección  con  II  dei  plano  que  contiene  a  O  y  a  r. 
Veamos  que  r'  es  un  eje  de  perspectiva  para  los  triângulos  originales.  Las  rectas 
ÃB  y  Ã'B'  se  cortan  en  un  punto  P  de  r.  Sea  P'  el  punto  donde  0'P  corta 
a  II.  Se  trata  de  un  punto  de  r'.  El  plano  O' PB  contiene  también  a  P1 ,  a  Ã 
y  a  A,  luego  su  intersección  con  II  es  la  recta  AB,  que  también  contiene  a  P'. 
Del  mismo  modo  se  prueba  que  A'B'  pasa  por  P' ,  luego  los  lados  AB  y  A'B'  se 
cortan  en  r'.  Lo  mismo  vale  para  AC  y  A'C .  Respecto  a  BC  y  BC ,  se  cortan 
en  un  punto  de  r  que  ha  de  estar  también  en  II,  luego  en  r'  m 

De  aqui  se  deducen  las  distintas  versiones  afines  dei  teorema  de  Desargues 
que  hemos  demostrado  separadamente  en  el  capítulo  anterior.  Por  ejemplo, 
si  dos  triângulos  tienen  sus  lados  paralelos  dos  a  dos  (o  concurrentes),  eso  se 
interpreta  como  que  tienen  un  centro  de  perspectiva  (que  sea  finito  o  infinito  es 
irrelevante),  luego  por  el  teorema  de  Desargues  tienen  un  eje  de  perspectiva,  lo 
cual  significa  que  las  rectas  que  unen  sus  vértices  son  concurrentes  (sin  descartar 
que  el  punto  de  concurrencia  sea  infinito,  en  cuyo  caso  las  rectas  son  paralelas). 

Es  inmediato  comprobar  que  si  P  es  un  plano  proyectivo  arguesiano  (es 
decir,  si  cumple  el  teorema  de  Desargues)  y  r  es  una  recta  en  P,  entonces  P\r 
es  un  espado  afín  arguesiano.  Esto  implica  que  existen  planos  proyectivos  no 
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arguesianos,  pues  basta  considerar  la  compleción  proyectiva  de  un  plano  afín 
no  arguesiano.  Por  otra  parte,  todo  plano  proyectivo  contenido  en  un  espado 
proyectivo  de  dimensión  superior  es  arguesiano. 


Ejercicio:  En  un  papel  tenemos  dos  rectas  no  paralelas, 
pero  cuya  intersección  queda  fuera  de  los  limites  de  la 
hoja.  Dado  un  punto  P,  trazar  la  recta  que  pasa  por 
P  y  por  la  intersección  de  las  rectas  sin  usar  puntos 
inaccesibles. 


9.2  Espacios  proyectivos  analíticos 

En  la  sección  siguiente  demostraremos  que,  con  la  única  excepción  de  los 
planos  proyectivos  no  arguesianos,  los  puntos  de  un  espado  proyectivo  se  pueden 
describir  en  términos  de  coordenadas  con  valores  en  un  cierto  anillo  de  división. 
El  primer  paso  es  describir  el  análogo  proyectivo  de  los  espacios  afines  en  sentido 
algebraico  y  de  eso  nos  ocupamos  ahora.  Para  no  mezclar  confusamente  los 
conceptos  sintéticos  que  ya  conocemos  con  los  analíticos  que  vamos  presentar 
aqui,  estudiaremos  los  espacios  proyectivos  analíticos  de  forma  independiente 
a  la  presentación  axiomática  que  acabamos  de  ver,  y  en  la  sección  siguiente 
relacionaremos  ambos  puntos  de  vista. 

Aunque  en  la  práctica  nos  interesarán  únicamente  los  espacios  proyectivos 
sobre  cuerpos,  trabajaremos  con  un  anillo  de  división  K  para  conectar  adecuada- 
mente  la  geometria  proyectiva  con  los  resultados  generales  que  liemos  obtenido 
para  la  geometria  afín,  lo  cual  no  complica  en  nada  el  desarrollo  de  la  teoria. 

Definición  9.15  Si  K  es  un  anillo  de  división  y  V  es  un  A'-espacio  vectorial  a 
derecha  de  dimensión  n  +  1  >  2,  definimos  el  espado  proyectivo  de  soporte  V 
como  el  conjunto  P(V)  formado  por  todos  los  subespacios  vectoriales  de  V  de 
dimensión  1.  A  sus  elementos  los  llamaremos  puntos  proyectivos.  Llamaremos 
P  n(K)  =  P  (Kn+1). 

Así  pues,  un  punto  A  £  P(V)  es  de  la  forma  (v).  donde  v  £  V  es  un  vector  no 
nulo.  Esta  definición  es  un  tecnicismo  pensado  para  que  los  espacios  proyectivos 
tengan  las  propiedades  deseadas.  Vamos  a  exponer  lo  más  rápidamente  posible 
las  ideas  geométricas  subyacentes. 

Para  empezar,  observamos  en  un  espacio  proyectivo  podemos  hablar  de  rec¬ 
tas,  planos,  etc.: 

Variedades  proyectivas  Si  W  es  un  subespacio  vectorial  de  V,  es  claro  que 
P (yV)  C  P(V)  (todo  subespacio  vectorial  de  dimensión  1  de  W  es  también  un 
subespacio  de  V).  A  los  subconjuntos  de  P(V)  de  la  forma  P(W)  los  llamaremos 
variedades  proyectivas  de  P(V). 

Observemos  que  si  E  es  una  variedad  proyectiva  de  P(V),  existe  un  único 
espacio  vectorial  W  C  V  tal  que  E  =  P(W). 
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En  efecto:  un  caso  especial  se  da  si  W  =  0,  en  cuyo  caso  E  =  P( 0)  =  0. 
Tenemos  así  que  el  conjunto  vacío  es  una  variedad  proyectiva,  y  es  claro  que 
sólo  puede  expresarse  como  P(VE)  para  W  =  0,  pues  si  existe  v  €  W  no  nulo, 
entonces  A  =  (v)  £  P(VE)  ^  0. 

Si  E  =  P(W)  7^  0,  entonces  necesariamente  W  =  [_}E.  En  efecto,  si 
v  €  \JE,  existe  un  A  £  E  tal  que  v  £  A,  pero  A  es  entonces  un  subespacio 
vectorial  de  W  de  dimensión  1,  luego  v  £  A  C  E. 

Recíprocamente,  si  v  £  W  no  es  el  vector  nulo,  tenemos  que  v  £  (v)  £  E, 
luego  v  £  (J  E.  Como  W  contiene  en  cualquier  caso  un  vector  »  /  0,  tenemos 
que  0  €  (v)  €  E,  luego  también  0  £  (J  E,  luego  W  C  (J  E.  m 

Por  lo  tanto,  podemos  definir  el  espado  soporte  de  una  variedad  proyectiva 
E  C  P(P)  como  el  único  subespacio  vectorial  W  C  V  tal  que  E  =  P(VH). 

Es  inmediato  que  W±  C  W2  si  y  sólo  si  P{W\)  C  P(W2). 

A  su  vez,  podemos  definir  la  dimensión  de  una  variedad  proyectiva  como 
dimP(VE)  =  dim  W  —  1. 

De  este  modo,  tomando  W  =  0  vemos  cjue  dim0  =  —1.  Si  dim  VE  =  1, 
entonces  P(VE)  =  {W}  es  un  punto  arbitrário  de  P(P)  (técnicamente,  es  un 
conjunto  ciue  contiene  un  único  punto  de  P(V)),  luego  concluimos  que  los  puntos 
de  P{V)  son  las  variedades  proyectivas  de  dimensión  0. 

Llamaremos  rectas  y  planos  de  P(V)  a  las  variedades  proyectivas  de  di¬ 
mensión  1  y  2  respectivamente,  es  decir,  las  que  tienen  espacios  soporte  de 
dimensión  2  y  3.  Si  diinP(E)  =  n  (es  decir,  si  diinE  =  n  +  1),  llamaremos 
hiperplanos  de  P(V)  a  las  variedades  proyectivas  de  dimensión  n  —  1. 

Es  fácil  ver  que  la  intersección  de  una  familia  no  vacía  de  variedades  proyec¬ 
tivas  es  una  variedad  proyectiva,  concretamente, 

n  p(wi)  =  p(n  Wi). 

iei  iei 

Por  lo  tanto,  dado  X  C  P(E),  podemos  definir  la  variedad  proyectiva  ( X ) 
generada  por  X  como  la  intersección  de  todas  las  variedades  proyectivas  que 
contienen  a  X .  Si  X  =  {^4oi  •  •  • ,  An }  es  un  conjunto  finito,  escribiremos  también 
{X)  =  {A0,...,An). 

Como  X  c  P(VE)  equivale  a  [jX  c  W,  es  claro  ciue 

<x>  =  p«u*». 

Si  E 1  y  E2  son  dos  variedades  proyectivas  en  P(P),  definimos  su  suma 

Ei  +  E2  =  (Ei  U  E2) 

como  la  menor  variedad  proyectiva  que  las  contiene  a  ambas.  Puesto  que,  cla¬ 
ramente  P(VE)  C  P(VE')  si  y  sólo  si  W  C  W ,  es  inmediato  que 

P(Wi)  +  P(W2)  =  P(Wi  +  W2). 

He  aqui  un  resultado  fundamental: 
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Teorema  9.16  Si  E\  y  E2  son  variedades  proyectivas  en  un  espacio  P(V), 
entonces 

dim(£'i  +  E2)  =  diml?i  +  dim  £2  —  dim(£’i  D  £2)- 

DemostraciÓN:  Sea  Ei  =  P(Wi),  donde  Wi,W%  son  subespacios  vectoria- 
les  de  V.  Entonces  tenemos  la  relación 

dhn(lEi  +  W2)  =  dim  W\  +  dim  W2  —  dim(Wi  fl  W2), 
luego  aplicando  P  obtenemos  que 

dim P(Wi  +  W2)  -  1  =  dimP(Wi)  -  1  +  dim  P{W2)  -  1  -  dim P{Wl  n  W2)  +  1, 

y  como  los  unos  se  simplifican,  llegamos  a  la  relación  dei  enunciado.  ■ 

Este  teorema  ya  nos  da  una  primera  idea  de  que  los  espacios  proyectivos  se 
comportan  “como  debe  comportarse”  un  espacio  proyectivo.  Por  ejemplo,  si  E\ 
y  E2  son  dos  rectas  proyectivas  disjuntas,  entonces  dim(£i  fl  E2)  =  —1,  y  el 
miembro  derecho  de  la  fórmula  dei  teorema  anterior  suma  3,  luego  dos  rectas 
en  un  plano  proyectivo  se  cortan  necesariamente. 

Otra  consecuencia  destacable  es  que  si  H  es  un  hiperplano  en  P(V)  y  E  es 
una  variedad  de  dimensión  d  no  contenida  en  H,  entonces  E  +  H  =  P(V),  luego 
el  teorema  anterior  implica  que  dim(ií  fl  E)  =  d  —  1. 

Observemos  en  en  la  geometria  afín  no  es  posible  dar  una  fórmula  análoga 
a  la  anterior,  pues,  por  ejemplo,  si  Ei  y  E2  son  rectas  coplanares,  entonces 
dim(£'i  +  E2)  =  2,  dim£i  =  dim  £2  =  1,  pero  dim(£i  fl  E2)  puede  ser  0  o  — 1 
según  si  las  rectas  son  secantes  o  paralelas. 

Homografías  Antes  de  seguir  explorando  la  geometria  de  los  espacios  proyec¬ 
tivos  conviene  introducir  las  aplicaciones  que  conservan  la  estructura  de  forma 
natural: 

Si  /  :  V\  — ►  V2  es  un  isomorfismo  de  espacios  vectoriales,  la  homografía 
inducida  por  f  es  la  aplicación  H(f)  :  P(V 1)  — >  P(V 2)  definida  mediante 
H(f)((v))  = 

Es  inmediato  comprobar  que  si  U  es  un  subespacio  vectorial  de  V,  entonces 
ií(/)[P(í7)]  =  P(f[U}),  de  modo  que  las  homografías  transforman  variedades 
proyectivas  en  variedades  proyectivas  de  la  misma  dimensión. 

Llamaremos  grupo  lineal  general  proyectivo  de  un  espacio  proyectivo  P  = 
P(V)  al  grupo  de  todas  las  homografías  de  P  en  si  mismo.  Lo  representaremos 
por  LGP(X)  o  LGP(E).  En  particular,  LGP(n,  K)  =  LGP(AT”+1). 

Es  claro  que  H  :  LG(E)  — >  LGP(E)  es  un  epimorfismo  de  grupos.  Su 
núcleo  está  formado  por  todas  las  aplicaciones  lineales  que  dejan  invariante 
a  cada  recta  de  V  que  pasa  por  0.  Tales  aplicaciones  son  exactamente  las 
homotecias  lineales  de  V.  Así  pues,  LGP(E)  =  LG(E)/H(Vr). 

Ahora  vamos  a  ver  que  los  puntos  de  un  espacio  proyectivo  pueden  describirse 
a  través  de  coordenadas,  como  sucede  en  los  espacios  aünes,  para  lo  cual  tenemos 
que  deünir  el  concepto  de  sistema  de  referencia: 
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Puntos  independientes  Diremos  que  unos  puntos  /lo, ... .  Am  £  P(V)  son 
proyectivamente  independientes  si  no  están  contenidos  en  ninguna  variedad  pro- 
yectiva  de  dimensión  menor  que  m. 

Si  Ai  =  ( Vi ),  esto  equivale  a  que  los  vectores  vo,...,vm  sean  linealmente 
independientes  en  V.  En  efecto,  se  cumple  que  A0l . . .  ,Am  £  E  =  P (W)  si  y 
sólo  si  Vq , . . . ,  vrn  £  W,  luego  si  los  vectores  son  independientes,  necesariamente 
dimlT  >  m  +  1,  luego  dimE  >  m  y,  viceversa,  si  son  dependientes,  entonces 
W  =  (vo,  ■  ■  ■  ,Vm)  cumple  dimbE  <  m,  luego  E  =  P  (W)  es  una  variedad  de 
dimensión  menor  que  m  que  contiene  a  los  m  +  1  puntos. 

Así,  un  único  punto  es  siempre  proyectivamente  independiente,  y  también 
lo  son  dos  puntos  distintos.  En  cambio,  tres  puntos  son  proyectivamente  in¬ 
dependientes  si  y  sólo  si  no  son  colineales,  cuatro  puntos  son  proyectivamente 
independientes  si  y  sólo  si  no  son  coplanares,  etc. 

La  caracterización  en  términos  de  la  independencia  lineal  de  los  vectores  Vi 
implica  inmediatamente  que  todo  subconjunto  de  un  conjunto  proyectivamente 
independiente  es  proyectivamente  independiente,  así  como  que  todo  conjunto 
proyectivamente  independiente  puede  completarse  hasta  uno  con  n  +  1  elemen¬ 
tos,  donde  n  es  la  dimensión  dei  espado. 

Ahora  podemos  demostrar  otra  propiedad  geométrica  “razonable”  de  los 
espacios  proyectivos: 

Teorema  9.17  Por  m  +  1  puntos  proyectivamente  independientes  pasa  una 
única  variedad  proyectiva  de  dimensión  m. 

DemostraciÓn:  En  efecto,  si  Ao,...,Am  son  proyectivamente  indepen¬ 
dientes,  digamos  con  Ai  =  (ví),  entonces  W  =  (vq,  . . .  ,vm)  tiene  dimensión 
m  +  1,  luego  E  =  P (W)  es  una  variedad  de  dimensión  m  que  pasa  por  todos 
los  puntos  dados.  Si  E'  =  P {W')  es  otra,  necesariamente  {vq,  . . .  ,vm)  C  W\  y 
como  ambos  subespacios  tienen  dimensión  m  +  1,  tienen  que  ser  iguales,  luego 
E'  =  E.  u 

En  particular,  por  dos  puntos  proyectivos  pasa  una  única  recta  proyectiva. 

Notemos  que  toda  variedad  proyectiva  E  de  dimensión  m  contiene  m  +  1 
puntos  proyectivamente  independientes,  pues  su  espado  soporte  será  de  la  forma 
W  =  (vo,  ■  ■  ■ ,  vm)  con  los  vectores  u,  linealmente  independientes,  y  basta  tomar 
los  puntos  Ai  =  (ví). 

Sistemas  de  referencia  En  un  espacio  afín  de  dimensión  n,  un  conjunto  de 
n  +  1  puntos  afínmente  independientes  determina  un  sistema  de  referencia.  En 
cambio,  en  los  espacios  proyectivos  hace  falta  un  punto  más: 

Defmición  9.18  Si  P(P)  es  un  espacio  proyectivo  de  dimensión  n,  diremos  que 
unos  puntos  Aq,  . . .  ,An+ 1  son  un  sistema  de  referencia  proyectivo  si  cualquier 
subconjunto  de  n  +  1  puntos  es  proyectivamente  independiente. 
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Vamos  a  caracterizar  este  concepto  en  términos  de  la  estructura  vectorial 
subyacente: 

Teorema  9.19  Unos  puntos  Aq,  ... ,  An+\  en  un  espado  proyectivo  P(V)  de 
dimensión  n  son  un  sistema  de  referencia  proyectivo  si  y  sólo  si  Ai  =  (ví)  para 
ciertos  vectores  Vi  €  V  de  modo  que  vq,  . .  ■  ,vn  son  linealmente  independientes 
y  vn+i  =  Vo  í —  ■  +  vn.  Además,  la  n  +  2-tupla  (vo,  ■  ■  ■ ,  v„+i)  está  univocamente 
determinada  salvo  múltiplos  por  un  mismo  escalar  no  nulo. 

DemostraciÓN:  Sea  Ai  =  (v,),  con  m  G  V  no  nulo.  Que  A0, . . . ,  An  sean 
proyectivamente  independientes  equivale  a  que  vq  ■ ... .  vn  sean  una  base  de  V. 
En  particular  podemos  expresar 

Vn-j-i  CXqVq  +  *  *  *  +  OLnVn, 

para  unos  únicos  <+  £  K.  Que  algún  a*  sea  0  equivale  a  que  los  n+1  vectores  que 
resultan  de  eliminar  el  Vi  correspondiente  sean  linealmente  dependientes,  luego 
que  los  puntos  dados  sean  un  sistema  de  referencia  equivale  a  que  todos  los  a* 
sean  no  nulos.  Entonces  Ai  =  (cxíVí),  luego  cambiando  Vi  por  tenemos  que 

vn+i  =  Vq  H - +  vn.  El  recíproco  es  obvio,  si  Ai  =  (ví)  de  modo  que  vo, . . .  ,vn 

son  linealmente  independientes  y  vn+i  =  i>o  H —  ■  +  vn  es  claro  que  cualesquiera 
n+1  de  los  n  +  2  vectores  son  linealmente  independientes,  luego  los  puntos  son 
un  sistema  de  referencia  proyectivo. 

Observemos  que  se  da  la  unicidad  dei  enunciado:  si  vn+ 1  =  vq  +  ■  ■  ■  +  vn, 
la  única  posibilidad  para  que  otros  vectores  que  generen  los  mismos  puntos,  es 
decir,  que  sean  de  la  forma  A  +*,  cumplan  Ara+iun+i  =  Ao^o  +  •  •  •  +  \nvn  es  que 
todos  los  A i  sean  iguales,  puesto  que  se  cumple  An+ii++i  =  An+iUo+-  •  ■+\n+ivn 
y  las  coordenadas  de  Aniun+i  en  la  base  Vq,  ... ,  vn  son  únicas.  ■ 

Ahora  es  claro  que  a  cualquier  conjunto  de  n  +  1  puntos  proyectivamente 
independientes  se  le  puede  anadir  (no  de  forma  única)  un  punto  más  que  deter¬ 
mine  un  sistema  de  referencia  (basta  tomar  un  vector  que  genere  cada  punto  y 
tomar  el  punto  determinado  por  la  suma  de  todos  cllos). 

El  teorema  siguiente  ilustra  la  necesidad  dei  punto  adicional: 

Teorema  9.20  Toda  biyección  entre  dos  sistemas  de  referencia  de  dos  espacios 
proyectivos  analíticos  se  extiende  a  una  única  homografía  entre  ellos. 

DemostraciÓN:  Sean 

(Uo) , . . . ,  (vn) ,  {v0  H - Nn)  y  (vq)  , . . .  ,  {v’n)  ,  (vq  -I - \-v'n) 

dos  sistemas  de  referencia  en  dos  espacios  proyectivos  P(V)  y  P(V/)-  Conside¬ 
remos  el  isomorfismo  u  :  V  — >  V  determinado  por  u(ví)  =  v[ .  Es  claro  que  la 
homografía  que  induce  transforma  un  sistema  en  otro. 

Recíprocamente,  si  H{u')  es  una  homografía  que  transforma  un  sistema  en 
otro,  entonces  u'(ví)  =  ouv [,  e  igualando  las  imágenes  dei  último  generador, 

aov[  +  •  •  •  +  anv’n  =  av'0  í - +  av'n, 

luego  a-i  =  a  para  todo  i,  es  decir,  u'  =  au ,  luego  H(u')  =  H(u).  ■ 


9.2.  Espacios  proyectivos  analíticos 


309 


A  la  hora  de  definir  una  biyección  afín  de  un  plano  afín  en  sí  mismo,  tenemos 
libertad  para  fijar  las  imágenes  de  tres  puntos,  con  tal  de  que  sean  afínmente 
independientes,  al  igual  que  las  imágenes  asignadas,  mientras  que,  según  aca¬ 
bamos  de  ver  en  el  caso  de  un  plano  proyectivo  tenemos  libertad  para  fijar  las 
imágenes  de  cuatro  puntos,  con  tal  de  que  formen  sean  un  sistema  de  referencia 
proyectivo  y  las  imágenes  asignadas  también. 

Ejercicio:  Encontrar  una  homografía  de  un  plano  proyectivo  en  sí  mismo  que  deje 
fijos  a  tres  puntos  no  colineales  sin  ser  la  identidad. 


Coordenadas  homogéneas  Finalmente  estamos  en  condiciones  de  describir 
los  puntos  de  un  espado  proyectivo  en  términos  de  coordenadas: 

Definición  9.21  Sea  P(V)  un  espado  proyectivo  de  dimensión  n.  La  asig- 
nación  de  coordenadas  asociada  a  un  sistema  de  referencia  dado  (con  sus  pun¬ 
tos  en  un  orden  dado)  es  la  única  homografía  h  :  P(V)  — >  P n{K)  que  hace 
corresponder  el  sistema  dado  con  el  sistema  de  referencia  canónico  de  P "(iv), 
formado  por  los  puntos 

((1, 0, . . . ,  0)) , . . . ,  ((0, . . . ,  0, 1)) ,  ((1, . . . ,  1)) . 

Si  A  £  P(P),  cualquiera  de  las  n+l-tuplas  que  forman  h(A)  recibe  el  nombre 
de  vector  de  coordenadas  homogéneas  de  A  respecto  dei  sistema  de  referencia 
prefijado.  De  este  modo,  cada  punto  de  P(P)  está  determinado  por  diversos 
vectores  de  coordenadas  homogéneas,  de  modo  que  no  pueden  ser  todas  nulas 
y,  dado  uno  de  ellos,  los  demás  son  simplemente  sus  múltiplos. 

Más  explícitamente,  si  el  sistema  de  referencia  es 
( vo ) ,  ■  •  ■ ,  (vn) ,  {vo  H - \-vn) , 

entonces  unas  coordenadas  homogéneas  de  un  punto  A  =  ( v )  son  las  coordena¬ 
das  de  v  en  la  base  vo, ...  ,vn.  Las  demás  coordenadas  homogéneas  se  obtienen 
cambiando  los  vectores  Vi,  y  sabemos  que  sólo  pueden  cambiarse  (sin  alterar  el 
sistema  de  referencia  prefijado)  por  múltiplos  por  un  mismo  escalar  no  nulo. 

Ejemplo  Así,  la  mejor  forma  de  concebir  un  plano  proyectivo  P(P)  no  es  pen¬ 
sar  en  subespacios  vectoriales  de  R2,  sino  pensar  que  un  punto  es,  por  ejemplo, 
(2, 5, 4),  entendiendo  que  nos  referimos  al  punto  (2vq  +  5iq  +  óv2),  donde 

Aq  =  (vo) ,  Ai  =  (vi) ,  A2  =  (v2) ,  A3  =  (vi  +  v2  +  v3) 

es  un  sistema  de  referencia  prefijado  en  P(P). 

Pero  es  importante  tener  presente  que  (1,5/2,  2)  es  otro  vector  de  coorde¬ 
nadas  para  el  mismo  punto,  pues  las  coordenadas  homogéneas  no  son  únicas, 
sino  que  están  determinadas  salvo  multiplicación  por  un  mismo  escalar  no  nulo. 
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Como  en  el  caso  afín,  podemos  expresar  en  términos  de  coordenadas  los 
distintos  conceptos  geométricos.  Por  ejemplo,  los  hiperplanos  de  P(V)  son  las 
variedades  de  la  forma  P(W),  donde  W  es  un  hiperplano  de  V,  y  los  hiperpla¬ 
nos  de  V  son  los  conjuntos  cuyas  coordenadas  respecto  de  una  base  Vo, . . .  ,vn 
satisfacen  una  ecuación  lineal 


a0x0  H - h  anxn  =  0, 

con  algún  a*  no  nulo,  luego  los  hiperplanos  de  P(V)  son  los  puntos  cuyas  coor¬ 
denadas  homogéneas  respecto  de  un  sistema  de  referencia  dado  satisfacen  una 
ecuación  como  la  anterior. 

Las  variedades  proyectivas  de  dimensiones  inferiores  están  determinadas  por 
sistemas  de  ecuaciones  lineales  (con  término  independiente  nulo). 

Similarmente,  si  tenemos  una  homografía  H(f)  :  P(V)  — >  P(V),  fijado  un 
sistema  de  referencia  proyectivo  Ai  =  (ví),  los  vectores  Vq,  . . .  ,vn  forman  una 
base  de  V,  respecto  a  la  cual  el  automorfismo  /  tendrá  asociada  una  matriz 
M  G  LG(n  +  1,  K),  de  modo  que  si  x  =  (xo,  ■  ■  ■ ,  xn)  son  las  coordenadas  de 
un  vector  v  €  V,  entonces  x'  =  xM  son  las  coordenadas  de  f(x),  pero  x  y  x' 
son  también  las  coordenadas  homogéneas  de  A  =  ( v )  y  H(f)(A)  =  (f(v)).  En 
dehnitiva: 

Teorema  9.22  Si  F  :  P(V)  — >  P(V)  es  una  homografía,  fijado  un  sistema  de 
referencia  proyectivo,  existe  una  matriz  M  £  LG(n+  1  ,K)  tal  que  la  expresión 
coordenada  de  F  es  X'  =  XM ,  donde  X  son  unas  coordenadas  homogéneas  de 
un  punto  A  £  P(V)  y  X'  son  unas  coordenadas  homogéneas  de  F(A). 

Es  claro  que  toda  matriz  regular  determina  una  homografía,  aunque  matrices 
distintas  pueden  determinar  la  misma  homografía. 

Relación  con  la  geometria  afín  Ahora  podemos  entender  la  motivación 
última  de  la  dehnición  de  los  espacios  proyectivos  analíticos. 

Observemos  en  primer  lugar  que  si  H  es  un  hiperplano  cualquiera  en  P(V), 
podemos  tomar  en  él  n  puntos  proyectivamente  independientes  Ai,...,  An  y 
completarlos  hasta  un  sistema  de  referencia  proyectivo  con  dos  puntos  más  Aq 
y  An+\.  Respecto  a  dicho  sistema  de  referencia,  sus  coordenadas  son 

(1,0,. ..,0),  (o, . . . ,  0, 1),  (1 . 1). 

Por  lo  tanto,  A\, . . . ,  An  están  tanto  en  H  como  en  el  hiperplano  de  ecuación 
Xo  =  0,  luego  H  es  el  hiperplano  de  ecuación  Xo  =  0  en  dicho  sistema  de 
referencia.  Así  pues,  cualquier  hiperplano  admite  ecuación  xo  =  0  respecto  de 
un  sistema  de  referencia  adecuado  (y  obviamente  lo  mismo  vale  con  Xi  =  0  para 
cualquier  i). 

Fijado  un  sistema  de  referencia  en  estas  condiciones,  podemos  definir  una 
aplicación  $  :  P (V)  \  H  — >  Kn  de  modo  que  el  punto  A  de  coordenadas 
homogéneas  (xq,  . . . ,  xn)  tiene  por  imagen  cf>(A)  =  (xi/xq,  . . . ,  xn/xo). 
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Claramente  (L(A)  no  depende  de  la  elección  de  las  coordenadas  homogéneas 
dei  punto,  y  $  es  biyectiva. 

Esto  nos  permite  dotar  a  P(V)  \  H  de  estructura  de  espado  afín.  El  teo¬ 
rema  9.30  prueba  que  esta  estructura  no  depende  de  la  elección  dei  sistema 
de  referencia  proyectivo.  De  momento  vamos  a  ver  un  ejemplo  concreto  para 
formamos  una  imagen  intuitiva  de  la  situación. 

Ejemplo  Consideremos  un  plano  proyectivo  P  sobre  un  cuerpo  K  de  carac¬ 
terística  0  en  el  que  hemos  fijado  un  sistema  de  referencia  proyectivo.  Así, 
cada  punto  está  determinado  por  sus  coordenadas  homogéneas  (x,  y:  z).  que  son 
únicas  salvo  múltiplos  escalares. 

Llamaremos  recta  infinita  a  la  recta  (hiperplano)  de  ecuación  z  =  0  y 
llamamos  E  —  P  \  r^,  de  modo  que  los  puntos  de  E  son  los  que  admiten 
coordenadas  homogéneas  con  z  ^  0,  lo  cual  equivale  a  que  admitan  un  (único) 
vector  de  coordenadas  homogéneas  de  la  forma  ( x ,  y,  1).  Las  coordenadas  afines 
de  dicho  punto  son  (x,y). 

Una  recta  r  de  P  distinta  de  está  formada  por  los  puntos  cuyas  coorde¬ 
nadas  homogéneas  cumplen  una  ecuación 

ax  +  by  +  cz  =  0, 

con  ab  ^  0  (pues  de  lo  contrario  la  ecuación  equivaldría  a  z  =  0).  Los  puntos 
de  r  fí  E  son  los  que  admiten  unas  coordenadas  homogéneas  con  z  =  lo, 
equivalentemente,  aquellos  cuyas  coordenadas  afines  cumplen  la  ecuación 

ax  +  by  +  c  =  0. 

Pero  ésta  es  la  ecuación  de  una  recta  en  un  plano  afín.  Así  pues,  hemos  pro- 
bado  que  si  r  es  una  recta  proyectiva  distinta  de  la  recta  “infinita”  que  hemos 
quitado,  entonces  r  fl  E  es  una  recta  afín.  cuántos  puntos  hemos  perdido 
al  restringimos  a  El  Hemos  perdido  los  puntos  que  cumplen  la  ecuación  pro¬ 
yectiva  con  z  =  0,  pero  hay  un  único  punto  así,  el  punto  (— ò,  a,  0).  El  sistema 
de  ecuaciones  tiene  infinitas  soluciones,  pero  todas  son  múltiplos  unas  de  otras, 
por  lo  que  todas  corresponden  al  mismo  punto  de  la  recta  r^. 

Recíprocamente,  es  fácil  ver  que  toda  recta  afín  se  extiende  a  una  recta 
proyectiva  (sin  más  que  anadirle  una  2  al  término  independiente  de  su  ecuación) 
que  tiene  los  puntos  de  la  recta  original  más  un  punto  en  la  recta  infinita. 

En  definitiva,  las  rectas  de  E  se  corresponden  biunívocamente  con  las  rectas 
de  P  distintas  de  r^,  y  la  correspondência  consiste  en  anadir  o  quitar  a  cada 
recta  un  único  punto  infinito. 

Por  ejemplo,  las  rectas  afines  de  ecuaciones  y  =  2x  +  5  e  y  =  2x  +  7  son 
paralelas,  pero  sus  compleciones  proyectivas  son  las  rectas  de  ecuaciones 

2x  —  y  +  5z  =  0,  2x  —  y  +  7z  =  0, 

y  ambas  tienen  un  mismo  punto  infinito  en  común,  a  saber,  el  punto  (1,2,0). 
Es  fácil  ver  que  esto  es  general:  dos  rectas  afines  son  paralelas  si  y  sólo  si  se 
cortan  en  su  punto  infinito.  ■ 
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Teorema  9.23  Si  P  =  P(V)  es  un  espacio  proyectivo  de  dimensión  n  y  H  es 
un  hiperplano,  entonces  las  variedades  afines  m-dimensionales  de  E  =  P  \  H 
son  las  de  la  forma  U  fl  E,  donde  U  es  una  variedad  proyectiva  m- dimensional. 

DemostraciÓN:  Sea  H  =  P(W00)  y  sea  U  =  P (W).  Entonces  la  inter- 
sección  H  (~l  U  =  P{W(X>  fl  W)  tiene  dimensión  m  —  1,  luego  Wa 0  fi  W  tiene 
dimensión  m.  Pongamos  que  Wa 0  fi  W  =  (vi, . . . ,  vm )  y  sea  vo  £  W  \  Wa 0  tal 
que  vo,  ■  ■  ■ ,  vm  sea  una  base  de  W.  Los  puntos  de  U  son,  pues,  los  de  la  forma 
A  =  (XqVo  +  •  •  •  +  A mVm),  COn  Ai  £  K. 

En  principio,  la  estructura  afín  de  E  depende  de  una  asignación  de  coorde¬ 
nadas  respecto  de  un  sistema  de  referencia  prefijado  en  P.  Sean  Xi  £  Kn+1  los 
vectores  de  coordenadas  de  los  Vi  respecto  de  la  base  de  V  asociada  al  sistema 

de  referencia  elegido.  Entonces  las  coordenadas  de  AcP’o  H - 1-  Ami>m  (es  decir, 

unas  coordenadas  homogéneas  de  A)  son 

X  =  AoXo  +  •  •  •  +  A  mXm- 

Observemos  que,  como  Vi  £  W^.  para  i  >  0,  las  coordenadas  Xi  tienen  su 
primera  componente  nula,  mientras  que  la  primera  componente  de  Xo  podemos 
tomaria  igual  a  1.  Por  lo  tanto,  la  primera  componente  de  x  es  0  si  y  sólo  si 
Ao  =  0.  Por  consiguiente,  los  puntos  de  U  fl  E  son  los  que  tienen  un  vector 
de  coordenadas  homogéneas  x  con  Ao  ^  0.  Podemos,  pues,  dividir  entre  Ao  y 
suponer  que  Ao  =  1.  En  definitiva,  las  coordenadas  afines  de  los  puntos  d eU CE 
son  de  la  forma 

X  —  Xo  T  AiXi  “f  '  '  '  T  A rnXm, 

donde  Xi  es  el  vector  que  resulta  de  eliminar  la  primera  componente  de  Xi. 
Concluimos  que  las  coordenadas  de  los  puntos  de  U  fl  E  son 

xo  +  (xi, . .  .,xm)  . 

Este  conjunto  es  una  variedad  afín  de  dimensión  m  en  Kn,  luego  U  (~l  E  es  una 
variedad  afín  de  dimensión  m  en  E.  El  razonamiento  puede  seguirse  en  sentido 
inverso  para  concluir  que  toda  variedad  afín  de  E  procede  de  una  variedad 
proyectiva  U  de  la  nrisma  dimensión.  ■ 


Observaciones  El  teorema  anterior  muestra  que  las  variedades  afines  de  E 
no  dependen  dei  sistema  de  referencia  de  P  usado  para  definir  la  estructura 
afín.  Más  aún,  ahora  es  inmediato  que  m  +  1  puntos  de  E  son  afínmente 
independientes  en  E  si  y  sólo  si  son  proyectivamente  independientes  en  P,  pues 
que  sean  afínmente  independientes  equivale  a  que  no  estén  contenidos  en  ninguna 
variedad  afín  de  dimensión  menor  que  to,  lo  cual  equivale  claramente  a  que  no 
estén  contenidos  en  ninguna  variedad  proyectiva  de  dimensión  menor  que  to, 
que  a  su  vez  equivale  a  que  sean  proyectivamente  independientes. 

A  su  vez  esto  implica  que  cada  variedad  afín  m-dimensional  U  de  E  se 
extiende  a  una  única  variedad  proyectiva  m-dimensional  U  de  P,  pues  dos  de 
cilas  contendrían  un  misrno  conjunto  de  ?n  +  l  puntos  afínmente  independientes, 
luego  proyectivamente  independientes,  luego  ambas  variedades  serían  la  nrisma. 
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La  correspondência  U  i— >•  UílE  entre  variedades  proyectivas  y  afines  conserva 
claramente  la  inclusión,  luego  lo  misino  vale  para  su  inversa  U  H >  Ü. 

Observemos  también  en  qué  se  traduce  el  paralelismo  de  rectas  en  E:  dos 
rectas  distintas  r  y  s  de  E  son  paralelas  si  y  sólo  si  están  contenidas  en  un  plano 
II  y  son  disjuntas,  pero  entonces  f,  s  C  II  y  el  teorema  9.16  implica  que  r  y  s 
tienen  un  punto  en  común,  que  necesariamente  tiene  que  estar  en  H1  porque 
r  O  s  =  0.  Así  pues,  dos  rectas  de  E  son  paralelas  si  y  sólo  si  tienen  el  mismo 
punto  infinito. 

Ahora  es  claro  que  todo  espado  afín  E  (en  el  sentido  algebraico)  se  puede 
identificar  con  un  subconjunto  P\H,  donde  P  es  un  espacio  proyectivo  de  la 
misma  dimensión  y  H  un  hiperplano,  pues  a  través  de  un  sistema  de  coordenadas 
E  se  puede  identificar  con  Kn  y  éste  a  su  vez  con  Pn(K)\  H,  donde  H  es  el 
hiperplano  de  ecuación  xo  =  0. 

Sin  embargo,  es  importante  advertir  que  el  espacio  que  resulta  de  anadir  a  un 
espacio  afín  E  un  hiperplano  H  de  puntos  infinitos  es  homogéneo,  en  el  sentido 
de  que  nada  en  él  distingue  a  los  puntos  finitos  de  los  infinitos.  Es  fácil  ver  que 
en  un  espacio  proyectivo  P(V)  existen  homografías  que  transforman  cualquier 
hiperplano  en  cualquier  otro,  luego  no  hay  ninguno  que  se  distinga  de  los  demás, 
y  sólo  podemos  distinguir  entre  “puntos  finitos”  y  “puntos  infinitos”  seleccio- 
nando  arbitrariamente  un  hiperplano  cualquiera  como  hiperplano  infinito.  Un 
mismo  punto  será  finito  o  infinito  según  qué  hiperplano  hayamos  elegido  como 
hiperplano  infinito.  Dicho  de  otro  modo,  la  distinción  entre  “finito”  e  “infinito” 
es  relativa  a  la  elección  de  un  sistema  de  referencia.  ■ 


Teorema  9.24  Sea  P  =  P(V)  un  espacio  proyectivo,  sea  H  un  hiperplano  y 
E  =  P\H.  Sea  LGP# (P)  el  subgrupo  de  LGP(P)  formado  por  las  homografías 
F  tales  que  F[H ]  =  F[ .  Entonces,  la  restricción  define  un  isomorfismo  de  grupos 
LGP H{P)  — *  GA (E). 


DemostraciÓn:  Fijemos  un  sistema  de  referencia  en  P,  que  a  su  vez  deter¬ 
mina  un  sistema  de  referencia  en  E.  Según  vimos  en  el  capítulo  IV,  la  expresión 
en  coordenadas  de  una  biyección  afín  f  £  GA (E)  es  Y  =  A  +  XM,  donde 
A  €  Kn,  M  £  LG(n,  K ),  X  es  el  vector  de  coordenadas  de  un  punto  cualquiera 
A  £  E  e  Y  es  el  vector  de  coordenadas  de  f(A).  En  términos  de  coordenadas 
homogéneas  esto  equivale  a  que 


(1  ,Y) 


(1,*) 


'  1 

A  ' 

_  0 

Aí  / 

Por  lo  tanto,  la  homografía  P  cuya  matriz  en  el  sistema  de  referencia  fijado 
es  la  que  aparece  en  la  fórmula  anterior  (que  claramente  es  inversible,  pues  su 
determinante  es  el  mismo  que  el  de  M)  cumple  que  su  restricción  a  E  es  /, 
lo  cual  en  particular  requiere  que  f[H]  =  H.  Así  pues,  toda  biyección  afín  se 
extiende  a  una  homografía. 

Recíprocamente,  si  F  es  una  homografía  que  fija  a  H  y  M'  es  una  matriz 
de  F  respecto  al  sistema  de  referencia  prefijado,  la  condición  de  que  F[H]  =  H 
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equivale  a  que  (0 ,X)M'  tiene  que  tener  la  primera  componente  nula,  sea  cual 
sea  X  G  Kn,  lo  cual  sólo  puede  ocurrir  si  la  primera  columna  de  M’  es  de  la 
forma  (a,  0, . . . ,  0),  con  a  ^  0.  Si  dividimos  toda  la  matriz  M'  entre  a  obtenemos 
una  nueva  matriz  para  la  misma  homografía  y  alrora  a  =  1,  luego  AP  es  de  la 
forma 

0  M  )  ’ 

para  cierta  matriz  M  G  LG (n,K)  y  cierto  A  G  Kn,  de  donde  se  sigue  que  la 
restricción  de  F  a  E  admite  la  expresión  coordenada  Y  =  A  +  XM,  luego  se 
trata  de  una  biyección  afín. 

Con  esto  tenemos  que  la  restricción  induce  una  aplicación  suprayectiva  (que 
claramente  es  un  homomorfismo  de  grupos)  LGPít(P)  — >  GA  (E).  Falta  probar 
que  es  inyectiva,  pero  si  F\e  es  la  identidad  y  A  G  H,  tomamos  cualquier  punto 
B  G  E,  de  modo  que  la  recta  AB  tiene  todos  sus  puntos  en  E  salvo  A  (y  una 
recta  en  un  espacio  afín  tiene  al  menos  dos  puntos).  Por  lo  tanto  F  deja  fijos 
al  menos  dos  puntos  de  AB,  luego  deja  fija  a  AB,  luego  deja  fijo  a  A  (porque 
{A}  =  AB  (1H  y  F  fija  a  ambas  variedades).  Esto  prueba  que  F  es  también  la 
identidad  en  H,  luego  F  =  1.  ■ 

Como  consecuencia,  a  su  vez: 

Teorema  9.25  Si  P  =  P(V)  es  un  espacio  proyectivo,  H  es  un  hiperplano  y 
E  =  P  \  H ,  entonces  el  grupo  HT(P)  de  las  homotecias  y  traslaciones  de  E 
está  formado  por  las  restricciones  a  E  de  las  homografías  que  fijan  a  todos  los 
puntos  de  H . 

DemostraciÓN :  Según  el  teorema  7.8,  si  dimP  >  2  el  grupo  HT(P)  está 
formado  por  los  F  G  LGPíf(P)  que  transforman  cada  recta  r  de  E  en  una 
paralela.  Así,  si  F  G  HT(P)  y  A  G  H,  tomamos  B  G  E,  de  modo  que  F[ABC\E] 
es  paralela  a  AB  D  E,  lo  cual  equivale  a  que  F[AB\  =  F(A)F(B)  tenga  el 
misnro  punto  infinito  que  AB,  es  decir,  a  que  F(A)  =  A.  El  recíproco  se  prueba 
análogamente. 

Falta  considerar  el  caso  en  que  dirnP  =  1,  pero  en  este  caso  todas  las  biyec- 
ciones  afines  son  homotecias  o  traslaciones  y  la  conclusión  es  trivial  (notemos 
que  en  este  caso  H  consta  de  un  único  punto,  por  lo  que  fijar  a  H  es  lo  misnro 
que  fijar  a  todos  sus  puntos).  En  efecto,  si  /  G  GA (E)  tiene  un  punto  fijo  O, 
entonces 

/(P)  =  O  +  f(ÕP )  =  O  +  k  ÕP, 

donde  ( k )  es  la  matriz  de  /  en  cualquier  sistema  de  referencia  (notemos  que 
necesariamente  k  ^  0),  luego  /  es  una  homotecia.  Si  /  no  tiene  puntos  fijos, 
entonces  su  expresión  en  coordenadas  respecto  de  un  sistema  de  referencia  (O,  v) 
será  y  =  ax+b,  para  ciertos  a,  b  G  K,  con  a  ^  0,  y  es  fácil  ver  que  la  condición  de 
que  no  tenga  puntos  fijos  equivale  a  que  a  =  1,  luego  la  expresión  en  coordenadas 
es  y  =  x  +  b,  luego  /(P)  =  P  +  bv  y  f  es  una  traslación.  ■ 

Más  aún,  cualquiera  que  sea  la  dimensión  de  E,  tenemos  que  el  grupo  T(P) 
de  las  traslaciones  de  E  está  formado  por  la  identidad  y  los  elementos  de  HT(P) 
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que  no  tienen  puntos  fijos  en  E,  es  decir,  por  los  elementos  de  LGP(P)  que  fijan 
a  todos  los  puntos  de  H  y  no  tienen  puntos  fijos  en  E. 

En  el  caso  de  los  espacios  proyectivos  sobre  R.  tenemos  la  siguiente  caracte- 
rización  de  las  homografías: 


Teorema  9.26  (Teorema  fundamental  de  la  geometria  proyectiva)  Sea 

f  una  biyección  entre  dos  espacios  proyectivos  reales  de  la  misma  dimensión 
n>  2  tal  que  las  imágenes  de  tres  puntos  colineales  cualesquiera  sean  colineales. 
Entonces  f  es  una  homografía. 

DemostraciÓN:  Sea  /  :  P  — >  P' .  Dividimos  la  prueba  en  vários  pasos: 

1.  Si  X  =  {An  •  •  •  >  An}  de  un  conjunto  de  m  +  1  puntos  proyectivamente 
independientes  en  P,  entonces  f[(X}]  c  ( f[X ]). 

Por  inducción  sobre  m.  Para  m  =  1  se  trata  de  la  hipótesis  dei  teorema. 
Supongámoslo  cierto  para  conjuntos  de  m  puntos.  Si  A  G  ( X ),  entonces 
la  recta  AAm  corta  a  (An  ■  •  •  Am- 1),  que  es  un  hiperplano  dei  espado 
proyectivo  (X).  Sea  B  el  punto  de  corte.  Por  hipótesis  de  inducción 

f(B)  €  /  [(A,  •  ■  • ,  Am_  1>]  c  (/(A),  •  •  • ,  /(4-i))  c  (f[X}) . 

A  su  vez,  /(A)  está  en  la  recta  que  está  en  ( f[X ]). 

2.  La  imagen  de  un  conjunto  proyectivamente  independiente  es  un  conjunto 
proyectivamente  independiente. 

En  efecto,  el  conjunto  X  puede  completarse  hasta  un  conjunto  X'  de  n  +  1 
puntos  proyectivamente  independientes.  Por  el  apartado  anterior  tenemos 
que  f[P]  C  ( f[X ']),  luego,  teniendo  en  cuenta  las  dimensiones,  tenemos 
que  ( f[X '])  =  P',  luego  f[X']  es  proyectivamente  independiente  y  f[X] 
también.  De  aqui  se  sigue  obviamente: 

3.  La  inclusión  en  1)  es  de  hecho  una  igualdad.  En  particular  la  imagen  de 
un  hiperplano  es  un  hiperplano. 

Si  fijamos  un  hiperplano  H  en  P  y  ff  =  f[H],  entonces  /  induce  una 
biyección  P  \  H  — >  P'  \  H'  en  las  hipótesis  dei  teorema  fundamental  de  la 
geometria  afín,  luego  es  una  afinidad,  que  según  sabemos  se  extiende  a  una 
homografía  de  P  en  P' .  La  extensión  es  necesariamente  /  pues,  fijado  un  punto 
O  £  P  \  H ,  para  todo  A  £  H,  tomamos  un  tercer  punto  B  en  O  A  y  así,  tanto 
f(A)  como  la  imagen  de  A  por  la  homografía  están  H '  y  en  la  imagen  de  la  recta 
OB ,  que  es  una  recta,  luego  ambos  son  el  único  punto  de  intersección  entre  la 
recta  y  el  hiperplano.  ■ 
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La  razón  doble  Vamos  a  estudiar  con  algo  más  de  detalle  las  rectas  proyecti- 
vas.  Si  X  es  una  recta  proyectiva  sobre  un  anillo  de  división  K ,  un  sistema  de  re¬ 
ferencia  en  X  consiste  simplemente  en  tres  puntos  distintos  P,  Q ,  R.  Estos  pun- 
tos  determinan  una  única  asignación  de  coordenadas  $  :  X  — >  P^iú)  tal  que 
las  coordenadas  homogéneas  de  P,  Q,  R  son,  respectivamente  (1,  0),  (0, 1),  (1, 1). 

Vamos  a  adoptar  el  convénio  de  tomar  como  punto  infinito  de  P1(A')  el  punto 
oo  =  (1,  0),  y  entonces  podemos  expresar  P  1(K)  =  ATU{oo},  donde  cada  a  £  K 
se  identifica  con  el  punto  de  coordenadas  homogéneas  (a,  1).  Recíprocamente, 
el  punto  de  coordenadas  (a,  /3)  es  oo  si  j3  =  0  o  bien  a/f3  £  K  en  caso  contrario. 

Si  un  punto  de  X  tiene  coordenadas  homogéneas  (a,/3),  diremos  que  a//3 
es  su  coordenada  afín  respecto  dei  sistema  de  referencia  considerado  P,  Q,  R , 
entendiendo  que  la  coordenada  afín  de  P  es  oo  (mientras  que  las  de  Q  y  R  son  0 
y  1,  respectivamente).  Equivalentemente,  si  llamamos  E  =  X\{P},  entonces  la 
coordenada  afín  de  un  punto  es  su  coordenada  respecto  dei  sistema  de  referencia 
afín  (Q,  qÀ). 

Deflnición  9.27  Sean  P,  Q,  R ,  S  cuatro  puntos  colineales  distintos  en  un  espa¬ 
do  proyectivo  X  sobre  un  anillo  de  división  K  y  sea  r  la  recta  que  los  contiene. 
Definimos  la  razón  doble  entre  ellos  como 

OL 

K(P,Q,R,S)  =  -eK\{  0,1} 

donde  (a,  j3)  son  las  coordenadas  homogéneas  de  S  respecto  al  sistema  de  refe¬ 
rencia  P,Q,R  de  r. 

Observemos  que  la  razón  doble  no  puede  tomar  los  valores  0,1  (ni  oo)  porque 
los  puntos  con  estas  coordenadas  son  Q,  P,  P  y  suponemos  que  S  es  distinto  de 
los  tres. 

Observemos  que  la  razón  doble  de  cuatro  puntos  no  depende  de  ninguna 
elección  de  ningún  sistema  de  referencia,  es  decir,  depende  de  un  sistema  de 
referencia  de  la  recta  X  determinado  por  los  propios  puntos,  de  modo  que  no 
tiene  sentido  plantearse  si  una  razón  doble  puede  tomar  un  valor  respecto  de  un 
sistema  de  referencia  y  otro  distinto  respecto  de  otro. 

Más  aún,  la  razón  doble  es  invariante  por  homografías,  pues  si  H  :  X  — >  X' 
es  una  homografía  entre  dos  espacios  proyectivos  y  P,Q,R,S  son  cuatro  puntos 
distintos  contenidos  en  una  recta  r,  entonces  H(P),H(Q),H(R),H(S )  son  cua¬ 
tro  puntos  distintos  en  la  recta  H[r],  y  si  S  tiene  coordenadas  (a,  /?)  respecto  de 
P,  Q,  R,  entonces  H(S)  tiene  coordenadas  ( a ,  f3)  respecto  de  H(P),H(Q),H(S), 
porque  si  <f>  es  la  asignación  de  coordenadas  en  r,  entonces  la  homografía 
H~x  o  $  :  H[r\  — >  P^P)  transforma  H(P),H(Q),H(R)  en  oo,  0, 1,  respec¬ 
tivamente,  luego  es  la  asignación  de  coordenadas  correspondiente  al  sistema  de 
referencia  H(P),H(Q),H(R).  Concluimos  que 

fl(P,  Q,R,S)  =  j3=  ÍR(P(P),  H(Q),H(R),  H(S)). 

El  teorema  siguiente  explica  el  nombre  de  “razón  doble” : 
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Teorema  9.28  Sean  P\,  P2,  P3,  Pa  cuatro  puntos  distintos  de  una  recta  pro- 
yectiva  cuyas  coordenadas  cartesianas  en  un  sistema  de  referencia  dado  sean 
x\,  X2,  x3,  Xa  respectivamente.  Entonces 1 


K(Pa,P2,P3,Pa) 


X3  -  XI  _  X3  -  X2 
xa  —  xi  xa  —  X2 


DemostraciÓN:  Al  menos  tres  de  las  coordenadas  tienen  que  ser  finitas, 
vamos  a  suponer  que  lo  son  x\,  X2  y  x3.  Los  otros  tres  casos  posibles  se  tratan 
análogamente.  Consideramos  la  aplicación  H  :  P1(A')  — >  P^AT)  dada  por 


x3  -  xi  x3  -  x2 

x)  =  -  :  - . 

X  —  XI  X  —  X2 

En  términos  de  coordenadas  homogéneas  es 


H(x,l)  = 

/  x3  -  xa 

:  ,  1  ]  =  ((£3  xa){x  x2),{x3  x2){x 

\  X  —  X\ 

X  —  X2  ) 

0  también 

H{x,y) 

=  ((x3  -  Xa)(-  -  x2),  (x3  -  x2)(—  -  Xa)) 

V  V 

=  (( X3  -  xi)(x  -  x2y ),  (0:3  -  x2)(x  -  Xx y)). 
Así  vemos  que  se  trata  de  la  homografía  de  matriz 


M  =  (  X3-Xi  x3-x2 

V  {x3  -  Xa)x2  ~(x3  -  X2)xa 

Notemos  que  es  ciertamente  una  homografía  porcjue  el  determinante  de 
M  es  (a;3  —  a;i)(a;3  —  X2){x2  —  x\)  ^  0.  Se  comprueba  inmediatamente  que 
H(x  1)  =  00,  H(x 2)  =  0,  H(x 3)  =  1.  La  composición  dei  sistema  de  coor¬ 
denadas  dado  con  la  homografía  H  es  una  homografía  que  hace  correspon¬ 
der  P1P2P3P4  7^  00  01  H(xa),  luego  la  razón  doble  es  H(x 4),  lo  que  nos  da 
la  fórmula  indicada.  ■ 

Del  teorema  anterior  se  sigue  inmediatamente  que  la  razón  doble  presenta 
unas  simetrias  que  no  son  evidentes  a  partir  de  su  definición: 


1K(Pi,  P2,  P3,  Pa)  =  R(P3,  Pa ,  Pi ,  P2) 

=  X(P2,  Pi,  P3,  Pr)”1  =  3l(Pi,  P2,  Pa,  Ps)'1- 

El  teorema  anterior  nos  da  una  expresión  alternativa  para  la  razón  doble  de 
cuatro  puntos: 

1Si  expresamos  la  fórmula  como 

(X4  -  Xi)(X3  -  X2) 

vale  igualmente  si  uno  de  los  Xi  es  oo  entendiendo  que  los  dos  factores  en  los  que  aparece  se 
cancelan. 
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Teorema  9.29  Sea  P  un  espado  proyectivo,  H  un  hiperplano  y  consideremos 
P[ ,  P'2 ,  Pi .  Pt  £  E  =  P\H  cuatro  puntos  colineales  distintos.  Entonces 


X(P1,P2,P3,P4) 


Pi  Po,  P2P3 
- 1  - f! 

P\  P\  P2P4 


donde  los  vectores  se  calculan  respecto  de  la  estructura  afín  de  E. 


Si,  en  las  condiciones  dei  teorema  anterior,  tomamos  tres  puntos  colineales 
distintos  P2  ■  Pi  ■  P4  £  E  y  llamamos  P\  al  punto  infinito  de  la  recta  que  los 
contiene,  entonces  9.28  nos  da  que 

P2  P4 

üt(p1,p2,p3,p4)  =  J=4, 

P2P3 

aunque  también  podemos  deducirlo  inmediatamente  de  la  definición  de  razón 
doble.  En  efecto,  si  r  es  la  recta  que  contiene  a  los  puntos,  la  razón  doble  es  la 
coordenada  de  P4  respecto  al  sistema  de  referencia  de  r  \  {Pi}  respecto  al  que 
P2  tiene  coordenada  0  (es  el  origen)  y  P3  tiene  coordenada  1,  pero  esto  es  la 
coordenada  de  P2P4  respecto  de  la  base  P2P3,  es  decir,  el  cociente  indicado. 

En  particular,  observemos  que  (sobre  un  cuerpo  de  característica  ^  2) 
3?(Pi,  P2,  P3,  P4)  =  —1  equivale  a  que  P2P4  =  —  P2P3  o,  equivalentemente,  a 
que  P2  sea  el  punto  medio  de  P2  y  P3. 

Veamos  finalmente  que  si  P  es  un  espacio  proyectivo  y  H  es  un  hiperplano,  la 
estructura  de  espacio  afín  de  E  =  P  \  H  no  depende  dei  sistema  de  coordenadas 
dei  que  nos  valemos  para  identificar  a  E  con  Kn: 


Teorema  9.30  Sea  P  un  espacio  proyectivo  sobre  un  anillo  de  división  K ,  sea 
H  un  hiperplano  de  P  y  E  =  P  \  H .  Entonces,  la  estructura  afín  de  E  está 
determinada  por  el  espacio  vectorial  E  formado  por  el  grupo  de  las  traslaciones 
en  E  con  el  producto  determinado  por  que  si  k  £  K  es  distinto  de  0,1  y  T  £  E 
no  es  la  identidad,  entonces  kT  es  el  único  elemento  de  E  tal  que,  para  cualquier 
punto  A  £  E,  se  cumple  que  ( kT)(A )  £  AT  {A)  y 

3?(oo,  A,  T(A),  (kT)(A))  =  k, 


donde  00  =  AT(A)  fí  H . 

DemostraciÓN:  Fijamos  un  sistema  de  referencia  en  P,  el  cual  determina 
una  asignación  de  coordenadas  $  :  P  — >  P"(A"),  que  a  su  vez  determina  una 
biyección  <f>\ e  ■  E  — >  Kn  que  determina  una  estructura  de  espacio  afín  en  E. 
Tenemos  que  probar  que  dicha  estructura  es  la  descrita  en  el  enunciado,  de 
modo  que  no  depende  realmente  dei  sistema  de  referencia  elegido. 

En  todo  espacio  afín,  E,  el  grupo  aditivo  dei  espacio  vectorial  E  (y  su  acción 
sobre  E)  se  identifica  de  forma  natural  con  el  grupo  T(P)  de  las  traslaciones, 
y  sabemos  que  éste  está  formado  por  la  identidad  y  las  (restricciones  de  las) 
homografías  de  P  cuyos  puntos  fijos  son  los  de  H. 
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Si  T  es  una  traslación  distinta  de  la  identidad,  que  identificamos  con  un 
vector  v  ^  0  (de  manera  que  T{A )  =  A  +  v),  entonces  la  traslación  kT  corres- 
pondiente  a  kv  es  la  dada  por 

(kT)(A)  =  A  +  kv  =  A  +  kAT(Ã). 

Esto  significa  que  los  puntos  A,  T(A),  (kT)(A)  son  colineales,  y  si  llamamos  r 
a  la  recta  que  los  contiene,  la  coordenada  de  (kT)(A)  en  el  sistema  de  referencia 
(A,  AT  (A))  de  r  es  k,  luego,  si  llamamos  oo  al  punto  infinito  de  r,  de  la  propia 
definición  de  razón  doble  se  sigue  que 

R{oo,A,T(A),(kT){A))  =  k. 

Esta  condición  determina  el  punto  ( kT)(A ),  y  una  traslación  está  determinada 
por  la  imagen  de  un  único  punto,  luego  esta  condición  determina  univocamente 
el  producto  kT.  ■ 

Esto  nos  lleva  a  la  definición  siguiente: 

Definición  9.31  Un  espado  afín  proyectivo  sobre  un  anillo  de  división  K  es  un 
par  (E,  Eoo),  donde  E  es  un  espacio  proyectivo  sobre  K  y  Ea 0  es  un  hiperplano 
en  E  al  que  llamaremos  hiperplano  infinito  de  E. 

Los  puntos  de  E0 0  se  llaman  puntos  infinitos,  mientras  que  los  puntos  de 
Efin  =  X  \  Eoo  se  llaman  puntos  finitos.  Las  variedades  afines  de  E  son  el 
conjunto  vacío  y  las  variedades  proyectivas  de  E  no  contenidas  en  Ea 0.  Las 
biyecciones  afines  de  E  son  los  elementos  dei  grupo  GA (E)  =  LGPe^  (E)  for¬ 
mado  por  las  homografías  de  E  que  fijan  a  Eoo ■  Los  vectores  de  E  son  los 
elementos  dei  grupo  E  =  T (E)  de  las  traslaciones  de  E,  es  decir,  las  biyecciones 
afines  cuyos  puntos  fijos  son  exactamente  los  puntos  infinitos,  y  que  admite  una 
estructura  de  espacio  vectorial  sobre  K .  Si  v  £  E  y  P  £  Enn ,  escribiremos 
P  +  v  en  lugar  de  v(P).  Las  homotecias  de  E  son  las  biyecciones  afines  cuyos 
puntos  fijos  son  los  puntos  infinitos  más  un  cierto  punto  finito.  Un  sistema  de 
referencia  afín  en  E  es  un  sistema  de  referencia  proyectivo  O  =  Po, ... ,  Pn+ 1  tal 
que  P\ , . . . ,  Pn  €  Eoo  ■  Así,  respecto  a  tal  sistema,  los  puntos  finitos  son  aque- 
llos  cuyas  coordenadas  homogéneas  cumplen  xo  ^  0.  Las  coordenadas  afines  de 
un  punto  finito  P  respecto  de  un  sistema  de  referencia  afín  son  las  coordena¬ 
das  (xi/xq,  . . . ,  xn/xo),  donde  ( xq , . . . ,  xn)  es  cualquier  vector  de  coordenadas 
homogéneas  de  P  respecto  dei  sistema  dado. 

Los  resultados  de  esta  sección  prueban  que  el  par  (E^n,  E,  +)  es  un  espacio 
afín  sobre  K  en  el  sentido  de  la  definición  4.10  (relajando  la  condición  de  que 
K  sea  un  cuerpo  a  que  sea  un  anillo  de  división) ,  y  que  todos  los  conceptos  que 
acabamos  de  “redefinir”  son  equivalentes  a  los  que  ya  teníamos  definidos,  no  en 
el  sentido  de  que  sean  lo  mismo,  sino  en  que  ambos  se  determinan  mutuamente. 
Por  ejemplo,  cada  biyección  afín  en  el  sentido  de  4.14  se  extiende  a  una  única 
biyección  afín  en  el  sentido  de  9.31  y,  recíprocamente,  toda  biyección  afín  en 
este  sentido  se  restringe  a  una  única  biyección  afín  en  el  sentido  anterior. 
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Además,  dado  cualquier  espacio  afín  F,  existe  una  biyección  afín  F  — >  E gn 
(en  el  sentido  de  4.14),  para  cierto  espacio  afín  proyectivo  E,  por  lo  que  no 
perdemos  generalidad  si  trabajamos  únicamente  con  espacios  afines  proyectivos. 

En  otras  palabras,  esto  significa  que  no  perdemos  generalidad  si  suponemos 
que  todo  espacio  afín  lleva  “incorporados”  puntos  infinitos  que  lo  convierten  en 
un  espacio  proyectivo,  y  que  todas  las  definiciones  de  la  geometria  afín  pueden 
extenderse  para  tener  en  cuenta  también  los  puntos  infinitos.  Por  ejemplo, 
toda  variedad  afín  tiene  sus  puntos  infinitos,  toda  biyección  afín  actúa  sobre  los 
puntos  infinitos,  etc. 


9.3  Geometria  proyectiva  analítica  y  sintética 

Vamos  a  relacionar  finalmente  los  dos  conceptos  de  espacio  proyectivo  que 
hemos  presentado,  el  sintético  y  el  analítico.  Necesitamos  un  par  de  hechos 
adicionales  sencillos  sobre  los  espacios  proyectivos  algebraicos: 

•  Unos  puntos  Ao, ... ,  An+ 1  son  proyectivamente  independientes  si  y  sólo  si 
lo  son  A0,...,An  y  An+1  £  {A0, . . . ,  An). 

En  efecto,  si  A,;  =  (u*),  su  independencia  proyectiva  equivale  a  que  los  vec- 
tores  Vi  sean  linealmente  independientes,  lo  cual  equivale  a  que  Vo,  ■  ■  ■ ,  vn 
sean  linealmente  independientes  y  vn+i  ^  (vq,  ...  ,vn),  lo  cual  equivale  a 
su  vez  a  que  Ao, ... ,  An  sean  independientes  y  An+i  ^  (Ao, . . . ,  A„). 

•  Si  E  es  una  variedad  proyectiva  y  A  €  P(V)  \  E,  entonces  ( E,A )  es  la 
unión  de  todas  las  rectas  proyectivas  que  pasan  por  A  y  por  un  punto 
de  E. 

En  efecto,  claramente  (E,  A)  contiene  a  todas  las  rectas  indicadas.  Por 
otro  lado,  si  E  =  P (W)  ,  A  =  (v),  entonces  ( E,A )  =  P(W  +  (v))  y  todo 
X  G  ( E,A )  es  de  la  forma  X  =  (w  +  av)  C  (w,v).  luego  X  G  P({w,v}), 
que  es  una  recta  que  pasa  por  A  y  por  (w)  G  P(1V)  =  E. 

Con  esto  ya  estamos  en  condiciones  de  probar  el  resultado  básico: 

Teorema  9.32  Si  K  es  un  anillo  de  división  yV  es  un  K-espacio  vectorial  por 
la  derecha  de  dimensión  n  +  1  >  3,  entonces  P(V)  (tomando  como  rectas  los 
conjuntos  de  la  forma  P (W),  donde  W  es  un  subespacio  de  V  de  dimensión  2) 
cumple  los  axiomas  de  la  geometria  proyectiva.  Las  variedades  proyectivas  en 
el  sentido  sintético  coinciden  con  las  analíticas. 

DemostraciÓN:  Por  9.17,  por  dos  puntos  distintos  pasa  una  única  recta, 
que  es  el  axioma  Pl. 

Para  probar  P2  tomamos  cuatro  puntos  distintos  A,  B,C,D  y  suponemos 
que  las  rectas  AB  y  CD  se  cortan  en  un  punto  X.  Entonces,  por  9.16,  si 
E  =  AB  +  CD ,  tenemos  que  dimE  =1  +  1  —  0  =  2,  pero  entonces,  como 
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A,  B,C,D  £  E,  es  claro  que  AC  +  BD  C  E,  luego  dhn(AC  +  BD)  <  2  y,  por 
consiguiente, 

dim(AC  n  BD)  =  dim  AC  +  dim  BD  —  dim(AC  +  BD)  >1  +  1  —  2  =  0, 
luego  AC  n  BD  ^  0. 

Si  vi,  V2,  V3  £  V  son  vectores  linealmente  independientes,  entonces  los  puntos 
Ai  =  (ví)  son  no  colineales,  pues  si,  por  ejemplo,  A3  €  A1A2,  eso  significaria 
que  V3  €  (ui,  V2) •  Esto  prueba  P3. 

Para  probar  P4  tomamos  una  recta  P(W),  donde  W  =  (v,w)  es  un  plano 
en  V,  y  tenemos  que  probar  que  W  contiene  al  menos  tres  subespacios  vectoriales 
de  dimensión  1.  Basta  tomar  (v) ,  (w)  ,  (v  +  w). 

Ahora  una  simple  inducción  sobre  n  prueba  que  Aq  , . . . ,  An  son  puntos  pro- 
yectivamente  independientes  en  el  sentido  sintético  si  y  sólo  si  lo  son  en  el  sentido 
analítico,  y  que  en  tal  caso  la  variedad  proyectiva  que  generan  en  ambos  sentidos 
es  la  misma. 

En  efecto,  esto  es  trivial  para  n  =  0  y,  si  se  cumple  para  n,  tenemos  que 
si  Ao, ,  An+i  son  proyectivamente  independientes  en  un  sentido,  eso  equivale 
a  que  Ao, ... ,  An  sean  proyectivamente  independientes  en  ese  mismo  sentido  y 
a  que  An+i  ^  (Ao, . . . ,  An),  pero  la  variedad  es  la  misma  en  ambos  sentidos, 
por  hipótesis  de  inducción.  Por  último,  la  variedad  (Ao, . . . ,  Ara+i)  en  ambos 
sentidos  está  formada  por  la  unión  de  las  rectas  que  pasan  por  An+i  y  un  punto 
de  (Ao, . . . ,  An),  luego  es  la  misma  en  ambos  sentidos.  ■ 

Ahora  es  obvio  también  que  todo  espacio  afín  E  se  puede  sumergir  en  un 
espado  proyectivo.  Si  E  es  un  plano  lo  hemos  probado  en  el  teorema  9.3,  y  si 
E  tiene  dimensión  >  3  o  bien  es  un  plano  arguesiano,  entonces  E  es  un  espacio 
afín  algebraico  sobre  un  anillo  de  división  K ,  y  en  la  sección  anterior  hemos 
visto  que  puede  sumergirse  en  P n(K). 

Observemos  que  todo  espacio  proyectivo  P(V)  de  dimensión  >  2  es  argue¬ 
siano.  Si  tiene  dimensión  >  3  lo  es  por  el  teorema  9.14,  y  si  es  un  plano  porque 
se  puede  sumergir  en  Pr3(A"),  y  como  éste  cumple  el  teorema  de  Desargues, 
sus  planos  también  lo  cumplen.  Ahora  demostramos  que,  recíprocamente,  en 
todo  espacio  proyectivo  arguesiano  cada  sistema  de  referencia  determina  una 
asignación  de  coordenadas: 

Teorema  9.33  Sea  P  un  espacio  proyectivo  arguesiano  de  dimensión  n  >  2 
y  sea  Ao,...,An+i  un  sistema  de  referencia  proyectivo.  Entonces  existe  un 
anillo  de  división  K  y  una  biyección  4>  :  P  — >  Pn(AT)  que  hace  corresponder 
las  variedades  proyectivas  de  P  con  las  de  Pn(K)  de  modo  que  los  puntos  dei 
sistema  de  referencia  dado  tienen  por  imágenes  los  dei  sistema  de  referencia 
canónico  de  P n{K). 

DemostraciÓn :  Sea  H  =  (Ai,...,A„),  que  es  un  hiperplano  en  P.  En¬ 
tonces  E  =  P\H  es  un  espacio  afín  arguesiano.  En  el  capítulo  anterior  hemos 
visto  que  entonces  E  admite  una  estructura  de  espacio  afín  algebraico  sobre  un 
cierto  anillo  de  división  K.  Es  fácil  ver  entonces  que  existe  un  (único)  sistema 
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de  referencia  afín  en  E  de  origen  O  =  Aq  respecto  al  cual  los  ejes  coordenados 
son  las  rectas  O  Ai  D  E,  para  i  =  1, ...  ,n,  y  de  modo  que  el  punto  An+\  tenga 
coordenadas  (1, . . . ,  1).  Sea  $  :  P\H  — >  P "(AT)  la  aplicación  que  a  cada  punto 
A  £  E  de  coordenadas  {x\, . . . ,  xn)  le  asigna  el  punto  ((1,  x\, . . . ,  xn)). 

Claramente,  la  imagen  de  $  es  E'  =  Pn(K)\H00,  donde  Hoo  es  el  hiperplano 
de  ecuación  Xq  =  0.  Además  <f>  hace  corresponder  las  variedades  afines  de  E  con 
las  variedades  afines  de  E',  y  transforma  rectas  paralelas  en  rectas  paralelas. 

Extendemos  $  a  los  puntos  de  H  dei  modo  siguiente:  dado  A  £  H,  conside¬ 
ramos  la  recta  OH  CE,  que  se  transforma  en  una  recta  de  E' ,  la  cual  se  extiende 
a  una  única  recta  de  Pra(A')  anadiéndole  un  único  punto  infinito  posible,  que  es 
el  que  tomamos  como  <f>(A). 

Si  A,B  £  H  son  puntos  distintos,  tenemos  que  las  rectas  O  A  D  E  y  OB  n  E 
no  son  paralelas,  luego  sus  imágenes  tampoco  lo  son,  luego  $(A)  ^  $(!?),  luego 
la  extensión  de  <f>  sigue  siendo  inyectiva.  Es  claro  que  es  suprayectiva,  pues 
podemos  calcular  una  antiimagen  para  cada  punto  de  H  siguiendo  el  proceso 
inverso  al  que  liemos  usado  para  definir  la  extensión  de  <f>. 

Si  U  es  cualquier  variedad  proyectiva  de  P,  (que  podemos  suponer  no  vacía) , 
consideramos  primero  el  caso  en  que  U  no  está  contenida  en  H.  Entonces  UílE 
es  una  variedad  afín  en  E  de  la  misma  dimensión,  y  $[[/  (~l  E\  es  una  variedad 
afín  E' ,  que  será  de  la  forma  U'  (~l  E' ,  para  cierta  variedad  proyectiva  U'  en 
P"(AT)  de  la  misma  dimensión.  Es  fácil  ver  que  $[17]  =  U' .  Por  ejemplo,  si 
A  £  U\E,  entonces  la  recta  O  A  n  E  está  contenida  en  UílE,  luego  $[OA  n  E\ 
es  una  recta  en  E'  contenida  en  U' ,  luego  su  punto  infinito  $(A)  también  está 
en  U' .  Esto  prueba  que  <$>[U]  C  U' ,  y  la  inclusión  opuesta  se  demuestra  dei 
mismo  modo. 

Si  U  C  H,  consideramos  la  variedad  U*  =  ( U,0 ),  cuya  dimensión  es  una 
unidad  mayor,  de  modo  que,  por  el  caso  ya  probado  $[[/*]  es  una  variedad  en 
Pn(AT)  y,  como  $  es  biyectiva,  tenemos  que  $[[/]  =  U*  D  Hx  es  una  variedad 
proyectiva  de  la  misma  dimensión  que  U . 

Similarmente  se  demuestra  que  las  antiimágenes  de  las  variedades  de  Prn(A^) 
son  variedades  de  P. 

El  punto  Ao  tiene  coordenadas  afines  nulas,  luego  se  transforma  en  el  punto 
((1,  0, . . . ,  0))  de  Pr n(K).  También  es  claro  que  Ara+i  se  transforma  en  el  punto 
((1, . . . ,  1)).  Por  otra  parte,  OAiflA  es  el  primer  eje  coordenado  de  E,  luego  es  el 
punto  infinito  de  la  recta  que  pasa  por  (0, . . . ,  0)  y  por  (1,0,...,  0),  luego  $(Ai) 
es  el  punto  infinito  de  la  recta  que  pasa  por  (1,  0, . . . ,  0)  y  por  (1, 1, 0, . . . ,  0), 
que  es  claramente  (0, 1, 0, . . . ,  0)  (tiene  que  estar  en  la  variedad  de  ecuaciones 
X2  =  ■  ■  ■  =  xn  =  0  y  también  en  el  hiperplano  xo  =0).  Lo  mismo  vale  para  los 
demás  A,,  para  i  =  2, . . . ,  n.  ■ 

Así  pues,  si  descartamos  los  planos  no  arguesianos,  no  perdemos  generalidad 
si  estudiamos  únicamente  los  espacios  proyectivos  de  la  forma  P(V),  donde  V 
es  cualquier  espacio  vectorial  sobre  un  anillo  de  división  K.  En  la  práctica  nos 
interesará  únicamente  el  caso  en  que  K  es  un  cuerpo,  lo  cual  equivale  a  que  se 
cumpla  el  teorema  de  Papos-Pascal: 
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Teorema  9.34  Sea  P  =  P(V)  un  espado  proyectivo  de  dimensión  n  >  2  sobre 
un  anillo  de  división  K .  Se  cumple  que  K  es  conmutativo  si  y  sólo  si  P  cumple 
el  teorema  de  Papos-Pascal: 

Sean  r  y  s  dos  rectas  secantes  y  consideremos  un  hexágono  tal  que  los  vértices 
Ai,  A3,  Aq  están  sobre  r  y  A2,  A4,  Aq  están  sobre  s  (todos  ellos  distintos  dei 
punto  de  intersección) .  Entonces  los  puntos  de  intersección  de  cada  par  de  lados 
opuestos: 

AiA2C\A4Aq,  A2A3  n  AqAq,  A3A4II  A3Aq 

están  sobre  una  misma  recta. 


Si  el  lector  no  reconoce  el  enunciado  dei  teorema  8.33  es  que  todavia  no 
ha  asimilado  la  esencia  de  la  geometria  proyectiva.  El  teorema  8.33  es  el  caso 
particular  de  la  versión  que  estamos  presentando  en  el  que  dos  de  los  pares  de 
lados  son  paralelos,  es  decir,  se  cortan  en  dos  puntos  de  la  recta  infinita,  lo 
que  obliga  (según  el  enunciado  de  la  versión  proyectiva)  a  que  el  tercer  par  se 
corte  también  en  un  punto  de  dicha  recta,  luego  los  dos  lados  correspondientes 
resultan  ser  también  paralelos. 

DemostraciÓN:  Supongamos  que  dos  de  los  vértices  son  iguales,  por  ejem- 
plo,  que  A2  =  Aq.  Entonces  A2A3  D  A5A6  es  el  propio  A2,  y  la  recta  A3A2  = 
A\Aq  contiene  trivialmente  a  los  tres  puntos  de  intersección.  Así  pues,  podemos 
suponer  que  los  seis  vértices  son  distintos  dos  a  dos. 

Si  dos  de  las  tres  intersecciones  coinciden,  la  conclusión  se  cumple  trivial¬ 
mente,  luego  podemos  suponer  que  las  tres  intersecciones  son  distintas.  To¬ 
memos  la  recta  r  que  pasa  por  dos  de  ellas,  digamos  por  A\A2  D  A4A5  y 
A2A3  n  AqAq.  Dicha  recta  no  puede  contener  a  ninguno  de  los  vértices,  pues 
si  contuviera,  por  ejemplo,  a  Ai,  como  también  tiene  a  A3A2  D  A4A5,  que  no 
puede  ser  Ai,  también  A2  £  r,  e  igualmente  Aq  £  r,  pero  entonces  A\  £  A2Aq, 
y  llegamos  a  que  r  =  s,  contradicción. 

Consideramos  el  plano  II  que  contiene  a  las  dos  rectas  (y  a  r) .  Tenemos  que 
es  de  la  forma  P(W),  para  un  cierto  W  de  dimensión  2  sobre  K .  luego  E  =  II\r 
es  un  plano  afín  isomorfo  a  K 2  que  contiene  a  los  seis  vértices  dei  hexágono  y 
en  el  que  dos  pares  de  lados  son  paralelos  (pues  se  cortan  en  puntos  de  la  recta 
infinita  r).  Si  K  es  un  cuerpo,  por  8.33  tenemos  que  K 2  cumple  el  teorema 
de  Papos-Pascal,  luego  los  lados  dei  tercer  par  también  son  paralelos,  luego  se 
cortan  en  r,  que  es  lo  que  había  que  probar. 
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Recíprocamente,  si  P  cumple  el  teorema  de  Papos-Pascal  y  H  es  cualquier 
hiperplano,  entonces  P  \  H  es  un  espado  afín  que  también  cumple  el  teorema, 
y  a  través  de  una  asignación  de  coordenadas  concluimos  que  Kn  también  lo 
cumple,  luego  por  8.33  concluimos  que  K  es  un  cuerpo.  ■ 


9.4  Dualidad 

Presentamos  ahora  una  de  las  propiedades  más  notables  de  la  geometria 
proyectiva,  que  muestran  que  la  incorporación  de  puntos  infinitos  a  la  geometria 
afín  no  tiene  nada  de  artificial,  sino  todo  lo  contrario.  Ya  liemos  visto  que  los 
puntos  infinitos  “se  integran  en  el  espado  como  unos  puntos  más” ,  sin  que 
nada  distinga  a  los  puntos  nuevos  de  los  que  ya  estaban.  Ahora  vamos  a  ver 
que  el  espado  así  completado  adquiere  una  propiedad  de  dualidad  de  la  que 
carecen  los  espacios  afines.  Comenzaremos  ilustrándola  con  un  ejemplo  sencillo. 
Consideremos  por  ejemplo  el  axioma  PI  de  los  planos  proyectivos: 

Dados  dos  puntos  distintos,  hay  una  única  recta  que  los  contiene. 

Ahora  transformamos  la  afirmación  anterior  con  la  siguiente  manipulación 
formal:  intercambiamos  las  palabras  ‘punto’  y  ‘recta’  a  la  vez  que  invertimos 
las  inclusiones.  El  resultado  es: 

Dadas  dos  rectas  distintas,  hay  un  único  punto  contenido  en  ellas. 

Vemos  que  el  resultado  es  otra  propiedad  de  los  planos  proyectivos,  concreta¬ 
mente  el  axioma  P2  más  la  unicidad  que  se  sigue  de  Pl.  Llamaremos  afirmación 
dual  de  una  afirmación  dada  sobre  un  plano  proyectivo  a  la  afirmación  que  re¬ 
sulta  de  intercambiar  las  palabras  ‘punto’  y  ‘recta’  e  invertir  las  inclusiones.  El 
principio  de  dualidad  afirma  que  la  afirmación  dual  de  cualquier  teorema  sobre 
planos  proyectivos  es  también  un  teorema.  La  razón  es  sencilla:  el  dual  de  cada 
axioma  es  un  teorema  (ya  lo  hemos  comprobado  para  Pl  y  para  los  restantes 
es  igual  de  simple),  luego  la  demostración  de  la  afirmación  dual  de  un  teorema 
se  obtiene  sin  más  que  reemplazar  cada  afirmación  intermedia  de  la  prueba  por 
su  afirmación  dual  correspondiente. 

Más  claramente:  dado  un  plano  proyectivo  P,  podemos  definir  su  plano  dual 
P*  como  el  plano  que  tiene  por  puntos  a  las  rectas  de  P,  y  por  rectas  a  los  haces 
de  rectas  de  P  que  pasan  por  un  mismo  punto.2  El  hecho  de  que  los  duales  de 
los  axiomas  sean  teoremas  se  traduce  en  que  P*  cumple  los  axiomas  de  plano 
proyectivo,  y  así,  si  una  afirmación  es  cierta  para  todo  plano  proyectivo,  se 
cumple  en  P* ,  lo  cual  equivale  a  que  su  afirmación  dual  se  cumpla  en  P,  luego 
la  afirmación  dual  es  cierta  también  en  todo  plano  proyectivo. 

2 Si  en  lugar  de  considerar  que  las  rectas  con  conjuntos  de  puntos  consideramos  que  un 
plano  proyectivo  está  determinado  por  un  conjunto  de  puntos,  un  conjunto  de  rectas  y  una 
relación  de  incidência,  entonces  podemos  definir  el  plano  dual  P*  como  el  que  tiene  por  puntos 
a  las  rectas  de  P  y  por  rectas  a  los  puntos  de  P,  con  la  relación  de  incidência  inversa. 
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Este  principio  sigue  siendo  válido  si  incorporamos  como  axioma  el  teorema 
de  Desargues.  En  efecto,  al  dualizar  un  triângulo  obtenemos  un  triângulo  (un 
triângulo  son  tres  puntos  no  colineales  y  las  tres  rectas  que  pasan  por  cada 
par  de  ellos,  luego  su  dual  son  tres  rectas  no  concurrentes  y  los  tres  puntos 
donde  se  cortan,  o  sea,  otro  triângulo)  y  el  dual  de  dos  triângulos  con  un  centro 
de  perspectiva  son  dos  triângulos  con  un  eje  de  perspectiva.  Esto  implica  que 
el  dual  dei  teorema  de  Desargues  es  él  mismo.  Más  concretamente,  las  dos 
implicaciones  recíprocas  son  duales  entre  sí. 

Los  espacios  tridimensionales  también  satisfacen  un  principio  de  dualidad, 
pero  ahora  las  afirmaciones  duales  se  obtienen  intercambiando  las  palabras 
‘punto’  y  ‘plano’  e  invirtiendo  las  inclusiones  (las  rectas  son  autoduales).  Por 
ejemplo,  dos  afirmaciones  duales  son 

Dados  tres  puntos  no  colineales  existe  un  único  plano  que  los  con- 
tiene. 

Tres  planos  que  no  contengan  una  misma  recta  se  cortan  en  un  único 
punto. 

Vamos  a  interpretar  algebraicamente  este  principio  de  dualidad,  lo  que  nos 
permitirá  generalizarlo  a  espacios  de  dimensión  arbitraria.  Nos  basamos  en  las 
propiedades  de  los  espacios  vectoriales  duales. 

Defiiiición  9.35  Sea  V  un  espado  vectorial  de  dimensión  n  +  1  sobre  un 
cuerpo  K.  Sea  V*  su  espado  vectorial  dual.  Si  W  es  un  subespacio  de  V 
definimos 

W°  =  {f  €  V*  |  f(v)  =  0  para  todo  v  e  W}, 
que  es  claramente  un  subespacio  de  V*. 

Sea  Wi, . . . ,  wm  una  base  de  W  y  completémosla  hasta  una  base  w i,  •  •  • ,  wn+i 
de  V.  Sea  w*,...,  w*+1  la  base  dual.  Es  fácil  ver  entonces  que 

W°  =  (w*m +1,...,w*+1). 

Por  consiguiente  dim  W  +  dim  IVo  =  n  +  1 . 

Similarmente,  si  W  es  un  subespacio  de  V*  definimos 

IVo  ==  {/  €  V  |  f(v)  =  0  para  todo  /  €  W}, 

que  es  un  subespacio  de  V.  La  relación  entre  las  dimensiones  se  prueba  análoga¬ 
mente.  Ahora  es  claro  que  si  W  es  un  subespacio  de  V  o  de  V*  se  cumple 
W°°  =  W  (una  inclusión  es  obvia  y  las  dimensiones  dan  la  igualdad).  De  aqui 
se  sigue  que  las  correspondências  W  e-»  W°  entre  los  subespacios  de  V  y  V*  son 
biyectivas  y  mutuamente  inversas.  Otro  hecho  obvio  es  que  W\  C  W2  si  y  sólo 
si  W2°  C  W7!0. 

Consideremos  ahora  X  =  P(P)  y  sea  X*  =  P(V*).  Sea  u  :  V  — >  V*  un 
isomorfismo.  Llamemos  T(A)  al  conjunto  de  todas  las  variedades  proyectivas 
de  X.  Definimos  p  :  1P(V)  — >  CP(A)  como  la  aplicación  dada  por 

p(P{W))  =  P  (u[W]°). 
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Es  claro  que  p  es  biyectiva,  así  como  que  invierte  el  orden:  L\  C  L2  si  y 
sólo  si  p(L2)  C  p(L  1).  Observemos  que  p  no  se  altera  si  sustituimos  u  por  un 
múltiplo  suyo,  luego  p  depende  sólo  de  la  homografía  H  inducida  por  u. 

Definición  9.36  Una  correlación  en  un  espacio  proyectivo  X  es  una  biyección 
p  :  y(X)  — >  y(X)  entre  las  variedades  lineales  de  X  que  invierte  el  orden. 

Hemos  probado  que  cada  homografía  H  :  X  — >  X*  induce  una  correlación 
entre  las  variedades  lineales  de  X.  A  las  correlaciones  inducidas  por  homogr afias 
las  llamaremos  correlaciones  proyectivas.  Veremos  enseguida  que  la  existência 
de  correlaciones  implica  el  principio  de  dualidad.  Antes  probamos  las  propieda- 
des  básicas  de  las  correlaciones: 

Teorema  9.37  Sea  X  un  espacio  proyectivo  de  dimensión  n  y  consideremos  en 
él  una  correlación  p  :  y{X)  — >  IP(Ar).  Entonces 

1.  L 1  C  L2  si  y  sólo  si  p(L2)  C  p{Li). 

2.  dimL  +  dimp(L)  =  n. 

3.  p{Li  +  L2)  =p(Li)  C\p{L2),  p(Li  0  L2 )  =  p(Ai)  +p{L2). 

DemostraciÓN :  1)  es  parte  de  la  definición  de  correlación. 

2)  Dada  una  variedad  L  podemos  formar  una  sucesión  de  variedades 

L_i  C  L0  C  Li  C  •••  C  Ln  =  V, 

donde  dim  Li  =  i  para  todo  i  y  L  =  Lj  para  algún  i.  Al  aplicar  p  obtenemos 
una  sucesión  decreciente  de  variedades,  luego  necesariamente  dimp(Lj)  =  n  —  i. 

3)  es  consecuencia  inmediata  de  que  p  es  biyectiva  e  invierte  el  orden,  pues 

necesariamente  ha  de  enviar  la  menor  variedad  que  contiene  a  dos  dadas  en  la 
mayor  variedad  contenida  en  dos  dadas,  y  viceversa.  ■ 

Ahora  es  claro  que  un  espacio  proyectivo  X  de  dimensión  n  satisface  el 
principio  de  dualidad  siguiente: 

Dada  una  afirmación  sobre  X,  la  afirmación  que  resulta  de  intercam- 
biar  las  variedades  de  dimensión  m  por  las  variedades  de  dimensión 
n  —  m  e  invertir  las  inclusiones  es  equivalente  a  la  dada. 

Por  ejemplo,  partamos  de  que  toda  recta  contiene  tres  puntos  y  vamos  a 
probar  que  toda  variedad  de  dimensión  n  —  2  está  contenida  en  tres  hiperplanos. 
Fijamos  una  correlación  p.  Dada  una  variedad  L  de  dimensión  n  —  2,  entonces 
p(L)  es  una  recta,  luego  contiene  tres  puntos,  que  podemos  expresar  en  la  forma 
p(L  1),  p(L2),  p(Lz),  donde  L 1,  L2  y  A3  son  tres  hiperplanos  distintos.  Por 
consiguiente  L  C  L\  fi  L2  D  L3.  ■ 

Hay  una  forma  equivalente  de  expresar  las  correlaciones  proyectivas  que 
permite  introducir  una  propiedad  de  simetria.  Un  isomorfismo  u  :  V  — >  V* 
induce  una  forma  bilineal  regular  F  :V  xV  — >  K  mediante  F(v,w )  =  u(v)(w). 
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Recíprocamente,  cada  forma  bilineal  regular  F  induce  un  isomorfismo  u  por  la 
relación  anterior.  De  este  modo  tenemos  una  biyección  entre  isomorfismos  y 
formas  regulares,  y  cada  correlación  proyectiva  está  inducida  por  una  forma 
regular. 

Con  más  detalle,  si  F  es  la  forma  bilineal  inducida  por  u  y  W  es  un  subespacio 
de  V,  entonces 

«[PU]0  =  {v  £  V  |  F(w,v)  =  0  para  todo  w  €  W}. 

Representaremos  este  conjunto  por  WF .  De  este  modo,  la  correlación  in¬ 
ducida  por  una  forma  bilineal  F  viene  dada  por  p(V{W))  =  F[WF).  Hemos 
probado  que 

dim  W  +  dim  WF  =  n  +  1 

Ahora  es  fácil  ver  que  existen  correlaciones  proyectivas  con  una  propiedad 
adicional  que  las  hace  más  sencillas  de  manejar: 

Definición  9.38  Una  correlación  proyectiva  p  se  dice  simétrica  si  p  o  p  es  la 
identidad. 

Es  fácil  ver  que  la  correlación  inducida  por  una  forma  bilineal  F  es  simétrica 
si  y  sólo  si  F  es  ortosimétrica,  es  decir,  si  F(v,  w)  =  0  equivale  a  F(w,  v)  =  0, 
para  todo  par  de  vectores  v  y  w. 

En  efecto,  una  forma  bilineal  regular  en  un  espado  V  es  ortosimétrica  si  y 
sólo  si  WFF  =  W  para  todo  subespacio  W  de  U,  pues  si  F  es  ortosimétrica 
entonces  W  C  WFF ,  y  como  las  dimensiones  son  iguales  se  da  la  igualdad. 
Recíprocamente,  si  F  cumple  esta  condición  y  F(v,w)  =  0  entonces  w  £  ( v)F 
y  v  £  ( v)FF  C  {w)F ,  luego  F(w,v)  =0.  A  su  vez  esto  equivale  a  la  simetria  de 
la  correlación  inducida. 

La  ortosimetría  equivale  a  dos  propiedades  alternativas  posibles  más  fuertes: 

Teorema  9.39  Sea  F  una  forma  bilineal  ortosimétrica  regular  en  un  espado 
vectorial  V .  Entonces  F  está  en  uno  de  los  dos  casos  siguientes: 

1.  F  es  simétrica,  es  decir,  F(y,w)  =  F(w,v)  para  todo  v,w  £  V. 

2.  F  es  antisimétrica,  es  decir,  F(v,w)  =  — F(w,v )  para  todo  v,w  €  V.  En 
tal  caso  dim  V  ha  de  ser  par. 

DemostraciÓn :  Para  cada  y  £  V  llamemos  u(y)  y  v(y)  a  las  formas  de  V* 
dadas  por  u(y)(x)  =  F(x,y)  y  v(y)(x)  =  F(y,x).  El  hecho  de  que  F  sea 
regular  implica  que  u  y  v  son  dos  isomorfismos  entre  V  y  V*.  La  hipótesis  de 
ortosimetría  implica  que  u(y)  y  v(y)  tienen  el  mismo  núcleo,  luego  existe  un 
escalar  ty  tal  que  v(y)  =  tyu(y). 

Si  y i  e  í/2  son  vectores  linealmente  independientes,  entonces 


v{yi  +  2/2 )  =  tyi+y2u(yi  +  y2)  =  tVlu(vi)  +  ^'«(2/2), 
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de  donde  se  sigue  que  tyi  =  tyi+y2  =  tV2.  Es  fácil  ver  entonces  que  el  escalar 
ty  no  depende  de  y  (si  V  tiene  dimensión  1  se  llega  inmediatamente  a  la  ínisrna 
conclusión).  Por  consiguiente  v(y)  =  tu(y),  para  todo  y. 

Distinguimos  dos  casos.  Si  existe  un  vector  a  €  V  tal  que  F(a,a )  ^  0, 
entonces  u(a)  =  v(a)  ^  0,  de  donde  t  =  1,  luego 

F( x,  y)  =  u(y)(x)  =  v{y){x)  =  F(y,  x), 

es  decir,  F  es  simétrica.  Si  F(a,a )  =  0  para  todo  vector  a,  entonces 

0  =  F( v  +  w,  v  +  w)  =  F(v,  w)  +  F(w,  v), 

luego  F(v,w )  =  —F(w,v)  para  todo  para  de  vectores,  luego  F  es  antisimétrica. 
Falta  ver  que  en  este  caso  la  dimensión  dei  espado  es  par. 

Sea  ei, . . . ,  en  una  base  de  V  y  e*, . . . ,  e*  su  base  dual.  La  matriz  A  de  u  en 
estas  bases  tiene  en  el  lugar  ( i,j )  a  u(ei)(ej)  =  F(ej,ei).  La  antisimetría  nos 
da  entonces  que  A 4  =  —A.  Tomando  determinantes  |A|  =  (— 1)"|A|,  luego  n  ha 
de  ser  par,  pues  |A|  7^  0.  ■ 

Esta  clasificación  es  satisfactoria  porque  ahora  basta  conocer  la  matriz  de  F 
en  una  base  para  saber  si  es  o  no  ortosimétrica  (según  si  la  matriz  es  simétrica 
o  antisimétrica). 

En  particular  resulta  que  las  correlaciones  proyectivas  simétricas  de  los  pla¬ 
nos  proyectivos  son  las  inducidas  por  formas  bilineales  simétricas  (no  pueden 
ser  antisimétricas  porque  están  definidas  sobre  un  espado  tridimensional). 

Las  correlaciones  están  determinadas  por  sus  restricciones  a  los  puntos: 

Defmición  9.40  Dado  un  espado  proyectivo  X ,  llamaremos  9Í(X)  al  conjunto 
de  todos  los  hiperplanos  de  X .  Así,  cada  correlación  se  restringe  a  una  biyección 
p  :  X  — >  Jí(X).  A  tales  biyecciones  se  las  llama  dualidades,  y  si  la  correlación 
es  simétrica  se  llaman  polaridades.  A  su  vez,  cabe  distinguir  entre  polaridades 
simétricas  o  antisimétricas  según  si  la  correlación  simétrica  que  las  induce  está 
inducida  a  su  vez  por  una  forma  bilineal  simétrica  o  antisimétrica. 

Por  el  teorema  9.37,  cada  dualidad  determina  la  correlación  que  la  define. 

Una  polaridad  p  empareja  cada  punto  P  de  X  con  un  hiperplano  ií .  Diremos 
que  P  es  el  polo  de  H  y  que  H  es  el  hiperplano  polar  de  P. 

La  expresión  en  coordenadas  de  una  polaridad  es  fácil  de  describir:  un  sis¬ 
tema  de  coordenadas  de  X  determina  una  base  dei  espado  soporte  V,  y  si  A  es 
la  matriz  de  una  forma  bilineal  que  induce  la  polaridad,  entonces  el  hiperplano 
polar  de  un  punto  Q  de  coordenadas  homogéneas  U  es  el  hiperplano  de  ecuación 
UAX*  =  0. 

El  ejemplo  más  simple  lo  tenemos  cuando  A  es  la  matriz  identidad.  Fijado 
un  sistema  de  coordenadas,  el  hiperplano  polar  dei  punto  (ai, . . .  ,an+ 1)  es  el 
determinado  por  la  ecuación  a\X\  +  •  •  •  an+ixn+i  =  0,  y  viceversa. 

Las  dualidades  pueden  restringirse  a  subvariedades: 
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Teorema  9.41  Seap  :  X  — >  TC(X)  una  dualidad  en  un  espado  proyectivo  X  y 
sea  V  C  X  una  variedad  proyectiva  que  no  esté  contenida  enp(P),  para  ningún 
P  G  V.  Entonces  la  aplicación  p\v  '■  V  — >  3í( V )  dada  por  p\v(P)  =  p(P)  D  V 
es  una  dualidad  en  V ,  y  es  una  polaridad  simétrica  o  antisimétrica  si  lo  es  p. 

DemostraciÓn:  Es  claro  que  p\v  es  una  dualidad.  Supongamos  ahora  que 
p  es  una  polaridad.  Fijemos  un  sistema  de  referencia  de  X  en  el  que  V  esté 
determinado  por  las  ecuaciones  xq  =  ■  ■  ■  =  xm  =  0  y  sea  A  la  matriz  de  la 
forma  bilineal  que  induce  p  en  la  base  asociada  a  dicho  sistema  de  referencia. 
Entonces,  si  P  G  V  tiene  coordenadas  (0, . . . ,  0,  am+i,  ■  ■  ■ ,  an),  la  ecuación  de 
p(P)  es  (0, . . .  ,0,  am+i, . .  .,a„)Axt  =  0  y  un  punto  (0, . .  M0,a;m+i, . . .  ,xm)  G  V 
estará  en  p(P)  D  V  si  y  sólo  si 

(0, . . . ,  0,  am- (_i, . . . ,  ttn)d(0, . . . ,  0,  . . . ,  ^m)  —  0, 

que  equivale  a 

(^m4- I5  •  ■  •  1  &n)A  •  •  •  ,  Xui)  0, 

donde  A!  es  la  matriz  formada  por  las  últimas  filas  y  columnas  de  A.  No  puede 
ocurrir  que  (am+i, . . .  ,an)A'  =  0,  porque  entonces  V  C  p(P),  en  contra  de  lo 
supuesto.  Por  lo  tanto,  Al  es  una  matriz  regular  y,  respecto  de  cierto  sistema 
de  coordenadas  de  V,  tenemos  que  p\v  es  la  polaridad  inducida  por  la  forma 
bilineal  de  matriz  A' ,  cjue  será  simétrica  o  antisimétrica  si  lo  es  A.  m 

Notemos  que  si  P4  es  una  homografía  en  X ,  entonces  H  se  extiende  a  una 
biyección  H  :  T(X)  — ►  1P(X)  que  conserva  las  inclusiones  ( H{L )  =  H[L]).  El 
comportamiento  de  las  homografías  así  extendidas  es  muy  similar  al  de  las  co¬ 
rrelaciones,  salvo  que  no  invierten  las  inclusiones.  El  teorema  siguiente  muestra 
la  compatibilidad  entre  ambas  nociones: 

Teorema  9.42  Sea  H  una  homografía  en  un  espado  proyectivo  X  y  sean  p  y 
q  dos  correlaciones  proyectivas  en  X.  Entonces  H  op  y  po  H  son  correlaciones 
proyectivas  y  po  q  es  una  homografía. 

DemostraciÓn:  Los  tres  hechos  se  prueban  de  forma  similar.  Veamos  tan 
sólo  que  p  o  q  es  una  homografía.  Fijemos  un  sistema  de  referencia  proyectivo 
y  sean  A  y  B  las  matrices  de  p  y  q  en  dicho  sistema.  Sea  U  la  n  +  1-tupla  de 
coordenadas  homogéneas  de  un  punto  Q.  Entonces  p(Q)  es  el  hiperplano  de 
ecuación  U AXf  =  0.  La  imagen  por  q  de  este  hiperplano  es  U AB -1,  luego  po  q 
es  la  homografía  inducida  por  el  isomorfismo  de  matriz  AB -1.  ■ 

Si  p  y  q  son  correlaciones  no  necesariamente  proyectivas,  lo  único  que  po¬ 
demos  decir  de  p  o  q  es  que  es  una  biyección  que  conserva  la  colinealidad.  Si 
estamos  en  un  espado  proyectivo  real  podemos  concluir  que  se  trata  de  una 
homografía  por  el  teorema  fundamental.  En  particular,  si  p  es  una  correlación 
arbitraria  y  q  es  proyectiva,  tenemos  que  p  o  q  =  H  es  una  homografía,  luego 
p  =  qo  H ~1  es  también  proyectiva.  En  definitiva: 

Teorema  9.43  Toda  correlación  en  un  espado  proyectivo  real  es  proyectiva. 
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El  principio  de  dualidad  se  aplica  a  enunciados  que  contienen  homografías. 
Para  verlo,  dada  una  homografía  h  £  LGP(V)  y  una  dualidad  p ,  definimos 
hp  :  X  — >  X  como  la  homografía  dada  por  hp(Q)  =  p(h[p~1(Q)]) . 

Ejemplo  Diremos  que  una  homografía  h  tiene  un  centro  de  perspectiva  O  si 
fija  a  los  hiperplanos  que  pasan  por  el  punto  O,  y  diremos  que  h  tiene  un  eje 
de  perspectiva  H  si  fija  a  todos  los  puntos  dei  hiperplano  H.  Es  claro  que  se 
cumple  la  afirmación  siguiente: 

Toda  homografía  con  un  eje  de  perspectiva  tiene  un  centro  de  pers¬ 
pectiva. 

La  razón  es  que  al  restringir  la  homografía  al  complementario  de  su  eje  tiene 
que  ser  una  traslación  o  una  homotecia,  luego  tiene  un  centro  de  perspectiva  en 
h  si  es  una  traslación  o  en  E  si  es  una  homotecia.  Vamos  a  probar  el  teorema 
dual: 


Toda  homografía  con  un  centro  de  perspectiva  tiene  un  eje  de  pers¬ 
pectiva. 

Fijamos  una  correlación  proyectiva  p.  Basta  observar  que  si  h  tiene  a  O 
por  centro  de  perspectiva,  entonces  hP  tiene  a  p(0)  como  eje  de  perspectiva: 
en  efecto,  si  Q  C  p(0),  entonces  O  C  p-1(Q),  luego  /i[p_1(Q)]  =  p~1(Q), 
luego  Q  =  hp(Q).  Por  consiguiente  hP  tiene  un  centro  de  perspectiva  E,  y  un 
razonamiento  similar  muestra  que  p~1(E)  es  un  eje  de  perspectiva  de  h.  ■ 

En  general  podemos  dualizar  cualquier  afirmación  que  haga  referencia  a 
homografías  considerando  a  éstas  autoduales. 


9.5  Perspectividades 

El  concepto  de  homografía  lo  hemos  definido  algebraicamente  (como  una 
aplicación  entre  espacios  proyectivos  inducida  por  un  isomorfismo  entre  los  es- 
pacios  vectoriales  soporte).  Vamos  a  dar  ahora  una  caracterización  geométrica: 

Definición  9.44  Sea  P  un  espacio  proyectivo  de  dimensión  >  2,  sean  H  y  H' 
dos  hiperplanos  distintos  en  P  y  sea  O  un  punto  exterior  a  ambos.  Llamaremos 
proyección  perspectiva  de  centro  O  entre  ambos  hiperplanos  a  la  aplicación  7 to  : 
H  — >  H'  que  a  cada  punto  A  £  H  \e  hace  corresponder  el  punto  donde  la 
recta  O  A  corta  a  H' .  La  intersección  entre  los  dos  hiperplanos  se  llama  eje  de 
la  proyección. 

La  aplicación  que  transforma  un  plano  modelo  en  su  imagen  en  un  cuadro 
es  una  proyección  perspectiva.  La  geometria  proyectiva  es  el  marco  idóneo  para 
estudiar  este  tipo  de  aplicaciones,  pues  si  quisiéramos  hacerlo  desde  un  punto  de 
vista  afín  tendríamos  que  distinguir  constantemente  casos  particulares  a  causa 
dei  paralelismo.  Por  ejemplo,  no  todo  punto  tendría  imagen  por  una  proyección 
perspectiva. 
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Teorema  9.45  Toda  proyección  perspectiva  es  una  homografia. 

DemostraciÓn  :  Consideremos  una  proyección  7 to  :  H  — >  H'  en  un  es¬ 
pado  P  de  dimensión  n.  El  eje  de  la  proyección  es  una  variedad  de  dimensión 
n  —  2,  que  con  el  punto  O  genera  un  hiperplano  H^.  Sea  E  =  P  \  Hão.  Las 
trazas  de  H  y  H'  en  E  son  dos  hiperplanos  paralelos  y  las  rectas  que  pasan  por 
O  forman  un  haz  de  rectas  paralelas.  Es  fácil  ver  entonces  que  la  restricción  a 
E  de  ttq  es  simplemente  la  restricción  a  H  de  una  traslación,  luego  se  extiende 
a  una  afinidad  de  E  (la  traslación)  que  a  su  vez  se  extiende  a  una  homografia 
F  en  P  que  fija  a  H^.  Por  otra  parte,  7ro  fija  a  los  puntos  de  H  (~l  H',  luego  F 
extiende  a  7ro,  que  es,  por  consiguiente,  una  homografia.  ■ 

En  la  práctica  es  más  cómodo  sustituir  una  proyección  perspectiva  por  una 
homografia  que  la  extienda.  Ello  nos  lleva  al  concepto  de  perspectividad: 

Deflnición  9.46  Una  perspectividad  en  un  espacio  proyectivo  P  de  dimensión 
>  2  es  una  biyección  ir  :  P  — >  P  distinta  de  la  identidad  que  transforma  puntos 
colineales  en  puntos  colineales  y  tiene  un  centro  de  perspectiva  O  y  un  eje  de 
perspectiva  H .  Si  O  está  en  H  la  perspectividad  se  llarna  elación,  mientras  que 
si  O  no  está  en  H  se  llarna  homologia. 

Los  conceptos  de  centro  y  eje  de  perspectiva  los  hemos  definido  en  la  sección 
anterior  para  homografías,  pero  las  defmiciones  valen  para  biyecciones  cuales- 
quiera:  un  centro  de  perspectiva  de  ir  es  un  punto  O  tal  que  7r  fija  a  todas  las 
rectas  que  pasan  por  O,  y  un  eje  de  perspectiva  es  un  hiperplano  H  tal  que  ir 
fija  a  todos  los  puntos  de  H .  Además  hemos  demostrado  que  una  homografia 
tiene  un  centro  de  perspectiva  O  si  y  sólo  si  tiene  un  eje  de  perspectiva  H ,  pero 
no  estamos  suponiendo  que  las  perspectividades  sean  homografías.  Sucede  que 
podemos  demostrarlo: 

Teorema  9.47  Toda  perspectividad  es  una  homografia. 

DemostraciÓn:  Sea  n  :  P  — >  P  una  perspectividad.  El  razonamiento 
empleado  en  la  prueba  dei  teorema  fundamental  9.26  muestra  que  7r  transforma 
variedades  en  variedades,  en  particular  rectas  en  rectas  (el  hecho  de  que  el 
espacio  proyectivo  sea  real  sólo  se  emplea  en  la  última  parte  de  la  prueba). 
Sea  H  el  eje  de  7r  y  sea  E  =  P\H.  Entonces  tt\e  ■  E  — >  E  es  una  biyección 
distinta  de  la  identidad  que  transforma  rectas  en  rectas  y,  más  aún,  cada  recta 
comparte  con  su  imagen  su  punto  infinito,  luego  7r| e  transforma  rectas  paralelas 
en  rectas  paralelas.  Por  el  teorema  7.8  sabemos  que  7r| e  es  una  homotecia  o  una 
traslación  de  E,  en  particular  es  una  afinidad,  que  se  extiende  a  una  homografia 
h  £  LGP(P).  De  hecho,  H\e  es  una  homotecia  o  una  traslación.  Tenemos  que 
h  fija  a  los  puntos  de  H ,  luego  7r  =  h  es  una  homografia.  ■ 

Observemos  que  realmente  hemos  probado  que  toda  biyección  que  conserva 
la  colinealidad  y  con  un  eje  de  perspectiva  es  una  homografia,  y  por  consiguiente 
tiene  un  centro  de  perspectiva.  Por  dualidad  podemos  probar  también  que  una 
biyección  que  conserva  la  colinealidad  con  un  centro  de  perspectiva  es  también 
una  homografia. 
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En  efecto,  por  el  mismo  argumento  que  hemos  empleado,  si  7 r  conserva  la 
colinealidad  transforma  variedades  en  variedades.  Fijada  una  dualidad  p,  po¬ 
demos  considerar  ttp(Q)  =  pi^ip^1  (Q)]),  que  es  también  una  biyección  que 
conserva  la  colinealidad,  pues  si  A,  B,  C  son  tres  puntos  colineales,  entonces 
p“1(A),  p”1(B),  p~l(C)  son  tres  hiperplanos  que  se  cortan  en  una  variedad  de 
dimensión  n  —  2  (donde  n  es  la  dimensión  dei  espacio),  luego  lo  mismo  vale 
para  7r [p_1(A)],  7r \p~1(B)],  7r[p_1(C')],  luego  7 rp(A),  ttp(B),  7 tp(C)  son  colinea¬ 
les.  Además,  es  claro  que  si  O  es  un  centro  de  7r,  entonces  p(0)  es  un  eje  de  7 tp, 
luego  7 Tp  es  una  homografía,  y  de  ahí  se  sigue  que  n  también  lo  es. 

En  definitiva,  las  perspectividades  son  las  homografías  con  un  eje  de  perspec¬ 
tiva  H  y  que,  por  lo  tanto,  se  restringen  a  homotecias  o  traslaciones  dei  espacio 
afín  E  =  P\H,  según  sean  homologías  o  elaciones.  En  ambos  casos  no  pueden 
fijar  a  los  puntos  de  otro  hiperplano,  luego  el  eje  H  está  univocamente  determi¬ 
nado.  Así  mismo,  O  es  la  intersección  de  las  trazas  de  la  homotecia-traslación, 
luego  también  está  univocamente  determinado.  También  es  claro  que  existe  una 
única  perspectividad  con  un  centro  O  y  un  eje  H  dados  que  envie  un  punto  A 
exterior  a  H  a  cualquier  otro  punto  B  exterior  a  H,  distinto  de  A  y  colineal  con 
OyA. 

En  la  prueba  dei  teorema  9.45  hemos  visto  que  toda  proyección  perspectiva 
entre  hiperplanos  se  extiende  a  una  elación.  Es  fácil  ver  de  modo  similar  que 
también  puede  extenderse  a  una  homología.  Recíprocamente,  es  fácil  ver  que 
una  perspectividad  7r  en  un  espacio  P  fija  a  todas  las  rectas  que  pasan  por 
su  centro  (expresándolas  como  intersecciones  de  hiperplanos).  De  aqui  que 
si  tomamos  un  hiperplano  H  distinto  dei  eje  y  que  no  contenga  al  centro,  la 
restricción  de  7r  es  una  proyección  perspectiva  de  H  en 

Teorema  9.48  Toda  homografía  de  un  espacio  proyectivo  de  dimensión  >2  es 
producto  de  homologías,  en  particular  de  perspectividades. 

DemostraciÓN :  Sea  H(f)  :  P(V)  — >  P(V)  la  homografía  determinada  por 
cl  automorfismo  /  :  V  — >  V.  Ahora  usamos  el  teorema  [Al  8.22],  según  el  cual 
/  se  descompone  en  producto  de  dilataciones.  Recordemos  que  una  dilatación 
en  V  de  hiperplano  H,  dirección  w  €  V  \  H  y  razón  a  0  es  el  automorfismo 
u  €  LG(V)  determinado  por  que  fija  a  los  puntos  de  H  y  u(w)  =  aw.  Es  claro 
que  entonces  la  homografía  H(u)  fija  a  cada  punto  dei  hiperplano  P (H)  y  al 
punto  O  =  (w),  luego  se  trata  de  una  homología.  Por  lo  tanto  H(f)  es  producto 
de  homologías.  ■ 

Observemos  que  este  teorema  serviría  como  definición  geométrica  de  las  ho¬ 
mografías,  es  decir,  podemos  definir  una  homografía  como  una  composición  de 
perspectividades,  donde,  como  hemos  visto,  la  definición  de  perspectividad  es 
puramente  geométrica. 

No  toda  homografía  entre  dos  hiperplanos  H  y  H'  es  una  proyección  pers¬ 
pectiva,  pues  si  fijamos  un  punto  O  exterior  a  ambos  y  dos  puntos  A  y  B  en 
H,  sabemos  que  7 to  es  la  única  perspectividad  que  transforma  Ay  B  en  7 to{A) 
y  7 tq(B),  mientras  que  hay  infinitas  homografías  con  esta  propiedad.  Por  otro 
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lado,  la  composición  de  proyecciones  perspectivas  no  es  necesariamente  una 
proyección  perspectiva.  Vamos  a  probar  que  toda  homografía  entre  dos  hiper- 
planos  (posiblemente  iguales)  es  composición  de  proyecciones  perspectivas.  De 
este  modo,  los  invariantes  proyectivos  son  exactamente  los  invariantes  por  tales 
proyecciones. 

Teorema  9.49  Si  H  es  un  hiperplano  en  un  espado  proyectivo  P  de  dimensión 
>  2,  entonces  toda  homologia  de  H  en  sí  mismo  es  composición  de  dos  proyec¬ 
ciones  perspectivas  en  P. 

DemostraciÓn:  Sean  A  y  r  el  centro  y  el  eje  de  una  homologia  /  en  H  y 
B  e  H  \  r  un  punto  distinto  de  A.  Entonces  f(B)  es  un  punto  de  H  \  r  distinto 
de  B.  Sea  H'  un  hiperplano  de  P  distinto  de  H  que  pase  por  r.  Sea  O  un  punto 
exterior  a  ambos. 

Consideremos  la  perspectividad  no  '■  H  — >  H' .  Sean  A!  y  B'  las  imágenes 
de  A  y  B.  Como  los  puntos  A ,  B  y  f{B)  son  colineales,  los  tres  son  coplanares 
con  O ,  A'  y  B' .  La  recta  f{B)B'  corta  a  O  A  en  un  punto  O'  distinto  de  O. 
Consideremos  la  perspectividad  n'a  :  H'  — >  H  y  veamos  que  /  =  no  °  n'0. 

Si  llamamos  g  a  la  composición,  tenemos  que  g  fija  a  cada  punto  de  r,  lo  que 
significa  que  g  transforma  cada  recta  de  H  \  r  en  una  paralela.  Por  lo  tanto  se 
trata  de  una  homotecia  o  una  traslación,  pero  g(A)  =  A,  luego  es  una  homotecia 
de  centro  A.  Como  g{B)  =  /(£?),  necesariamente  /  =  g.  m 

Teorema  9.50  Toda  homografía  entre  dos  hiperplanos  H  y  H'  de  un  espado 
proyectivo  P  de  dimensión  >2  es  producto  de  proyecciones  perspectivas. 

DemostraciÓn:  Lo  tenemos  probado  si  H  =  H' .  En  otro  caso,  dada  una 
homografía  F,  tomamos  una  proyección  perspectiva  cualquiera  n  :  H  — >  H '  y 
resulta  que  F  o  n^1  es  producto  de  proyecciones  perspectivas,  luego  F  también. 


9.6  Cuadriláteros  completos 

Vamos  a  introducir  ahora  una  configuración  de  puntos  de  gran  importância 
en  la  geometria  proyectiva.  En  realidad  la  conocemos  ya,  pues  nos  la  hemos 
encontrado  en  el  teorema  6.16. 

Defmición  9.51  Un  cuadrilátero  completo  en  un  plano  proyectivo  es  una  figura 
formada  por  cuatro  puntos  no  colineales  tres  a  tres,  llamados  vértices  junto 
con  las  seis  rectas  que  unen  cada  par  de  ellos,  llamadas  lados.  Dos  lados  se 
dicen  contíguos  u  opuestos  según  si  tienen  o  no  un  vértice  en  cornún.  Las  tres 
intersecciones  de  lados  opuestos  se  llaman  puntos  diagonales  dei  cuadrilátero. 

La  figura  muestra  un  cuadrilátero  completo  con  sus  vértices  marcados  con 
cuadrados  y  sus  puntos  diagonales  marcados  con  triângulos.  Los  vértices  de  un 
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cuadrilátero  completo  (en  un  cierto  orden)  de- 
terminan  un  sistema  de  referencia,  consideremos 
ei  que  asigna  las  coordenadas  homogéneas 

^4=  (1,0,0),  B  =  (0,1,0), 

c=  (0,0,1),  D  =  (1,1,1). 

Entonces  ei  lado  AB  es  la  recta  z  =  0  (por¬ 
que  esta  ecuación  define  una  recta  y  ciertamente  Ay  B  están  en  cila3).  Simi¬ 
larmente  DC  es  la  recta  x  —  y  =  0,  luego  Cl'  =  (1, 1,  0).  Similarmente,  BC  es 
i  =  0y  AD  es  y  —  z  =  0,  luego  E  =  (0, 1,1),  y  por  último  AC  es  y  =  0  y  BD 
es  z  —  z  =  0,  luego  F  =  (1, 0, 1). 

Esto  muestra  que  los  puntos  diagonales  de  un  cuadrilátero  completo  son 
siempre  distintos  entre  sí  y  distintos  de  los  vértices.  El  punto  Cl  que  está  también 
marcado  en  la  figura  está  en  las  rectas  EF,  de  ecuación  x  +  y  —  z  =  0y  AB, 
que  ya  sabemos  que  es  z  =  0,  luego  Cl  =  (1,  — 1, 0). 

Este  punto  tiene  interés  por  vários  motivos.  En  primer  lugar,  es  claro  que 
los  tres  puntos  diagonales  dei  cuadrilátero  completo  están  alineados  si  y  sólo  si 
Cl  =  Cl',  lo  cual,  comparando  sus  coordenadas,  equivale  a  que  1  =  —1.  Con  ello 
hemos  demostrado  el  teorema  siguiente: 

Teorema  9.52  Sea  P  un  plano  proyectivo  sobre  un  cuerpo  K .  Las  afirmaciones 
siguientes  son  equivalentes: 

1.  Los  puntos  diagonales  de  todo  cuadrilátero  completo  en  P  no  son  colinea- 
les. 

2.  Existe  un  cuadrilátero  completo  en  P  cuyos  puntos  diagonales  no  son  co- 
lineales. 

3.  La  característica  de  K  es  distinta  de  2. 

La  primera  afirmación  dei  teorema  anterior  se  conoce  como  Axioma  de  Fano, 
y  es  una  forma  geométrica  de  descartar  que  la  característica  dei  cuerpo  sea  2, 
lo  cual  es  necesario,  por  ejemplo,  al  desarrollar  la  teoria  de  las  secciones  cónicas 
desde  el  punto  de  vista  de  la  geometria  proyectiva. 

Volviendo  al  teorema  6.16,  lo  que  afirma  es  que  las  rectas  AB  y  CD  son 
paralelas  (lo  cual  equivale  a  que  Cl'  sea  un  punto  infinito)  si  y  sólo  si  Cl  es  el  punto 
medio  de  A  y  B,  lo  cual  (si  Cl'  es  infinito)  equivale  a  que  fR(ST' ,  Cl,  A,  B)  =  — 1. 
Conviene  dar  nonrbre  a  la  primera  parte  de  esta  equivalência: 

3En  general  es  fácil  ver  que  la  ecuación  de  la  recta  que  pasa  por  dos  puntos  es 


x  y  z 

abc 
a '  b1  d 


=  0. 
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Definición  9.53  Dados  cuatro  puntos  colineales  A,  B ,  Cl,  Cl',  diremos  que  el 
par  ( A,B )  separa  harmónicamente  al  par  (Cl,  Cl')  si  A  y  B  son  dos  vértices  de 
un  cuadrilátero  completo,  Cl'  es  un  punto  diagonal  y  Cl  es  la  intersección  con 
AB  de  la  recta  que  une  los  otros  dos  puntos  diagonales.  Lo  representaremos 
K(A,B;Cl,Cl'). 

Ya  casi  tenemos  demostrado  el  teorema  siguiente: 

Teorema  9.54  Si  A,  B ,  Cl,  Cl'  son  cuatro  puntos  colineales  distintos,  entonces 
CK(A,  B ;  Cl,  Cl')  si  y  sólo  si  1R(A,  B,  Cl,  Cl')  =  —1. 

DemostraciÓN:  Supongamos  CK(A,  B;Cl,Cl').  Consideremos  entonces  un 
cuadrilátero  completo  de  vértices  A,  B,  C,  D  en  las  condiciones  de  la  definición. 
Es  fácil  ver  que  al  eliminar  la  componente  2  de  las  coordenadas  homogéneas  de 
los  puntos  de  la  recta  AB  obtenemos  una  homografía  AB  — >■  P1(/C),  es  decir, 
una  asignación  de  coordenadas,  respecto  dei  cual 

A  =  (  1,0),  £  =  (0,1),  n  =  (1,-1),  ^  =  (1,1). 

Si  si  tomamos  a  A  como  punto  infinito  de  la  recta,  las  coordenadas  afines  de 
los  otros  puntos  son  B  =  0,  Cl'  =  1,  Í2  =  —  1,  luego  por  la  propia  definición  de 
razón  doble  CR(A,  B,  Cl' ,  Cl)  =  —1,  y  esto  equivale  a  CR(A,  B,  Cl,  Cl')  =  —1. 

Recíprocamente,  dados  A,  B ,  Cl,  es  fácil  construir  un  punto  P  tal  que 
CK(A,  B;  Cl,  P).  Por  la  parte  ya  probada  3i(A,B,Cl,  P)  =  —  1  =  CR(A,  B,Cl,Cl'), 
luego  P  =  Cl'.  m 

Para  probar  6.16  observamos  que  tenemos  CK(A,  B;  Cl,  Cl'),  luego  se  cumple 
Ó{(A,  B,  Cl,  Cl')  =  —1.  Si  Cl  es  el  punto  medio  de  A,  B,  y  P es  el  punto  infinito 
de  AB,  entonces 


%(A,  B,  Cl,  P0 o)  =  3?(Poo,  Cl,  A,  B)  =  -1, 

y  de  3l(A,  B,  Cl,  Cl')  =  3l(A,  B,Cl,  P^)  se  sigue  que  Cl'  =  P 'x,  luego  AB  y  CD 
son  paralelas.  El  recíproco  es  inmediato.  ■ 

De  9.54  se  sigue  inmediatamente  que 
CK(A,  B ;  Cl,  Cl')  o  JC(B,  A;  Cl,  Cl')  o  3f(A,  £;  Cl1,  Cl)  o  CK (Cl,  Cl';  A,  B), 

Estas  equivalências  expresan  que  la  separación  harmónica  de  dos  pares  de 
puntos  depende  únicamente  de  los  pares,  A,  B  y  Cl,  Cl' ,  sin  importar  el  orden  de 
ambos  ni  el  orden  de  sus  componentes.  Es  claro  que  dados  tres  puntos  colineales 
distintos  A,  B  y  Cl,  existe  un  único  punto  Cl'  distinto  de  los  anteriores  tal  que 
IK(A,  B;Cl,Cl').  A  dicho  punto  se  le  llama  el  conjugado  harmónico  de  Cl  respecto 
a  A,  B.  Así,  dos  puntos  cualesquiera  Ay  B  dividen  la  recta  que  los  contiene  en 
pares  de  conjugados. 

Para  terminar  la  sección  aplicaremos  los  resultados  sobre  separación  harmó¬ 
nica  al  estúdio  de  las  involuciones,  que  definimos  a  continuación: 


336 


Capítulo  9.  La  geometria  proyectiva 


Deflnición  9.55  Una  involución  en  una  recta  proyectiva  X  es  una  homografía 
I  :  X  — >  X  de  orden  2,  es  decir,  tal  que  I  ^  1  pero  Io  I  =  1.  Diremos  que  dos 
puntos  P  y  Q  de  X  son  conjugados  respecto  a  I  si  I{P)  =  Q. 

Es  claro  que  cada  punto  tiene  un  único  conjugado  respecto  a  una  involución 
dada  (que  puede  ser  él  mismo).  Si  P  es  el  conjugado  de  Q,  entonces  Q  es  el 
conjugado  de  P. 

Teorema  9.56  Las  involuciones  de  una  recta  coinciden  con  sus  polaridades 
simétricas. 


DemostraciÓN :  Sea  A  la  matriz  de  una  involución  /  en  un  sistema  de 
referencia  cualquiera.  Entonces  A2  es  un  múltiplo  de  la  matriz  identidad.  Plan- 
teando  las  ecuaciones  a  las  que  esto  conduce  llegamos  fácilmente  a  que 


A  = 


u 

w 


donde  u 2  +  vw  ^  0. 


Consideremos  la  polaridad  simétrica  p  que  en  el  mismo  sistema  de  referencia 
tiene  matriz 

b=(  v  ~u  y 

Y  — u  —w J 

El  punto  polar  de  un  punto  de  coordenadas  (a,  b)  es  el  que  tiene  ecuación 


(a,b) 


V 

—u 


=  0, 


es  decir,  ( av  —  bu)x+(—au  —  bw)y  =  0.  El  punto  es,  pues,  ( au  +  bw,av  —  bu ),  que 
coincide  con  la  imagen  de  (a,  b)  por  /.  Por  consiguiente  /  =  p.  Recíprocamente, 
toda  polaridad  simétrica  tiene  matriz  B  en  un  sistema  de  referencia  arbitrário, 
y  la  homografía  de  matriz  A  es  una  involución  que  coincide  con  la  polaridad 
dada.  ■ 


Ejercicio:  Probar  que  la  única  polaridad  antisimétrica  de  una  recta  proyectiva  es  la 
identidad. 


Teorema  9.57  Sea  X  una  recta  proyectiva. 

1.  Si  H  £  LGP(X)  cumple  H(P)  =  Q  y  H(Q)  =  P  para  dos  puntos  distintos 
P  y  Q,  entonces  H  es  una  involución. 

2.  Si  A  y  B  son  puntos  fijos  de  una  involución  I,  entonces  cada  par  de  puntos 
conjugados  respecto  de  I  son  conjugados  harmónicos  respecto  de  A  y  B. 

3.  Dados  dos  pares  {A,  A'),  (B,B')  (sin  puntos  comunes)  existe  una  única 
involución  I  respecto  a  la  cual  son  pares  conjugados. 

4-  Toda  homografía  en  X  es  producto  de  dos  involuciones. 
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DemostraciÓn:  1)  Sea  P  =  (v)  y  Q  =  (w).  Si  H  =  H(u),  entonces 
u(v)  =  aw  y  u(w)  =  j3v.  La  matriz  de  u  en  la  base  v,  w  es 


A  = 


0 

/3 


a 

0 


y  es  claro  que  A2  =  a/3I ,  luego  H 2  =  1. 

Sean  d  /  C"  un  par  de  puntos  conjugados  respecto  de  I.  Teniendo  en 
cuenta  que  las  homografías  conservan  la  razón  doble,  aplicando  I  vemos  que 
Oi(A,  B,  C,  C)  =  tR(A,B,C'  ,C)  =  R(A,  B,  C,  C")_1,  lo  cual  sólo  es  posible  si 
3?(A,  B ,  C,  C)  =  — 1,  lo  cual  equivale  a  que  1K(A,  B\  C,  C). 

3)  Si  uno  de  los  pares  tiene  componentes  distintas,  digamos  A  ^  A',  entonces 
la  homografía  dada  por  H(A)  =  A' ,  H(A')  =  Ay  H(B)  =  B'  es  una  involución 
por  1),  y  claramente  es  la  única  para  la  cual  los  pares  dados  son  conjugados. 
Si  A  =  A'  =  (v)  y  B  =  B'  =  { w ),  la  homografía  H  inducida  por  u(v)  =  —v, 
u(w)  =  w  cumple  H(A)  =  A  y  H(B)  =  B,  no  es  la  identidad  y  claramente 
es  una  involución,  y  es  la  única  que  fija  a  A  y  B,  pues,  por  2),  necesariamente 
tiene  que  enviar  cada  punto  C  a  su  conjugado  harmónico  respecto  de  A  y  B. 

4)  Sea  /  una  homografía.  Podemos  suponer  que  es  distinta  de  la  identidad. 

Sea  A  un  punto  no  fijado  por  /.  Sea  f(A)  =  A!  ^  A  y  f(A')  =  A" .  Sea 
/  la  involución  que  conjuga  los  pares  {A,  A")  y  (A',  A').  Entonces  J  =  f  o  I 
intercambia  A  y  A' ,  luego  es  una  involución  y  /  =  J  o  /.  ■ 

Conviene  observar  que,  aunque  una  homografía  en  una  recta  puede  tener  en 
general  0,  1  o  2  puntos  fijos,  lo  cierto  es  que  una  involución  no  puede  tener  un 
único  punto  fijo,  pues  tomándolo  como  punto  infinito  obtenemos  una  afinidad  de 
orden  2,  de  ecuación  f(x)  =  a  +  bx ,  no  puede  ser  6=1  pues  entonces  no  tendría 
orden  2  (aqui  hay  que  suponer  car K  ^  2),  y  entonces  la  ecuación  x  =  a  +  bx 
tiene  como  solución  un  segundo  punto  fijo. 

Ejercicio:  Dos  involuciones  se  llaman  harmónicas  si  su  producto  es  una  involución. 
Probar  que  dos  involuciones  son  harmónicas  si  y  sólo  si  conmutan. 

Los  cuadriláteros  completos  determinan  una  configuración  de  interés  más 
general: 


Definición  9.58  Diremos  que  seis  puntos  (no  necesariamente  distintos)  en  una 
recta  r  forman  un  conjunto  cuadrangular  y  lo  representaremos  Q(ABC;  A' B'C), 
si  existe  un  cuadrilátero  completo  con  vértices  exteriores  a  r  de  modo  que  A ,  B ,  C 
sean  las  intersecciones  con  r  de  tres  lados  y  A1,  B',C  sean  las  intersecciones  con 
los  lados  opuestos  correspondientes. 

Observemos  que  las  únicas  coin¬ 
cidências  que  pueden  darse  entre  los 
puntos  son  A  =  A',  B  =  B1,  C  =  C , 
y  si  se  dan  las  tres,  es  decir,  si  se 
cumple  Q (ABC;  ABC))  es  que  los 
puntos  diagonales  dei  cuadrilátero  es- 

tán  alienados,  lo  cual  sólo  puede  suceder  en  cuerpos  de  característica  2. 
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Que  se  den  dos  coincidências,  por  ejemplo  A  =  A'  y  B  =  B'  equivale  a  que 
estos  puntos  sean  dos  puntos  diagonales  dei  cuadrilátero,  y  por  definición  esto 
equivale  a  que  ( A ,  B )  separe  harmónicamente  a  ( C ,  C).  Así  pues: 

1K(AB;  CD)  o  Q(ABC;  ABD). 

El  resultado  fundamental  sobre  esta  configuración  es  el  siguiente: 

Teorema  9.59  Sean  A,B,C,  y  A',B',C'  dos  ternas  de  puntos  distintos  dos  a 
dos  ( los  de  cada  terna)  en  una  recta  r.  Supongamos  además  que  C  7^  C" .  Las 
afirmaciones  siguientes  son  equivalentes: 

1.  Q(ABC;  A'B'C) 

2.  Existe  una  (única)  homografía  f  :  r  — >  r  tal  que  /(A)  =  B' ,  f(B)  =  A! , 
f(C)  =  C,  f(C)  =  C .  " 

3.  Existe  una  (única)  involución  I  en  r  respecto  a  la  cual  (A,  A7),  ( B,B' )  y 
(C,C)  son  pares  conjugados  (entendiendo  que  son  puntos  fijos  si  las  dos 
componentes  coinciden). 

DemostraciÓN:  1)  =>  2)  Su¬ 
pongamos  Q(ABC ;  A!B’C)  y  consi¬ 
deremos  la  composición  de  las  pro- 
yecciones  perspectivas  con  los  cen¬ 
tros  indicados  sobre  las  flechas: 

r  — >  QS  — >  r. 

Es  inmediato  que  transforma  (A,B,C,Cr)  i-A  (Q,  S,C,  D)  i-a  (B1 ,  A',  C,  C), 
luego  cumple  lo  requerido. 

2)  1)  Tomamos  puntos  P  y  Q  cualesquiera  colineales  con  A,  llamamos 

S  =  PBCiQC  y  R  =  A'SnQB',  y  C  =  PRdr.  Así  obtenemos  un  cuadrilátero 
completo  que  prueba  Q (ABC;  A'B'C").  La  homografía  g  en  r  que  determina  la 
parte  ya  probada  cumple  lo  mismo  que  la  /  dada  salvo  que  g(C )  =  C" ,  pero  / 
y  g  coinciden  en  tres  puntos,  de  hecho  son  iguales,  y  así  C"  =  C . 

2)  =>  3)  Por  el  teorema  anterior  existe  una  involución  en  r  que  conjuga 
los  pares  (A',B')  y  (C,C),  y  al  componerla  con  la  /  dada  obtenemos  una 
homografía  /  que  cumple  (A,  B ,  C,  C")  i-a  (A',  B' ,  C,  C).  Como  C  ^  C  e  I  los 
intercambia,  el  teorema  anterior  nos  da  que  /  es  una  involución,  que  claramente 
cumple  lo  requerido. 

3)  =t>  2)  Componiendo  la  involución  /  con  la  misma  involución  considerada 

en  el  apartado  anterior  obtenemos  la  homografía  /  requerida.  ■ 
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9.7  Espacios  sobre  cuerpos  ordenados 

Sabemos  que  una  ordenación  sobre  un  cuerpo  se  traduce  en  que  en  los  es¬ 
pacios  afines  asociados  cada  recta  tiene  asociadas  dos  ordenaciones  naturales, 
mutuamente  inversas.  En  esta  sección  exploraremos  las  consecuencias  que  tiene 
en  la  geometria  proyectiva  el  trabajar  con  un  cuerpo  ordenado. 

Para  interpretar  intuitivamente  lo  que  sigue  hemos  de  pensar  que  los  ex¬ 
tremos  de  una  recta  afín  se  unen  en  el  punto  infinito,  con  lo  que  una  recta 
proyectiva  es  en  realidad  una  circunferência.  Así,  dei  mismo  modo  que  dos 
puntos  en  una  circunferência  no  determinan  un  segmento,  sino  que  la  dividen 
en  dos  arcos,  igualmente  dos  puntos  en  una  recta  proyectiva  no  determinan  un 
segmento,  sino  dos.  Si  los  puntos  son  finitos,  un  segmento  es  el  usual,  y  el  otro 
está  formado  por  los  puntos  exteriores  al  segmento  más  el  punto  infinito.  Si  te- 
nemos  un  punto  finito  y  otro  infinito,  los  dos  segmentos  que  aparecen  son  las  dos 
semirrectas  con  origen  en  el  punto  finito.  Vemos,  pues,  que  los  conceptos  afines 
de  “segmento”  y  “semirrecta”  corresponden  a  un  mismo  concepto  proyectivo: 
una  semirrecta  no  es  más  que  un  segmento  con  un  extremo  infinito. 

A  lo  largo  de  toda  la  sección  supondremos  que  los  espacios  proyectivos  que 
consideramos  están  definidos  sobre  un  cuerpo  ordenado  R  (en  particular  de 
característica  0).  Dada  una  recta  proyectiva  X  =  P(V),  dos  puntos  de  X  son 
de  la  forma  A  =  (v)  y  C  =  ( w },  donde  v  y  w  son  linealmente  independientes. 
Definimos  los  conjuntos 

S+-(v,  w)  =  {(u)  |  u  =  av  +  f3w  con  a/3  >  0}, 

S-(v,w)  =  {(u)  |  u  =  av  +  /3w  con  aj3  <  0}. 

Es  claro  que  todo  punto  de  X  distinto  de  A  y  C  está  en  uno  y  sólo  uno  de 
los  dos  conjuntos  anteriores.  Ambos  contienen  infinitos  puntos.  Unicamente  A 
y  C  están  en  ambos  a  la  vez.  Los  llamaremos  segmentos  de  extremos  Ay  C . 

Si  cambiamos  los  generadores  de  P  y  Q  por  v'  =  av  y  w'  =  bv,  entonces 
según  los  signos  de  a  y  b  sucederá 

S+(v,  w)  =  S+(v',  w')  y  S-(v,w)  =  S-(v' ,w') 

o  bien 

S+(v,  w)  =  S-(v',  w')  y  S-(v,w)  =  S+(v',w'). 

De  este  modo,  cada  par  de  puntos  Ay  C  divide  la  recta  en  dos  segmentos,  si 
bien  es  imposible  distinguir  uno  de  otro  (la  distinción  depende  de  la  elección  de 
los  generadores).  Pese  a  esto,  es  posible  distinguirlos  en  función  de  un  sistema 
de  referencia,  pues  entonces  podemos  elegir  como  generador  de  cada  punto  finito 
el  vector  que  corresponde  a  las  coordenadas  homogéneas  de  la  forma  (1,  a).  Así, 
dados  dos  puntos  P(l,a)  y  Q{ l,/3),  podemos  definir 

S+{P,Q)  =  {a(l,a)  +  &(!,/?)  |  ab  >  0}  =  j^l,  \  ab  >  °| 


{(l,Ao  +  (l-  A)/3)  |  0<  A<  1} 
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que  es  el  segmento  de  extremos  a  y  /3  en  el  sentido  de  la  geometria  afín,  y 
S-(P,Q),  que  es  el  complementado  dei  anterior. 

Si  consideramos  un  punto  P(  1,  a)  y  el  punto  infinito  <5(0, 1),  entonces 

S+(P,  Q )  =  {a(l,  a)  +  6(0, 1)  |  ab  >  0}  =  ^1,  a  H — ^  |  ab  >  0  j-  U  {oo} 

=  {(1,  A)  |  a  <  A}  U  {oo}, 

que  es  una  de  las  semirrectas  de  origen  en  a.  Similarmente  se  comprueba  que 
SL(P,  Q)  es  la  semirrecta  complementaria. 

Con  esto  hemos  probado  lo  que  habíamos  afirmado:  al  quitarle  el  punto 
infinito  a  un  segmento  proyectivo  obtenemos  un  segmento  afín,  o  bien  el  com- 
plementario  de  un  segmento  afín,  o  bien  una  semirrecta. 

Si  no  fijamos  un  sistema  de  referencia,  para  distinguir  los  dos  segmentos  con 
un  misrno  par  de  extremos  hemos  de  usar  un  tercer  punto: 

Dados  tres  puntos  distintos  A,  B,  C  en  una  recta,  definimos  ABC  como  el 
segmento  de  extremos  Ay  C  que  contiene  a  B.  Veamos  algunas  propiedades: 

Teorema  9.60  Sean  A,  B,  C  puntos  de  una  recta  proyectiva  X. 

1.  ABC  =  CBÃ. 

2.  Si  D  €  ABC ,  A  ^  D  ^  C ,  entonces  ABC  =  ADC . 

3.  Si  D  (£  ABC  entonces  ABC  U  ÃDC  =  X  y  ÃBC  n  ÃDC  =  { A ,  C}. 

Dado  ABC,  existen  puntos  P  y  Q  tales  que  ABC  =  APB  U  BQC  y 
ÃPB  nl3QC  =  {B} . 

5.  Si  D  £  ABC ,  D  yt  A,  B,C  entonces  existe  P  tal  que  BPD  C  ABC . 

6.  Una  homografia  que  transforme  A,B,C  en  A',B',C,  respectivamente, 
transforma  ABC  en  A!B'C . 

DemostraciÓN :  Las  tres  primeras  propiedades  son  consecuencias  inmedia- 
tas  de  la  dehnición  de  segmento.  La  última  es  inmediata  y  las  propiedades  4) 
y  5)  se  reducen  a  las  propiedades  de  los  segmentos  afines.  Por  ejemplo,  para 
probar  4)  tomamos  como  punto  infinito  un  punto  dei  segmento  complementario 
a  ABC  y  lo  que  hay  que  probar  es  que  si  B  £  AC  entonces  AC  =  AB  U  BC, 
AB  fí  BC  =  {B},  lo  cual  es  obvio.  ■ 

En  general,  cualquier  propiedad  básica  sobre  segmentos  se  prueba  sin  difi- 
cultad  reduciéndola  a  una  recta  afín  mediante  una  elección  oportuna  dei  punto 
infinito. 

Lo  más  parecido  a  la  relación  “estar  entre”  que  podemos  definir  en  una  recta 
proyectiva  es  lo  siguiente: 
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Definición  9.61  Sean  A,  B,  C ,  D  cuatro  puntos  distintos  en  una  recta  pro- 
yectiva.  Diremos  que  el  par  AB  segara  al  par  CD,  y  lo  representaremos  por 
AB  ||  CD,  si  D  (j  ~ÃCB. 


Esto  significa  que  los  dos  segmentos  de  extremos  A  y 
B  son  ACB  y  ADB.  En  particular  cualquiera  de  los  seg¬ 
mentos  de  extremos  Ay  B  corta  a  cualquiera  de  los  seg¬ 
mentos  de  extremos  C  y  B.  Por  el  contrario,  si  AB  jj-  CD, 
entonces  tenemos  C,D  £  ACB ,  luego  existe  un  P  tal  que 


complementario  de  AC B  tenemos  una  inclusión  de  segmentos  usuales  con  extre¬ 
mos  distintos,  luego  es  claro  que  CPD  es  disjunto  dei  segmento  complementario 
de  ACB.  Por  lo  tanto: 


Teorema  9.62  Cuatro  puntos  colineales  distintos  cumplen  AB  ||  CD  si  y  sólo 
si  los  dos  segmentos  de  extremos  A  y  B  cortan  a  cada  uno  de  los  segmentos  de 
extremos  C  y  D. 

Similarmente  se  prueba: 

Teorema  9.63  La  relación  AB  ||  CD  equivale  a 

AB  ||  DC,  BA  ||  CD,  CD  ||  AB  y  AC  \  BD. 

La  separación  de  segmentos  se  caracteriza  de  forma  muy  simple  mediante 
las  razones  dobles: 


Teorema  9.64  Cuatro  puntos  colineales  distintos  cumplen  AB  ||  CD  si  y  sólo 
siR(A,B,C,D)  <  0. 


DemostraciÓN:  Consideremos  un  sistema  de  referencia  en  la  recta  de  modo 
que  las  coordenadas  de  A  y  B  sean  respectivamente  O  e  oo.  Entonces 


•R(A,B,C,D) 


Ãè 


y  es  claro  que  AB  ||  CD  si  y  sólo  si  los  vectores  AC  y  AD  tienen  sentidos 
opuestos,  lo  que  equivale  a  que  la  razón  anterior  sea  negativa.  ■ 

Como  consecuencia  vemos  que  la  separación  harmónica  es  un  caso  particular 
de  separación,  pues  dC(A,  B;  C,  D)  equivale  a  3?(A,  B,  C,  D)  =  —1. 

Teorema  9.65  Si  LC(A,  B;  C,  D)  entonces  AB  ||  CD. 


Terminamos  la  sección  con  unas  propiedades  de  las  involuciones.  Conviene 
introducir  la  siguiente  nomenclatura  habitual: 


Definición  9.66  Diremos  que  una  homografía  de  una  recta  proyectiva  es  elíp¬ 
tica,  parabólica  o  hiperbólica  según  si  tiene  0,  1  o  2  puntos  fijos. 
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En  la  sección  anterior  hemos  visto  que  no  existen  involuciones  parabólicas. 
Si  suponemos  que  R  es  euclídeo,  entonces  existen  sólo  dos  formas  canónicas  de 
matrices  de  involuciones.  En  efecto: 

Teorema  9.67  Toda  involución  de  una  recta  proyectiva  sobre  un  cuerpo  euclí¬ 
deo  admite  en  un  sistema  de  referencia  adecuado  una  matriz  de  la  forma 

M=(±i  ;)•  <9'i) 

Si  el  signo  es  positivo  la  involución  es  hiperbólica  y  si  es  negativo  es  elíptica. 
Más  en  general,  una  involución  es  elíptica  o  hiperbólica  según  si  el  determinante 
de  cualquiera  de  sus  matrices  es  positivo  o  negativo. 

DemostraciÓN:  Sea  I  una  involución  en  la  recta  P(V),  que  será  de  la 
forma  /  =  H(f),  para  cierto  automorfismo  /  de  V.  Sea  (A,  A')  cualquier  par 
de  puntos  conjugados  por  /  distintos  entre  sí.  Pongamos  que  A  =  (vi),  de 
modo  que  A!  =  {vf),  con  «2  =  /(fi)  y  a  su  vez  f(v 2)  =  av\,  para  un  cierto 
a  £  R  no  nulo.  Sea  v'2  =  1)2/ yf\ã\-  Entonces  es  claro  que  f{v\)  =  \/\ã\v2  y 
f(v 2)  =  i-y/fãjiq.  Si  cambiamos  /  por  f  / y/\ã\  la  involución  inducida  es  la 
misma,  pero  ahora  la  matriz  en  la  base  v\,  v2  es  de  la  forma  indicada  en  el 
enunciado. 

Los  puntos  fijos  de  la  involución  se  corresponden  con  los  valores  propios  de 
la  matriz  M,  que  son  las  raíces  de  polear M  =  x2  +  A,  donde  A  =  ±1  es  el 
determinante  de  M.  Así  pues,  M  tiene  dos  valores  propios  distintos  o  ninguno 
según  si  A  <  0  o  A  >  0.  Por  último  observamos  que,  aunque  el  determinante 
no  es  un  invariante  de  las  matrices  de  una  misma  homografía,  dos  matrices  de 
una  misma  homografía  en  una  misma  base  se  diferencian  en  un  factor  constante 
a  /  0,  luego  sus  determinantes  se  diferencian  en  a2  >  0,  luego  el  signo  dei 
determinante  sí  es  invariante,  y  podemos  calcularlo  a  partir  de  cualquier  matriz. 


Nota  El  sistema  de  referencia  construido  en  el  teorema  anterior  está  formado 
por  A  =  (vi) ,  A'  =  (v2)  y  A"  =  {v\+v2),  donde  A  y  A!  es  cualquier  par 
de  puntos  conjugados  por  I  distintos  entre  sí,  cuyas  coordenadas  son  (1,0)  y 
(0, 1).  Esto  significa  que  el  sistema  de  referencia  puede  tomarse  de  modo  que, 
en  coordenadas  afines,  0  e  00  sea  cualquier  par  prefijado  de  puntos  conjugados 
por  I.  Respecto  de  este  sistema  de  referencia  la  expresión  de  la  involución  es 
I{x)  =  ±l/x,  entendiendo  que  /(0)  =  00  y  viceversa. 

No  obstante,  si  I  es  hiperbólica  obtenemos  una  expresión  más  simple  to¬ 
mando  cualquier  sistema  de  referencia  respecto  al  que  los  puntos  fijos  sean  0  e 
00,  pues  entonces  la  involución  es  necesariamente  I{x)  =  — x  (ya  que  esto  define 
una  involución  que  fija  a  0  e  00  y  sólo  hay  una  posible.  ■ 

Veamos  algunas  aplicaciones  de  estos  hechos: 

Teorema  9.68  En  una  recta  proyectiva  sobre  un  cuerpo  euclídeo,  toda  invo¬ 
lución  elíptica  es  producto  de  dos  involuciones  hiperbólicas. 
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DemostraciÓn  :  Tomemos  un  sistema  de  referencia  respecto  al  que  la  in- 
volución  elíptica  venga  dada  por  I(x)  =  —  l/x.  Entonces  I  es  la  composición  de 
J\(x)  —  1/ x  y  J2Íx)  =  —x,  y  ambas  son  involuciones  hiperbólicas.  ■ 

Teorema  9.69  En  una  recta  proyectiva  sobre  un  cuerpo  euclídeo,  cada  par  de 
puntos  conjugados  por  una  involución  elíptica  separa  a  cualquier  otro  par.  Si  la 
involución  es  hiperbólica  ningún  par  separa  a  ningún  otro. 

DemostraciÓn:  Si  la  involución  es  hiperbólica,  acabamos  de  ver  que,  res¬ 
pecto  de  un  sistema  de  referencia  adecuado,  viene  dada  por  I(x)  =  —x,  y  es 
claro  entonces  que  si  (A,  A')  y  ( B ,  B')  son  dos  pares  de  puntos  conjugados,  los 
segmentos  AO  A!  y  BOB'  son  concêntricos,  luego  uno  está  contenido  en  el  otro, 
y  los  extremos  no  se  separam 

Supongamos  ahora  que  existen  dos  pares  de  conjugados  (A,  A')  y  ( B,B ') 
que  no  se  separan  y  veamos  que  la  involución  es  hiperbólica,  o  sea,  que  su 
determinante  es  negativo.  Sabemos  que,  respecto  de  un  sistema  de  referencia 
que  asigna  a  A  y  A!  las  coordenadas  afines  0  e  oo,  la  expresión  de  la  involución  es 
I(x)  =  ±í/x,  pero  si  el  signo  es  negativo  es  claro  que  (0,  oo)  separa  a  cualquier 
par  (x,  —  l/x),  luego  el  signo  tiene  que  ser  positivo,  lo  que  significa  que  /  es 
hiperbólica.  ■ 


Teorema  9.70  En  una  recta  proyectiva  sobre  un  cuerpo  euclídeo,  dos  involu¬ 
ciones  distintas  una  de  las  cuales  sea  elíptica  tienen  un  único  par  común  de 
puntos  conjugados. 


DemostraciÓn:  Fijemos  un  sistema  de  referencia  en  el  que  una  de  las 
involuciones  tenga  matriz 

0  1 
-1  0 

Según  hemos  visto  en  la  prueba  de  9.56,  la  otra  tendrá  matriz 


M  = 


A  = 


u  v 
w  — u 


donde  u2  +  vw  ^  0. 


Para  que  ambas  coincidan  sobre  un  mismo  punto  de  coordenadas  homogéneas 
(x,  y)  debe  haber  un  A  ^  0  tal  que 


( x,y)M  =  A  (x,y)A, 


lo  cual  equivale  a  que  | M  —  AA|  =  0.  Explícitamente, 

|  M  —  AA|  =  — u2  —  (v  —  X)(w  +  A)  =  A2  +  (w  —  v)X  —  ( u 2  +  vw)  =  0. 


La  ecuación  tendrá  solución  si  su  discriminante  es  no  negativo: 

D  =  (w  —  v)2  +  4 (u2  +  vw)  =  w2  +  v2  —  2 vw  +  4 u2  +  Avw  =  (w  +  v)2  +  (2 u)2  >  0. 

Así  pues,  existe  el  par  común  {A,  A'),  con  A  ^  A',  porque  una  involución 
es  elíptica.  No  puede  haber  otro  (B,B’),  pues  entonces  las  dos  involuciones 
coincidirían  en  cuatro  puntos,  luego  serían  la  misma.  ■ 

Conviene  destacar  el  siguiente  caso  particular: 
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Teorema  9.71  En  una  recta  proyectiva  sobre  un  cuerpo  euclídeo,  una  invo¬ 
lución  elíptica  tiene  un  único  par  de  puntos  conjugados  harmónicamente  sepa¬ 
rados  respecto  a  un  par  de  puntos  prefijado. 

Basta  aplicar  el  teorema  anterior  a  la  involución  hiperbólica  que  tiene  por 
puntos  fijos  el  par  de  puntos  prefijados. 

Si  las  involuciones  son  ambas  hiperbólicas  hemos  de  exigir  un  poco  más: 

Teorema  9.72  En  una  recta  proyectiva  sobre  un  cuerpo  euclídeo,  dos  involu¬ 
ciones  hiperbólicas  cuyos  pares  de  puntos  fijos  no  se  separen  tienen  un  único 
par  común  de  puntos  conjugados. 

DemostraciÓN:  Sean  I\  e  I2  dos  involuciones  con  puntos  fijos  Ai,  B\  y  A2, 
B2,  respectivamente.  Consideremos  el  sistema  de  referencia  Ai,  Bi,  A2,  de  modo 
que  los  puntos  fijos  de  I\  tienen  coordenadas  0, 00  y  los  de  I2  tienen  coordenadas 
l,x.  La  hipótesis  de  que  ambos  pares  no  se  separan  equivale  a  que  x  >  0.  La 
involución  I\  en  coordenadas  es  I\{x)  =  —x,  y  tenemos  que  encontrar  un  cierto 
y  tal  que  hiy)  =  —y-  Por  el  segundo  apartado  dei  teorema  9.57,  esto  equivale 
a  que  91(1, x, y,  —y)  =  —1  y,  usando  el  teorema  9.28  la  condición  se  reduce  a 
y~  =  x,  luego  ciertamente  ±s/x  determinan  un  par  de  puntos  conjugados  para 
ambas  involuciones.  La  unicidad  es  inmediata.  ■ 


Capítulo  X 

Cónicas 


Como  ilustración  de  la  utilidad  de  la  geometria  proyectiva  vamos  a  estudiar 
las  llamadas  secciones  cónicas.  No  obstante,  dedicaremos  la  primera  sección  a 
presentar  estas  curvas  desde  el  punto  de  vista  de  la  geometria  euclídea,  para 
contar  así  desde  el  primer  momento  con  una  imagen  intuitiva  de  estas  curvas. 


10.1  Las  secciones  cónicas 

Las  secciones  cónicas  incluyen  tres  familias  de  curvas:  las  elipses,  las  pará¬ 
bolas  y  las  hipérbolas.  Empezaremos  presentándolas  separadamente  y  después 
veremos  las  relaciones  que  permiten  agruparias  como  casos  particulares  de  un 
mismo  concepto  general.  Todo  lo  que  sigue  es  válido  en  cualquier  plano  euclídeo. 

La  elipse  Es  posible  definir  una  elipse  de  muchas  formas  alternativas,  pero 
quizá  la  más  intuitiva  sea  la  siguiente: 

Deflnición  10.1  Una  elipse  es  el  conjunto  de  puntos  dei  plano  tales  que  la 
suma  de  sus  distancias  a  dos  puntos  fijos  llamados  focos  es  constante. 

La  figura  siguiente  muestra  una  elipse  de  focos  Ei  y  Ei-  Podemos  pensar 
que  unimos  Ei  y  Ei  con  una  cuerda  de  longitud  l,  la  tensamos  estirando  de  un 
punto  y  movemos  dicho  punto  de  modo  que  la  cuerda  nunca  deje  de  estar  tensa. 
La  trayectoria  dei  punto  será  la  elipse  correspondiente  a  los  focos  dados  y  a  la 
suma  de  distancias  l. 
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El  punto  medio  dei  segmento  que  une  los  focos  se  llama  centro  de  la  elipse, 
los  segmentos  que  unen  dos  puntos  de  la  elipse  y  que  pasan  por  su  centro  se 
llaman  diâmetros.  El  diâmetro  que  contiene  a  los  focos  se  llama  eje  mayor  y  el 
diâmetro  perpendicular  se  llama  eje  menor.  Los  extremos  dei  diâmetro  mayor 
se  llaman  vértices  mayores  y  los  extremos  dei  eje  menor  vértices  menores.  La 
distancia  c  dei  centro  a  cada  foco  se  llama  distancia  focal. 

Es  claro  que  los  vértices  menores  están  a  la  misma  distancia  de  los  dos  focos, 
luego  si  llamamos  a  a  dicha  distancia,  entonces  el  valor  constante  de  la  suma  de 
las  distancias  a  los  focos  desde  cualquier  punto  de  la  elipse  es  l  =  2a.  Notemos 
que  para  que  pueda  existir  una  elipse  con  distancia  focal  c  y  suma  de  longitudes 
2o  es  necesario  (y  suficiente)  que  c  <  a. 

La  distancia  de  los  vértices  mayores/menores  al  centro  de  la  elipse  se  llama 
semieje  mayor /menor  de  la  elipse.  Al  semieje  menor  lo  representaremos  por  ò, 
mientras  que  el  semieje  mayor  no  es  sino  la  distancia  a  que  acabamos  de  definir. 

En  efecto,  si  llamamos  a'  al  semieje  mayor,  la  distancia  de  un  vértice  mayor 
a  su  foco  más  próximo  es  a'  —  c,  mientras  que  la  distancia  al  foco  más  alejado  es 
c  +  o',  luego  la  suma  de  ambas  distancias  es  a'  —  c  +  c  +  a!  =  2a!  y,  como  dicha 
suma  ha  de  ser  2a,  resulta  que  a!  =  a. 

La  figura  muestra  entonces  la  relación  a2  =  b2  +  c2.  En  particular  vemos  que 
el  semieje  mayor  es  siempre  mayor  que  el  semieje  menor,  por  lo  que  los  nombres 
son  adecuados. 

Conviene  observar  que  la  definición  de  elipse  sigue  siendo  válida  si  reducimos 
los  dos  focos  a  un  mismo  punto  C.  Lo  que  obtenemos  entonces  es  el  conjunto 
de  puntos  P  tales  que  el  doble  de  la  distancia  de  P  a  C  es  una  constante  2a, 
pero  esto  no  es  sino  la  circunferência  de  centro  C  y  radio  a.  En  suma,  podemos 
ver  a  las  circunferências  como  elipses  con  distancia  focal  nula. 

En  general,  una  elipse  tiene  el  aspecto  de  una  circunferência  achatada,  y  el 
“grado  de  achatamiento”  puede  medirse  a  través  de  su  excentricidad  e  =  c/a. 
Para  una  elipse  propiamente  dicha  tenemos  que  0  <  e  <  1,  y  las  circunferências 
pueden  verse  como  elipses  de  excentricidad  e  =  0. 

Observemos  que  b/a  =  y/l  —  e2,  por  lo  que  la  excentricidad  determina  (y 
está  determinada  por)  la  proporción  entre  los  semiejes  de  la  elipse.  Así  se  ve 
más  claramente  que  es  una  medida  dei  “achatamiento”  de  la  elipse. 

Fijemos  ahora  un  sistema  de  referencia  ortonormal  cuyo  origen  sea  el  cen¬ 
tro  de  la  elipse  y  su  eje  X  contenga  al  eje  mayor.  Entonces  los  focos  tienen 
coordenadas  (±c,  0)  y  un  punto  P  =  ( x ,  y)  está  en  la  elipse  si  cumple  que 

yj{x  +  c)2  +  y2  +  y/(x  —  c)2  +  y 2  =  2a. 

Despejando  la  primera  raiz  cuadrada,  elevando  al  cuadrado  y  simplificando 
llegamos  a  que 

y/  (x  —  c)2  +  y 2  =  a  —  xc/a. 
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Elevando  de  nuevo  al  cuadrado  queda 

2  i  2  i  2  2  i  2  2/2 

x  +c  +  y  =  a  +  c  x  /a 


o,  equivalentemente, 


2  .  2  , 2 
ra;  +y  =  b  . 


Por  último,  dividiendo  entre  b 2  llegamos  a  la  ecuación 


2  2 

£2,2/2, 

a2  ò2 


(10.1) 


Recíprocamente,  vamos  a  ver  que  toda  ecuación  de  esta  forma  con  a  >  b 
corresponde  a  una  elipse  de  semiejes  a  y  b  y  focos  en  los  puntos  (±c,  0),  donde 
c  =  Va2  —  b2.  Para  ello  calculamos  la  distancia  d\  de  un  punto  P  =  (x,  y)  que 
cumpla  la  ecuación  al  punto  (— c,  0): 

dl  =  (x  +  c)2  +  y2  =  x2  +  2  cx  +  c2  +  b2  —  KrX2  =  ^ x 2  +  2  cx  +  a2  =  (a  +  ex)2, 

az  az 

donde  hemos  llamado  e  =  c/a.  De  (10.1)  se  sigue  que  \x\  <  a  y  0  <  e  <  1,  luego 
a  +  ex  >  0,  luego  d\  =  a  +  ex.  Similarmente  se  prueba  que  la  distancia  de  P  al 
vértice  (c,  0)  es  CÍ2  =  «  —  ex,  luego,  ciertamente,  la  suma  de  ambas  distancias  es 
constante:  d\  +  cfo  =  2 a.  Esto  prueba  que  la  ecuación  (10.1)  corresponde  a  una 
elipse  con  los  parâmetros  indicados. 

Del  argumento  anterior  se  extrae  una  consecuencia  relevante:  llamemos 


d  =  a/e  =  a2 /c  >  a 


y  consideremos  las  directrices  de  la  elipse,  que  son  las  rectas  perpendiculares 
a  su  eje  mayor  y  que  distan  de  su  centro  una  distancia  d.  El  cociente  de  la 
distancia  de  un  punto  P  al  foco  (c,  0)  y  a  la  directriz  que  pasa  por  (d,  0)  es 

a  —  ex  a  —  ex 

— - =  e - =  e, 

d  —  x  a  —  ex 

e  igualmente  sucede  si  consideramos  el  otro  foco  y  la  otra  directriz.  En  resumem 


Teorema  10.2  El  cociente  entre  la  distancia  de  un  punto  de  una  elipse  (que 
no  sea  una  circunferência)  a  uno  de  sus  focos  sobre  la  distancia  a  su  directriz 
correspondiente  es  igual  a  la  excentricidad  de  la  elipse. 


La  figura  siguiente  muestra  las  directrices  de  la  elipse  anterior  junto  con  las 
distancias  de  un  punto  arbitrário  P  a  un  foco  y  a  su  directriz.  Vemos  así  que 
una  elipse  está  completamente  determinada  por  uno  de  sus  focos,  su  directriz 
correspondiente  y  su  excentricidad.  De  hecho,  el  teorema  anterior  proporciona 
una  definición  alternativa  dei  concepto  de  elipse. 
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La  hipérbola  Un  mínimo  cambio  en  la  definición  de  elipse  nos  da  la  definición 
de  hipérbola: 

Definición  10.3  Una  hipérbola  es  el  conjunto  de  puntos  dei  plano  tales  que  la 
diferencia  de  sus  distancias  a  dos  puntos  fijos  llamados  focos  es  constante. 

Aqui  hemos  de  entender  que  la  diferencia  se  toma  en  valor  absoluto  o,  equi- 
valentemente,  que  la  ecuación  de  una  hipérbola  respecto  de  un  sistema  de  refe¬ 
rencia  en  el  que  los  focos  tengan  coordenadas  (±c,  0)  es  de  la  forma 

\f{x  +  c)2  +  y 2  +  \f(x  —  c)2  +  y 2  =  ±2  a, 

con  a  >  0.  Observemos  que  si  llamamos  u  y  v  a  las  dos  distancias  y,  por  ejemplo 
u  >  v,  entonces  u  —  v  =  2a  y,  por  otro  lado,  la  diferencia  entre  las  longitudes  de 
dos  lados  de  un  triângulo  ha  de  ser  menor  que  el  tercer  lado,  luego  2a  <  2c. 


Si  se  da  la  igualdad  a  =  c  entonces  la  “hipérbola”  ha  de  estar  contenida  en 
la  recta  y  =  0  (y  es  fácil  ver  que,  de  hecho,  es  toda  la  recta),  así  que  vamos 
considerar  que  la  definición  de  hipérbola  excluye  este  caso  trivial.  Suponemos, 
pues,  que  a  <  c. 


Las  mismas  manipulaciones  que  hemos  hecho  con  la  ecuación  de  la  elipse 
nos  llevan  ahora  a 

?-^-x2  +  y2  =  a2  -  c2. 


Como  a  <  c,  podemos  llamar  b2  =  c2  —  a2,  con  lo  que  la  ecuación  se  reduce 
a  la  forma 

„2  „.2 

(10.2) 


2  2 
a_  _  r  = 

a 2  tí2  ~  ' 


Como  en  el  caso  de  la  elipse,  podemos  definir  el  centro  de  una  hipérbola 
como  el  punto  medio  de  sus  focos,  sus  diâmetros  como  los  segmentos  que  unen 
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dos  puntos  de  la  hipérbola  y  pasan  por  su  centro,  su  eje  mayor  como  el  diâmetro 
que  pasa  por  sus  focos  y  sus  vértices  como  los  extremos  dei  eje  mayor.  Respecto 
al  sistema  de  referencia  correspondiente  a  la  ecuación  (10.2)  el  centro  es  el 
punto  (0,0)  y  los  vértices  son  los  puntos  (±a,  0).  La  hipérbola  sólo  tiene  dos 
vértices,  porque  no  corta  al  eje  x  =  0.  El  número  b  no  tiene  una  interpretación 
geométrica,  pero  determina  la  distancia  focal  c  a  través  de  la  relación  c2  = 
a2  +  b2.  Definimos  la  excentricidad  como  e  =  c/a  >  1. 

Definimos  las  directrices  de  una  hipérbola  igual  que  para  una  elipse,  es  decir, 
como  las  rectas  perpendiculares  a  su  eje  que  distan  ±d  de  su  centro,  donde 
d  =  a/e.  Dejamos  a  cargo  dei  lector  la  demostración  de  que  el  teorema  10.2 
vale  igualmente  para  elipses.  La  figura  siguiente  muestra  una  hipérbola  con  sus 
focos  y  sus  directrices.  La  distancia  àe  P  &  F  dividida  entre  la  distancia  de  P 
a  D  es  igual  a  la  excentricidad  e. 


Cónicas  euclídeas  El  hecho  de  que  tanto  las  elipses  como  las  hipérbolas 
satisfagan  el  teorema  10.2  nos  lleva  a  la  siguiente  definición  de  cónica  en  el 
plano  euclídeo: 


Definición  10.4  Sea  D  una  recta  en  el  plano  euclídeo,  sea  F  un  punto  no 
contenido  en  D  y  sea  e  >  0  un  número  real.  Llamaremos  cónica  de  foco  F, 
directriz  D  y  excentricidad  e  al  conjunto  de  los  puntos  P  tales  que  la  distancia 
de  P  a  F  sobre  la  distancia  de  P  a  D  sea  igual  a  e.  Una  cónica  será  una 
curva  que  cumpla  esta  definición  o  bien  una  circunferência,  de  modo  que,  por 
definición,  las  circunferências  son  las  cónicas  de  excentricidad  0. 


Vamos  a  probar  que  las  cónicas  en  este  sentido  son  elipses  si  su  excentricidad 
es  0  <  e  <  1  y  son  hipérbolas  si  e  >  1.  Para  ello  tomamos  D ,  F  y  e  en  las 
condiciones  de  esta  definición  con  e  ^  1.  Llamamos  k  >  0  a  la  distancia  de  F  a 
D1  y  definimos  a  >  0  mediante  la  relación 


a 


=  k. 


De  este  modo,  si  llamamos  c  =  ae  y  d  =  a/e,  se  cumple  que  |c—  d\  =  a,  luego 
podemos  tomar  un  sistema  de  referencia  en  el  que  el  punto  F  tenga  coordenadas 
(c,  0)  y  la  recta  D  tenga  ecuación  x  =  d.  Si  0  <  e  <  1  el  punto  F  estará  a  la 
izquierda  de  D ,  pero  si  e  >  1  será  al  revés. 
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Los  puntos  P  =  ( x ,  y )  de  la  cónica  definida  por  D,  F  y  e  son  los  que  cumplen 

(10.3) 


V(x  ~  c)2  +  y2 


=  e. 


|d  —  x\ 

Esta  ecuación  equivale  a  la  que  resulta  de  elevaria  al  cuadrado,  que  es: 
x2  —  2  cx  +  c2  +  y2  =  e2d2  +  e2®2  —  2e2dx, 
la  cual  es  equivalente  a 

(1  -  e2)x2  +  y2  =  a2(  1  -  e2). 

Si  llamamos  e  =  ±1  al  signo  de  1  —  e2  y 


tenemos  que 


lo  que  equivale  a  que 


b  =  a\J |1  -  e2|  =  V|a2  -  c2|, 


e&2-+y2=eò2, 

az 

x2  y 2 

— 7  +  e  7-7  =  1- 


ò2 

Así,  si  0  <  e  <  1  tenemos  que  e  =  1  y  liemos  llegado  a  la  ecuación  de  una 
elipse,  mientras  que  para  e  >  1  se  cumplc  que  e  =  —  1  y  la  ecuación  corresponde 
a  una  hipérbola.  En  ambos  casos  es  claro  que  e,  F  y  D  son  respectivamente 
la  excentricidad,  un  foco  y  una  directriz  en  el  sentido  definido  específicamente 
para  elipses  e  hipérbolas,  luego  la  definición  10.4  es  coherente  con  las  definiciones 
previas. 


La  parábola  Las  cónicas  de  excentricidad  e  =  1  no  son  ni  elipses  ni  hipérbolas, 
sino  que  reciben  el  nombre  de  parábolas.  La  ecuación  más  simple  de  una 
parábola  se  tiene  cuando  se  toma  un  sistema  de  referencia  en  el  que  el  foco 
tenga  coordenadas  (p,  0)  y  la  directriz  tenga  ecuación  x  =  —p.  Entonces  un 
punto  P  =  (x,  y)  está  en  la  parábola  si  cumplc 

V(x~  V)2  +  y2  =  \x+p\, 

lo  cual  equivale  a  y2  =  4 px. 


D 
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Podemos  definir  el  eje  de  la  parábola  como  la  recta  perpendicular  a  D  que 
contiene  a  F,  y  su  vértice  es  el  punto  donde  la  parábola  corta  al  eje.  En  el 
sistema  de  referencia  en  el  que  la  parábola  tiene  la  ecuación  canónica  y 2  =  4 px 
tenemos  que  el  eje  es  y  =  0  y  el  vértice  es  (0,  0),  por  lo  que  p  es  la  distancia  dei 
foco  al  vértice  (o  de  la  directriz  al  vértice)  y  se  llama  parâmetro  de  la  parábola. 

El  teorema  siguiente  resume  la  clasificación  de  las  cónicas  euclídeas  que 
hemos  obtenido: 

Teorema  10.5  Fijado  un  sistema  de  referencia  ortonormal  en  un  plano  euclí- 
deo,  toda  cónica  es  isométrica  a  una  sola  de  las  cónicas  siguientes: 

x‘ ^  y ^  x'2  y‘ ^ 

-7  +  77  =  1  (cona>b>  0),  -7  —  ^7  =  1  (con  a,b  >  0),  y2  =  Apx, 

az  0“  or  b- 

(con  p  >  0). 

La  unicidad  se  debe  a  que  las  isometrías  han  de  conservar  los  parâmetros 
intrínsecos  de  las  cónicas,  como  los  semiejes,  la  distancia  focal,  etc. 


Secciones  cónicas  Finalmente  vamos  a  probar  que  las  cónicas  pueden  ca- 
racterizarse  por  su  definición  clásica,  es  decir,  por  que  son  las  curvas  que  se 
obtienen  al  cortar  un  cono  con  un  plano  que  no  pase  por  su  vértice. 

Dados  un  punto  O  y  una  recta  r  que  pase  por  O,  un  cono  (gr.  ‘pina’)  de 
vértice  O  y  eje  r  es  el  conjunto  de  los  puntos  dei  espado  que  pertenecen  a  al- 
guna  de  las  rectas  que  pasan  por  O  y  forman  un 
ângulo  fijo  a  con  r.  Dichas  rectas  se  llaman  ge- 
neratrices  dei  cono.  En  realidad  esta  definición 
corresponde  a  lo  que  más  propiamente  se  llama 
un  cono  doble,  formado  por  dos  conos  simples 
opuestos  por  el  vértice.  Las  generatrices  de  los 
conos  simples  son  las  semirrectas  de  origen  en 
O  y  contenidas  en  un  mismo  semiespacio  res- 
pecto  dei  plano  perpendicular  a  r  que  pasa  por 
O,  pero  aqui  vamos  a  considerar  conos  dobles. 

Dado  un  cono  en  un  espado  afín  euclídeo 
E,  podemos  tomar  un  sistema  de  referencia  or¬ 
tonormal  cuyo  origen  se  encuentre  en  el  vértice  dei  cono  y  cuyo  eje  Z  sea  el  eje 
dei  cono.  Si  llamamos  d  a  la  distancia  al  eje  Z  de  un  punto  dei  cono  situado  a 
altura  z,  tenemos  que  m  =  tan  a  =  d/z,  luego  los  puntos  dei  cono  cumplen  la 
ecuación 

2,2  22 
x  +  y  =  m  z 

Consideremos  ahora  un  plano  II  que  corte  al  eje  Z  en  un  punto  O'  =  (0,  0,  l ), 
con  l  >  0.  Supongamos  primer amente  que  II  no  es  vertical.  Entonces  su  inter- 
sección  con  el  plano  XY  es  una  recta  y,  como  podemos  elegir  los  ejes  X  eY  sin 
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alterar  la  ecuación  dei  cono,  no  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  dicha 
intersección  es  paralela  al  eje  Y .  Esto  significa  que  el  plano  es  de  la  forma 

n  =  0' +  ((1,0,  fc),  (0,1,0)), 


para  cierto  k  >  0.  Concretamente,  notemos  que  k  =  tany,  donde  7  es  el  ângulo 
que  forma  II  con  el  plano  XY .  Por  lo  tanto,  un  punto  está  en  II  si  y  sólo  si 
cumple  la  ecuación 

z  =  l  +  kx 

Podemos  considerar  a  II  como  plano  afín  euclídeo  con  el  producto  escalar  en 
II  inducido  desde  E  por  restricción.  Un  sistema  de  referencia  ortonormal  de  II 
es  entonces  ( O' ;  u,  v) ,  donde 


u  = 


=  ,0 


VWT T  ’  Vk2 TT 


v  =  (0, 1, 0). 


Claramente 

( x ,  y ,  l  +  kx)  =  O'  +  \/  k2  +  1  xu  +  yv, 

lo  que  se  interpreta  como  que  las  coordenadas  en  II  dei  punto  que  en  E  tiene 
coordenadas  (x,  y,  z)  son 


{x',y')  =  ( \/k 2  +  1  x,y). 


Los  puntos  de  la  intersección  de  II  con  el  cono  son  los  que  están  en  II  y 
además  cumplen  la  ecuación 


x2  +  y2  =  m2(kx  +  l)2  <+>  (1  —  m2k2)x2  +  y2  =  2m2klx  +  m2l2. 


En  términos  de  las  coordenadas  en  II  esto  equivale  a 


1  —  m2k 2  /2 

- T 

k2  +  1 


2  m2kl 
v/FTl 


'  +  m2l2. 


(10.4) 


Vamos  a  probar  que  esta  ecuación  corresponde  a  una  cónica  en  II.  Supon- 
gamos  en  primer  lugar  que  mk  ^  1,  con  lo  que  el  coeficiente  de  x’2  no  es  nulo. 
Realizamos  entonces  la  traslación 


x'  =  x  + 


\/k2  +  1  km2l 


1  —  m2k2 

con  lo  que  la  ecuación  se  transforma  en 

1  —  m2k2 


y  =y, 


k2  +  1 


2  1  2 

x  +y  = 


1  —  m2k 2 


Si  m.k  <  1  todos  los  coeficientes  son  positivos,  por  lo  que  tenemos  una 
elipse.  Concretamente,  dividiendo  entre  el  término  independiente,  vemos  que 
sus  semiejes  son 


m\/k2  +  1  m 

1  -  m2k2  ’  =  Vl  -  m2k2  ’ 


o  = 
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luego 


:  =  \J a2  —  b2  = 


v7 1  +  m  2  mk 

1  —  m2fc 2 


La  excentricidad  resulta  ser 


\/l  +  w2  fc 


(10.5) 


Si  rnk  >  1  tenemos  una  hipérbola,  y  cálculos  análogos  llevan  a  expresiones 
similares  para  a,  b,  c  (el  único  cambio  es  que  aparece  m2k2  —  1  donde  antes 
teníamos  1  —  m2k2)  que  dan  lugar  a  la  misma  expresión  para  e.  Por  último,  si 
rnk  =  1  la  ecuación  (10.4)  se  reduce  a 


/2  2?7i  l  r  2,2 

X - ,  ,  y  =  m2r, 


v7  m2  +  1 ' 


y  una  traslación  en  j/  la  reduce  a 


£ 


/2 


2  m2l  . 
7=5  =V  , 
Vm z  +  1 


que  corresponde  a  una  parábola.  Notemos  que  la  fórmula  (10.5)  da  e  =  1  cuando 
k  =  l/m,  luego  es  válida  en  todos  los  casos. 

Notemos  a  continuación  que  \/ m2  +  1  =  v7 tan2  a  +  1  =  cos-1  a  e,  igual¬ 
mente  \/k2  +  1  =  cos-1  7,  por  lo  que  (10.5)  equivale  a 


cos  7  tan  7  sen  7 

cos  a  cos  a 


Si  llamamos  (3  al  ângulo  que  II  forma  con  el  ej e  Z  se  cunrple  que  sen  7  =  cos  /?, 
y  así  obtenemos  una  expresión  más  simple  para  la  excentricidad: 


cos  / 3 

e  = - . 

cosa 


(10.6) 


Así,  la  cónica  es  una  parábola  (gr.  ‘que  corre  al  lado’)  si  (3  =  a,  lo  que 
equivale  a  que  el  plano  es  paralelo  a  una  gener atriz  dei  cono,  es  una  hipérbola  (gr. 
‘exceso’)  si  f3  <  a,  es  decir,  si  la  inclinación  dei  plano  respecto  de  la  horizontal 
es  nrayor  que  la  de  las  generatrices,  y  es  una  elipse  (gr.  ‘defecto’)  si  f3  >  a,  es 
decir,  si  el  plano  forma  un  ângulo  con  la  horizontal  menor  que  las  generatrices. 

Ejercicio:  Comprobar  que  si  el  plano  II  es  vertical  (y  110  pasa  por  O)  corta  al  cono 
en  una  hipérbola  de  excentricidad  dada  igualmente  por  (10.6)  con  (3  —  0. 
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10.2  Cuádricas  proyectivas 

El  concepto  de  secciones  cónicas  que  acabamos  de  presentar  puede  generali- 
zarse  a  una  teoria  algebraica  válida  en  planos  sobre  cuerpos  arbitrários  (descar¬ 
tando  unos  pocos  casos  triviales),  y  ésta  puede  generalizarse  aún  más  a  espacios 
proyectivos  de  dimensión  arbitraria.  Aunque  vamos  a  tratar  principalmente  el 
caso  de  las  cónicas  (curvas  planas),  presentamos  en  esta  sección  la  parte  de  la 
teoria  que  puede  desarrollarse  en  espacios  de  dimensión  arbitraria  sin  apenas 
coste  alguno. 

La  idea  básica  es  agrupar  las  ecuaciones  consideradas  en  el  teorema  10.5 
definiendo  una  cónica  afín  como  una  curva  formada  por  los  puntos  de  un  plano 
afín  sobre  un  cuerpo  K  que,  respecto  de  cierto  sistema  de  referencia,  cumplen 
una  ecuación  de  la  forma 

ax2  +  b  y2  +  dxy  +  ex  +  /  y  +  c  =  0,  (10-7) 

con  algún  coeficiente  no  nulo. 

Si  pensamos  concretamente  en  el  caso  de  un  plano  euclídeo,  podríamos  pen¬ 
sar  que  las  cónicas  así  definidas  son  muchas  más  que  las  elipses,  las  parábolas 
y  las  hipérbolas  consideradas  en  10.5.  Hay  algo  de  cierto  en  este  pensamiento, 
pero  no  tanto  como  podría  parecer.  Recordemos  que  una  elipse,  parábola  o 
hipérbola  admite  una  ecuación  de  las  consideradas  en  el  teorema  10.5  respecto 
de  cierto  sistema  de  referencia  (ortonormal)  elegido  adecuadamente.  Veremos 
que  las  ecuaciones  (10.7)  corresponden  mayoritariamente  a  esas  mismas  curvas 
en  sistemas  de  referencia  arbitrários,  aunque  también  aparecen  algunos  casos 
“triviales”  o  “degenerados”  que  no  será  difícil  distinguir  de  las  “cónicas  propia- 
mente  dichas”. 

El  paso  siguiente  consiste  en  observar  que  la  geometria  proyectiva  resulta 
más  adecuada  para  exponer  los  resultados  básicos  sobre  cónicas,  lo  cual  supone 
completar  cada  cónica  en  un  sentido  análogo  al  hecho  de  que  cada  recta  afín  se 
completa  hasta  una  recta  proyectiva  ahadiéndole  un  punto  infinito.  Para  cllo 
una  cónica  proyectiva  puede  definirse  como  la  curva  formada  por  los  puntos  de 
un  plano  proyectivo  que,  respecto  de  un  cierto  sistema  de  referencia,  cumplen 
una  ecuación  de  la  forma 

a  x2  +  b  y2  +  c  z2  +  d  xy  +  e  xz  +  f  yz  =  0  (10.8) 

con  algún  coeficiente  no  nulo. 

Así,  si  fijamos  como  recta  infinita  la  de  ecuación  z  =  0,  vemos  que  los 
puntos  finitos  (es  decir,  de  coordenadas  afines  (x,y,  1))  que  cumplen  (10.8)  son 
exactamente  los  que  cumplen  (10.7),  de  modo  que  una  cónica  proyectiva  no  es 
más  que  una  cónica  afín  completada  con  unos  pocos  puntos  infinitos,  donde, 
como  es  fácil  ver  haciendo  z  =  0  en  (10.8),  “unos  pocos”  son  a  lo  sumo  dos 
puntos  infinitos. 

Y  sucede  que  estos  puntos  infinitos  que  aparecen  al  considerar  cónicas  pro¬ 
yectivas  en  lugar  de  cónicas  afines  no  son  “una  moléstia” ,  sino  todo  lo  contrario, 
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pues  tienen  una  interpretación  muy  natural:  en  estos  términos,  veremos  que  una 
elipse  resulta  ser  una  cónica  sin  puntos  infinitos,  una  parábola  es  una  cónica  con 
un  punto  infinito  y  una  hipérbola  es  una  cónica  con  dos  puntos  infinitos. 

A  su  vez,  las  cuádricas  son  las  curvas  de  un  espacio  proyectivo  de  dimensión 
arbitraria  que  cumplen  una  ecuación  análoga  a  (10.8),  pero  con  más  variables. 
Esta  es  la  noción  que  vamos  a  introducir  y  a  estudiar  ahora. 

Definición  de  cuádrica  Teniendo  en  cuenta  que  una  ecuación  puede  tener 
más  o  menos  soluciones  en  función  dei  cuerpo  de  escalares  en  el  que  las  bus¬ 
quemos,  para  evitar  que  ecuaciones  muy  distintas  definan  la  ínisrna  cuádrica 
(por  falta  de  soluciones  en  un  cuerpo  dado),  vamos  a  introducir  un  tecnicismo 
según  el  cual  una  cuádrica  no  será  un  conjunto  de  puntos,  sino  una  cierta  clase 
de  equivalência  vinculada  a  las  ecuaciones  mismas  que  queremos  que  definan 
cuádricas  y  no  a  sus  posibles  soluciones,  pues  incluso  puede  no  haber  ninguna 
en  un  cuerpo  “demasiado  pequeno” . 

Definición  10.6  Dado  un  espacio  vectorial  V  de  dimensión  finita  sobre  un 
cuerpo  K  de  característica  distinta  de  2,  llamaremos  3V  al  conjunto  de  todas 
las  formas  bilineales  simétricas  ([Al,  8.41])  F  :  V  x  V  — >  K. 

Es  claro  que  3V  es  un  AT-espacio  vectorial  con  las  operaciones  dadas  por 

(F  +  G)(u,  v)  =  F(u,  v )  +  G(u,  v),  ( aF)(u ,  v)  =  aF(u,  v). 

Fijada  una  base  B  de  V,  sabemos  ([Al  8.42])  que  existe  una  única  matriz 
simétrica  Mb(F)  tal  que  si  dos  vectores  u  y  v  tienen  coordenadas  x,y  €  Kn, 
respectivamente,  entonces  F(u,v)  =  xMB(F)y* .  Claramente,  la  aplicación 
3V  — >  Mat„(A')  dada  por  F  i-)-  Mb{F)  es  un  monomorfismo  de  espacios 
vectoriales,  cuya  irnagen  es  el  subespacio  formado  por  las  matrices  simétricas. 

Si  A  es  la  matriz  de  una  forma  F  en  una  base  B ,  entonces  su  matriz  en  otra 
base  B'  es  CAC t1  donde  C  es  la  matriz  de  cambio  de  base  y,  recíprocamente, 
toda  matriz  de  esta  forma  (que  siempre  es  una  matriz  simétrica)  es  la  matriz 
de  F  en  una  cierta  base.  Por  lo  tanto,  dos  matrices  simétricas  corresponden  a 
la  misma  forma  en  bases  distintas  si  y  sólo  si  son  congruentes  en  el  sentido  de 
[Al  8.47], 

Llamaremos  cuádricas  en  un  espacio  proyectivo  X  =  P(V)  a  los  elementos 
dei  espacio  proyectivo  P(íFy),  de  modo  que  cada  cuádrica  está  determinada  por 
una  forma  bilineal  no  nula  F.  pero  entendiendo  que  dos  formas  determinan  la 
misma  cuádrica  si  una  es  un  múltiplo  de  la  otra  por  un  escalar.  Las  cuádricas 
de  los  planos  proyectivos  se  llaman  cónicas. 

Si  6  es  una  cuádrica  en  un  espacio  proyectivo  X  determinada  por  una  forma 
bilineal  F.  definimos  el  conjunto  de  los  puntos  de  6  como  el  conjunto  C  C  X 
formado  por  los  puntos  P  =  (v)  G  X  tales  que  F(v,v)  =  0. 

Claramente,  esto  no  depende  ni  de  la  elección  de  v  como  representante  de  P 
ni  de  la  elección  de  F  como  representante  de  C. 
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En  la  práctica  escribiremos  P  €  6  en  lugar  de  P  €  C,  pero  debemos  recordar 
que  una  cónica  6  no  está  definida  como  el  conjunto  C  de  sus  puntos,  de  modo 
que  dos  cónicas  distintas  pueden  tener  en  principio  los  mismos  puntos. 

Expresiones  en  coordenadas  Si  fijamos  un  sistema  de  referencia  proyectivo 
en  X ,  éste  determina  una  base  de  V  salvo  múltiplos  por  un  mismo  escalar,  la  cual 
nos  permite  asociar  a  cada  punto  P  €  X  un  vector  de  coordenadas  homogéneas 
x  €  Kn+1 .  Si  la  cónica  C  está  determinada  por  una  forma  F  cuya  matriz  en 
una  de  las  bases  determinadas  por  el  sistema  de  referencia  es  A,  entonces  la 
condición  P  €  G  equivale  a  que  las  coordenadas  homogéneas  x  de  P  cumplan  la 
ecuación  xAx *  =  0. 

Una  vez  más  observamos  que  esto  no  depende  de  la  elección  de  la  base  de  V 
asociada  al  sistema  de  referencia,  ni  de  la  elección  de  la  forma  F,  ni  de  la  elección 
de  la  matriz  A,  pues  un  cambio  en  cualquiera  de  estas  elecciones  se  traduce  al 
final  en  que  la  ecuación  xAx 4  =  0  quede  multiplicada  por  un  escalar  no  nulo 
que  puede  simplificarse. 

Ejemplo  La  ecuación  (10.8)  puede  expresarse  matricialmente  como 


a 

d/2 

e/2  \ 

/  x  \ 

d/2 

b 

// 2 

\  V  =° 

e/2 

// 2 

*  / 

W 

(y  aqui  es  esencial  que  hemos  excluído  los  cuerpos  de  característica  2)  y,  recípro¬ 
camente,  toda  ecuación  de  la  forma  (x,  y,  z)A(x,  y,  z )4  =  0,  donde  A  es  una 
matriz  simétrica  no  nula,  es  de  la  forma  (10.8).  Por  lo  tanto,  los  conjuntos  de 
puntos  de  las  cónicas  son  los  conjuntos  cuyas  coordenadas  homogéneas  en  un 
sistema  de  referencia  prefijado  satisfacen  una  ecuación  de  tipo  (10.8).  ■ 

En  general,  cualquier  conjunto  de  puntos  en  un  espado  proyectivo  X  cuyas 
coordenadas  homogéneas  respecto  de  cierto  sistema  de  referencia  estén  determi¬ 
nadas  por  una  ecuación  de  la  forma  xAx 4  =  0,  para  una  cierta  matriz  simétrica 
no  nula  A,  es  el  conjunto  de  puntos  de  la  cónica  asociada  a  la  forma  bilineal  que 
en  una  base  de  V  asociada  al  sistema  de  referencia  dado  tiene  matriz  d,  y  esto 
hace  que  si  tomamos  otro  sistema  de  referencia,  las  coordenadas  homogéneas 
dei  mismo  conjunto  de  puntos  estén  determinadas  por  otra  ecuación  de  la  forma 
xBxt  =  0,  donde  B  es  una  matriz  simétrica  congruente  con  A.  Por  lo  tanto, 
también  podemos  decir  que  los  conjuntos  de  puntos  de  las  cuádricas  son  los  con¬ 
juntos  de  puntos  de  un  espado  proyectivo  que  en  cualquier  sistema  de  referencia 
están  determinados  por  una  ecuación  en  coordenadas  de  la  forma  xAx1,  =  0. 

Homografías  y  cuádricas  Sea  /  :  X  — >  Y  una  homografía  entre  dos  es- 
pacios  proyectivos  y  6  una  cónica  en  X.  Si  X  =  P(V),  Y  =  P (IU),  /  =  H(u) 
está  determinada  por  el  isomorfismo  u  :  V  — >  W  y  C  está  determinada  por  la 
forma  bilineal  F  en  V ,  definimos  /[ C]  como  la  cónica  en  Y  determinada  por  la 
forma  bilineal  simétrica  dada  por  G(wi,W2)  =  F(u~1(w\),u~1(w2)). 
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Como  siempre,  la  defhnción  de  f[G]  no  depende  de  la  elección  de  F  ni  de  u. 
Es  claro  además  que  /[ 6]  =  /[ 6],  es  decir,  que  los  puntos  de  /[ 6]  son  las  imágenes 
por  f  de  los  puntos  de  G.  Notemos  también  que  si  A  es  la  matriz  de  6  en  un 
cierto  sistema  de  referencia  y  M  es  la  matriz  de  /  en  ese  mismo  sistema,  entonces 
la  matriz  de  f[G]  es  MAM1 . 

Esto  hace  que  dos  ecuaciones  de  la  forma  xAx t  =  0  y  xBx 1  =  0,  donde  las 
matrices  simétricas  A  y  B  son  congruentes,  pueden  relacionarse  de  dos  formas: 
pueden  verse  como  ecuaciones  de  la  ínisrna  cuádrica  en  sistemas  de  referencia 
distintos,  o  bien  como  ecuaciones  en  el  mismo  sistema  de  referencia  de  una 
cónica  y  su  irnagen  por  una  homografía  dei  espado  en  sí  mismo. 

Rango  y  vértice  de  una  cuádrica  Sea  X  =  P(V)  un  espado  proyectivo 
de  dimensión  n  y  G  una  cuádrica  en  X  determinada  por  una  forma  bilineal  F . 
Consideremos  la  aplicación  lineal  ip  :  V  — >  V*  dada  por  lf(v)(w)  =  F(v,w). 
La  dimensión  de  su  irnagen  es  el  rango  de  la  matriz  de  F  en  cualquier  base 
de  V,  luego  es  independiente  de  la  elección  de  la  base,  y  tampoco  se  altera  si 
cambiamos  F  por  un  múltiplo  no  nulo. 

Por  consiguiente,  podemos  definir  el  rango  de  G  como  el  rango  de  cualquiera 
de  sus  matrices  respecto  de  cualquier  sistema  de  referencia  de  X.  Este  varia 
entre  1  y  n  +  1,  y  es  un  invariante  de  6,  en  el  sentido  de  que  las  homografías 
de  un  espacio  en  sí  mismo  conservan  el  rango  de  las  cuádricas.  En  efecto,  el 
hecho  de  que  el  rango  no  dependa  de  la  matriz  elegida  para  F  se  traduce  en 
que  dos  matrices  congruentes  tienen  el  mismo  rango,  y  esto  implica  a  su  vez 
la  propiedad  de  las  homografías,  porque  las  matrices  de  f[G]  recorreu  la  rnisina 
clase  de  congruência  que  las  matrices  de  G. 

A  las  cuádricas  de  rango  máximo  se  las  llama  cónicas  no  degeneradas,  mien- 
tras  que  las  restantes  son  degeneradas. 

Por  otra  parte,  el  núcleo  N(íf)  es  un  subespacio  vectorial  de  V  que  determina 
una  variedad  proyectiva  v(G)  =  P(N(í_f))  C  X.  Como  siempre,  es  claro  que  v(G) 
no  depende  de  la  elección  de  F  entre  las  formas  que  determinan  la  cuádrica. 

Respecto  de  un  sistema  de  referencia  en  el  que  F  tiene  matriz  A,  el  vértice 
está  formado  por  los  puntos  de  coordenadas  x  que  cumplen  xA  =  0,  lo  cual 
implica  xAx 4  =  0,  luego  i>(6)  C  C.  Como 

n+  1  =  dirnV  =  dimN(í-F)  +  dimImi_F  =  dimv(C)  +  1  +  rang(C), 

vemos  que  dimu(C)  =  n  —  rang(C).  En  particular,  las  cónicas  no  degeneradas 
son  las  que  tienen  el  vértice  de  dimensión  —  1,  es  decir,  vacío. 

Es  fácil  ver  que  si  /  es  una  homografía  entonces  u(/[C])  =  f[v( 6)]. 

Complexiflcación  de  una  cuádrica  Vamos  a  estudiar  las  cuádricas  sobre 
cuerpos  arbitrários  (de  característica  distinta  de  2),  pero  hay  dos  casos  que 
tienen  especial  interés.  Uno  es  el  correspondiente  a  los  espacios  proyectivos 
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sobre  un  cuerpo  ordenado  euclídeo  R,  y  el  segundo  el  correspondiente  a  un 
cuerpo  C  en  el  que  todo  elemento  tiene  raiz  cuadrada.  Esto  incluye  el  caso  en 
que  C  es  algebraicamente  cerrado,  y  también  el  caso  en  que  C  =  donde  R 
es  un  cuerpo  euclídeo  e  i  es  una  raiz  cuadrada  de  —1.  Nos  referiremos  a  estos 
casos  como  el  caso  real  y  el  caso  complejo,  respectivamente. 

En  este  apartado  vamos  a  ver  que  podemos  relacionar  ambos  casos.  Con¬ 
cretamente,  si  C  =  R[i],  tenemos  que  Rn+1  C  Cn+1,  lo  que  nos  permite  definir 
una  aplicación  j  :  P n(R)  — >  Pn(C)  inyectiva  mediante  j((v))  =  (v),  donde  el 
primer  espado  vectorial  es  sobre  R  y  el  segundo  sobre  C. 

Observemos  ahora  que  toda  base  de  Rn+1  como  2?-espacio  vectorial  es  tam¬ 
bién  una  base  de  Cn+1  como  C-espacio  vectorial,  pues  ambas  afirmaciones  equi- 
valen  a  que  el  determinante  de  la  matriz  formada  por  los  tres  vectores  sea  no 
nula.  Más  en  general,  como  todo  conjunto  libre  se  extiende  a  una  base,  es  claro 
que  un  conjunto  de  vectores  de  Rn+1  es  libre  en  Rn+1  si  y  sólo  si  lo  es  en  Cn+1. 

Como  consecuencia,  j  transforma  conjuntos  de  puntos  proyectivamente  inde- 
pendientes  en  conjuntos  de  puntos  proyectivamente  independientes,  y  sistemas 
de  referencia  en  sistemas  de  referencia. 

Si  fijamos  un  sistema  de  referencia  de  P n(R),  todo  vector  de  coordenadas 
homogéneas  de  un  punto  P  £  P n(R)  respecto  a  dicho  sistema  de  referencia  es 
también  un  vector  de  coordenadas  homogéneas  de  j(P)  respecto  de  la  irnagen 
dei  sistema  de  referencia  (aunque  j(P)  tendrá  otros  vectores  de  coordenadas 
homogéneas  con  valores  imaginários) . 

A  partir  de  aqui  usaremos  j  para  considerar  que  Pn(R)  C  P"(C).  A  los 
puntos  de  P n(R)  los  llamaremos  puntos  reales  de  P"(C),  mientras  que  los  res¬ 
tantes  serán  puntos  imaginários.  A  los  sistemas  de  referencia  de  P n{R),  que 
a  través  de  la  identificación  son  también  sistemas  de  referencia  de  P n(C),  los 
llamaremos  sistemas  de  referencia  reales  de  P n{C).  Como  hemos  senalado,  todo 
vector  de  coordenadas  homogéneas  de  un  punto  real  respecto  de  un  sistema  de 
referencia  real  sigue  siendo  un  vector  de  coordenadas  homogéneas  de  dicho  sis¬ 
tema  de  referencia  cuando  se  considera  como  sistema  de  referencia  de  P™(C),  si 
bien  entonces  admite  más  vectores  de  coordenadas  homogéneas. 

Si  Y  =  P((uo, . . . ,  Vd))  es  una  variedad  proyectiva  de  P"(i?),  vista  como 
subconjunto  de  P"(C)  no  es  ya  una  variedad,  pero  está  contenida  en  una  única 
variedad  X  =  P((tq , ...  ,Vd))  (donde  ahora  {vi, . . . ,  vf)  es  el  subespacio  vecto¬ 
rial  generado  en  Cm+1  y  no  en  Rn+1)  a  la  que  llamaremos  la  complexificación 
de  X.  Es  única  porque  dos  variedades  de  Pra(C)  que  contengan  a  X  tendrán  al 
menos  d+l  puntos  proyectivamente  independientes  en  común.  A  las  complexifi- 
caciones  de  las  variedades  de  P n(R)  las  llamaremos  variedades  reales  de  Pra(C). 
Equivalentemente,  son  las  variedades  d-dimensionales  que  pasan  al  menos  por 
d+1  puntos  proyectivamente  independientes  reales  o,  alternativamente,  las  que, 
respecto  de  un  sistema  de  referencia  real,  están  determinadas  por  ecuaciones  con 
coeficientes  reales. 

Podemos  definir  un  monomorfismo  de  grupos  LGP(n,  R)  — ►  LGP(n,  C)  que 
a  cada  homografía  de  Pn(R)  le  lrace  corresponder  la  homografía  de  P"(C)  que 
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en  un  sistema  de  referencia  real  está  determinada  por  la  misma  matriz.  Es 
fácil  ver  que  dicha  homografía  extiende  a  la  dada,  y  es  su  única  extensión  (y  en 
particular  es  independiente  dei  sistema  de  referencia  en  el  que  hemos  considerado 
la  matriz),  pues  dos  extensiones  de  una  misma  homografía  coincidirán  sobre  un 
sistema  de  referencia  real,  luego  serán  iguales.  A  las  homografías  de  P"(C)  que 
están  en  la  imagen  de  este  monomorfismo  las  llamaremos  homografías  reales 
de  P n{C). 

Por  último,  cada  cuádrica  de  P”(i?)  determina  una  única  cuádrica  real  de 
Pra(C)  que  en  cada  sistema  de  referencia  real  tiene  la  misma  matriz  que  la 
cuádrica  dada.  A  esta  extensión  la  llamaremos  complexificación  de  la  cuádrica 
dada.  La  complexificación  contiene  los  mismos  puntos  reales  que  la  cuádrica 
dada,  pero  contendrá  además  otros  puntos  con  coordenadas  imaginarias.  Ade- 
más  su  rango  será  el  mismo.  A  las  complexificaciones  de  las  cuádricas  de  P"(i?) 
las  llamaremos  cuádricas  reales  de  P n{R). 

Veremos  que,  dei  mismo  modo  que  resulta  útil  considerar  que  las  rectas 
o  las  cónicas  tienen  puntos  invisibles  “en  el  infinito” ,  también  es  conveniente 
considerar  que  tienen  “puntos  imaginários”  más  invisibles  aún,  en  el  sentido 
que  acabamos  de  precisar. 

Clasificación  de  cuádricas  Dos  cuádricas  en  un  espado  proyectivo  son  equi¬ 
valentes  si  una  se  transforma  en  la  otra  mediante  una  homografía.  En  general, 
en  un  espado  proyectivo  dado  puede  haber  muchas  clases  de  congruência  de 
cónicas,  de  modo  que  no  sea  fácil  describir  todas  las  posibilidades,  pero  vamos  a 
ver  que  en  los  casos  real  y  complejo  que  hemos  descrito  en  el  apartado  anterior  sí 
que  es  posible  dar  una  enumeración  explícita  de  todas  las  clases  de  equivalência 
de  cónicas. 

En  el  caso  complejo  podemos  aplicar  el  teorema  [Al  8.50],  según  el  cual  toda 
matriz  simétrica  de  rango  r  sobre  C  es  congruente  con  una  matriz  diagonal  cuya 
diagonal  está  formada  por  r  unos  y  n  +  1  —  r  ceros  (donde  n  es  la  dimensión 
dei  espacio  proyectivo).  Por  lo  tanto,  existen  tantas  clases  de  equivalência  de 
cuádricas  como  rangos  posibles  y  cada  cuádrica  de  rango  r,  en  el  sistema  de 
referencia  adecuado,  admite  una  ecuación  de  la  forma  x\  +  ■  ■  ■  +  x2  =  0.  Dicha 
ecuación  recibe  el  nombre  de  forma  canónica  de  la  cuádrica. 


Clasificación  de  las  cónicas  proyectivas  complejas: 


Rango 

dim  v(Q) 

Ecuación 

3 

-1 

x2  +y2  +  z2  =  0 

no  degenerada 

2 

0 

x2  +y2  =  0 

par  de  rectas 

1 

1 

x2  =  0 

recta 

Tal  y  como  indica  la  tabla,  la  ecuación  canónica  de  la  cónica  de  rango  2 
factoriza  como  (x  +  iy)(x  —  iy)  =  0,  con  lo  que  se  ve  que  sus  puntos  forman  la 
unión  de  dos  rectas  que  se  cortan  en  el  punto  (0,0,1),  que  es  el  vértice  de  la 
cónica. 
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Los  puntos  de  la  cónica  de  rango  1  son  claramente  los  de  la  recta  x  =  0,  que 
coincide  con  el  vértice  de  la  cónica. 

Clasificación  de  las  superfícies  cuádricas  proyectivas  complejas 


Rango 

dim  i>(C) 

Ecuación 

4 

-1 

x2  +  y2  +  z2  +  w2  =  0 

no  degenerada 

3 

0 

x2  +  y2  +  z2  =  0 

cono 

2 

1 

x2  +  y2  =  0 

par  de  planos 

1 

2 

x2  =  0 

plano 

La  ecuación  canónica  de  la  superfície  cuádrica  no  degenerada  se  puede  ex- 
presar  como 

(x  +  iy)(x  —  iy)  =  —(z  +  iw)(z  —  iw), 
por  lo  que,  para  cada  A  £  C,  la  recta  r\  de  ecuaciones 

x  +  iy  =  X  (z  +  iw),  X(x  —  iy)  =  —{z  —  iw) 

está  contenida  en  6,  al  igual  que  la  recta  dada  por  x  —  iy  =  0,  z  +  iw  =  0, 
y  es  fácil  ver  que  cada  punto  de  6  está  contenido  en  una  única  de  estas  rectas. 

La  superfície  cuádrica  de  rango  3,  en  su  forma  canónica,  tiene  por  vértice  el 
punto  (0,  0, 0, 1),  y  es  la  unión  de  todas  las  rectas  que  pasan  por  dicho  vértice  y 
por  la  cónica  no  degenerada  que  en  el  plano  w  =  0  tiene  ecuación  x2+y2+z 2  =  0. 
Por  analogia  con  el  caso  real,  en  el  que  las  rectas  que  unen  un  punto  con  una 
elipse  forman  un  cono,  se  dice  que  se  trata  de  un  cono  imaginário. 

La  superfície  cuádrica  de  rango  2  es  claramente  la  unión  de  los  planos  de 
ecuaciones  x  +  yi  =  0  y  x  —  yi  =  0,  cuya  intersección  es  la  recta  x  =  y  =  0,  que 
es  el  vértice  de  la  cuádrica. 

Por  último,  la  superfície  cuádrica  de  rango  1  es  claramente  el  plano  x  =  0, 
que  coincide  con  su  vértice. 

Pasamos  ahora  al  caso  real,  en  el  cual  aplicamos  el  teorema  [Al  8.51]  (la  ley 
de  inércia  de  Sylvester),  según  la  cual,  en  el  sistema  de  referencia  adecuado,  la 

ecuación  de  una  cuádrica  es  de  la  forma  x2  +  •  •  •  +  x2  —  x2s+1  —  - - x2  =  0,  donde 

r  es  el  rango  de  la  cónica  y  s  la  signatura  de  cualquiera  de  sus  matrices.  Ahora 
debemos  tener  presente  que  si  multiplicamos  la  ecuación  por  —1  obtenemos 
otra  ecuación  para  la  misma  cuádrica,  por  lo  que  la  clase  de  equivalência  de 
una  cuádrica  está  determinada  por  su  rango  r  y  por  su  índice,  definido  como  el 
mínimo  de  r  y  r  —  s. 


Clasificación  de  las  superfícies  cuádricas  proyectivas  reales 


Rango 

índice 

dimn(C) 

Ecuación 

3 

0 

-1 

x2  +  y2  +  z2  =  0 

imaginaria 

3 

1 

-1 

x2  +  y2  —  z2  =  0 

real 

2 

0 

0 

x2  +  y2  =  0 

rectas  imaginarias 

2 

1 

0 

x2  -  y2  =  0 

rectas  reales 

1 

0 

1 

x2  =  0 

recta 
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Así  pues,  ahora  hay  dos  clases  de  cónicas  no  degeneradas,  una  que  no  tiene 
puntos  y  otra  que  sí  tiene.  A  las  cónicas  dei  primer  tipo  se  las  llama  cónicas 
imaginarias,  porque  su  complexificación  es  una  cónica  compleja  no  degenerada 
que  no  tiene  puntos  reales,  mientras  que  a  las  dei  segundo  tipo  se  las  llama 
cónicas  reales. 

La  cónica  de  rango  2  e  índice  0  consta  de  un  único  punto,  que  respecto 
de  su  ecuación  canónica  es  el  (0,0, 1),  y  es  su  vértice,  pero  observamos  que  su 
complexificación  consta  dei  par  de  rectas  imaginarias  x  +  iy  =  0,  x  —  iy  =  0, 
que  se  cortan  en  el  vértice  de  la  cónica. 

La  cónica  de  rango  2  e  índice  1  es  claramente  la  unión  de  las  rectas  reales 
x  —  y  =  0yx  +  y  =  0,  que  se  cortan  en  el  punto  (0,  0, 1),  que  es  su  vértice. 

Por  último,  los  puntos  dc  la  cónica  de  rango  1  son  los  de  la  recta  x  =  0,  que 
es  su  vértice. 


Clasificación  de  las  superfícies  cuádricas  reales 


Rango 

índice 

dimn(C) 

Ecuación 

4 

0 

-1 

x2  +  y2  +  z2  +  w2  =  0 

imaginaria 

4 

1 

-1 

x2  +  y2  +  z2  —  w2  =  0 

elíptica 

4 

2 

-1 

x2  +  y2  —  z2  —  w2  =  0 

hiperbólica 

3 

0 

0 

x2  +  y2  +  z2  =  0 

cono  imaginário 

3 

1 

0 

x2  +  y2  —  z2  =  0 

cono  real 

2 

0 

1 

x2  +  y2  =  0 

planos  imaginários 

2 

1 

1 

x2  —  y2  =  0 

planos  reales 

1 

0 

2 

x2  =  0 

plano 

La  tabla  contiene  la  clasificación  de  las  superfícies  cuádricas  reales.  Ve¬ 
mos  que  hay  tres  clases  de  cuádricas  no  degeneradas:  las  imaginarias,  que  son 
cuádricas  complejas  sin  puntos  reales,  las  elípticas  y  las  hiperbólicas. 

Si  representamos  gráficamente  la  parte  finita  de 
una  cuádrica  elíptica  en  forma  canónica  haciendo 
w  =  1,  obtenemos  la  esfera  de  radio  1.  La  represen- 
tación  de  la  cuádrica  hiperbólica  en  forma  canónica, 
es  decir,  de  la  ecuación  x2  +  y2  —  z2  =  1,  es  la  que 
muestra  la  figura,  en  la  que  hay  que  tener  presente 
que  no  estamos  viendo  sus  puntos  infinitos.  En  cila 
podemos  observar  que  las  cuádricas  hiperbólicas  se 
pueden  expresar  como  unión  de  rectas.  En  efecto, 
la  ecuación  canónica  se  puede  expresar  como 

(x  +  z)(x  -  z)  =  (w  +  y){w  -  y), 
luego  es  la  unión  de  las  rectas  r\  de  ecuaciones 

x  +  z  =  X  (w  +  y ),  A(:r  —  z)  =  (w  —  y) 
más  la  recta  rx  de  ecuaciones  w  +  y  =  0,x^z  =  0. 
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La  cuádrica  de  rango  3  e  índice  1  es  un  cono  de  vértice  en  el  punto  (0, 0, 1) 
(que  es,  de  hecho,  el  vértice  de  la  cónica  en  el  sentido  algebraico).  Si  el  índice 
es  0  la  ecuación  sólo  la  cumple  el  vértice  (0,0, 1),  pero  su  complexificación  es 
un  cono  imaginário  con  un  único  punto  real. 

La  situación  con  las  cuádricas  de  rango  2  es  similar:  la  de  índice  1  es  la 
unión  de  los  planos  x  +  y  =  0yx~y  =  0,  que  se  cortan  en  la  recta  x  = 
y  =  0,  que  es  precisamente  el  vértice  de  la  cuádrica;  la  de  índice  0  se  reduce 
a  dicho  vértice,  pero  su  complexificación  está  formada  también  por  dos  planos 
imaginários,  x  +  iy  =  0  y  x  —  iy  =  0. 

Por  último,  los  puntos  de  la  cuádrica  de  rango  1  son  claramente  los  dei  plano 
x  =  0,  que  es  su  vértice. 

Intersección  con  una  subvariedad  A  partir  de  aqui  volvemos  a  considerar 
espacios  proyectivos  sobre  un  cuerpo  arbitrário  K  de  característica  distinta  de  2. 

Como  no  hemos  definido  las  cuádricas  como  conjuntos  de  puntos,  el  con- 
cepto  de  intersección  de  una  cuádrica  con  una  variedad  proyectiva  requiere  una 
definición  que  va  más  allá  de  la  mera  intersección  conjuntista. 

Si  X  =  P(P)  es  un  espado  proyectivo,  6  es  una  cuádrica  en  X  determinada 
por  una  forma  bilineal  F  :  VxV  — »•  K  y  E  =  P  (W)  es  una  variedad  proyectiva, 
definimos  C  fl  E  como  la  cuádrica  en  E  determinada  por  la  restricción  F\wxw- 
Como  siempre,  es  claro  que  la  definición  de  C  fl  E  no  depende  de  la  elección  de 
F ,  pues  si  dos  formas  son  una  un  múltiplo  de  la  otra,  lo  mismo  sucede  con  sus 
restricciones. 

También  es  inmediato  comprobar  que  6  fl  E  =  6  fl  E.  Por  lo  tanto,  vemos 
que  C  fl  E  es  una  cónica  cuyo  conjunto  de  puntos  asociado  está  formado  por  los 
puntos  que  están  en  6  y  en  E. 

Otra  comprobación  elemental  muestra  que  si  /  :  X  — >  X  es  una  homografía, 
entonces  f[G  fl  E]  =  /[C]  fl  f[E\. 

Hiperplanos  tangentes  Sea  C  una  cuádrica  en  un  espado  proyectivo  X  y 
sea  A  su  matriz  respecto  de  un  sistema  de  referencia  dado.  Sea  P  €  C  un  punto 
que,  respecto  de  dicho  sistema  de  referencia,  tenga  coordenadas  homogéneas  x. 
Sea  Q  un  punto  arbitrário  con  coordenadas  homogéneas  y.  Entonces,  la  recta 
PQ  está  formada  por  los  puntos  de  coordenadas  Xx  +  y,  con  A  €  K ,  más  el 
propio  punto  P  de  coordenadas  x ,  que  es  el  único  punto  de  la  recta  que  no 
recoge  la  expresión  Xx  +  y.  Que  el  punto  correspondiente  a  A  esté  en  la  cónica 
equivale  a  que  se  cumpla  (Ax  +  y)A(Xx  +  y)*  =  0  o,  equivalentemente, 

2X(xAyt)  +  yAy1  =  0,  (10.9) 

donde  hemos  usado  que  xAx*  =  0,  porque  P  €  6.  Claramente,  esta  ecuación 
tiene  solución  única  en  A  salvo  si  xAy 1  =  0.  Esto  significa  que  la  recta  PQ  corta 
a  6  exactamente  en  dos  puntos  (P  y  el  correspondiente  al  único  A  que  cumple 
la  ecuación  (10.9))  salvo  si  xAy *  =  0,  en  cuyo  caso  hay  dos  posibilidades:  si 
yAy *  ^  0  entonces  (10.9)  no  tiene  solución,  luego  la  recta  PQ  sólo  corta  a  C  en 
el  punto  P,  mientras  que  si  yAy 4  =  0  entonces  todos  los  puntos  de  PQ  están  en 
la  cónica  6. 
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Vamos  a  dar  algunas  definiciones  que  nos  permitan  describir  la  situación  que 
acabamos  de  estudiar: 

Defiiiición  10.7  Una  recta  r  en  un  espacio  proyectivo  es  exterior  a  una  cuádri- 
ca  C  si  r  n  6  =  0;  diremos  que  r  es  secante  a  C  si  r  fl  C  consta  de  dos  puntos, 
mientras  que  r  es  tangente  a  G  si  r  fl  G  consta  de  un  único  punto  (en  cuyo  caso 
diremos  que  la  tangente  es  propia )  o  bien  r  C  G  (en  cuyo  caso  diremos  que  la 
tangente  es  impropia. 

Hemos  probado  que  una  recta  sólo  puede  ser  exterior,  secante  o  tangente  a 
una  cónica  C  y  que  las  rectas  que  pasan  por  un  punto  P  £  C  de  coordenadas 
homogéneas  x  respecto  a  un  sistema  de  referencia  dado  son  tangentes  a  C  si  y 
sólo  si  todos  sus  puntos  Q  cumplen  la  ecuación  xAy3  4 5 6  =  0,  donde  A  es  la  matriz 
de  6  e  y  es  el  vector  de  coordenadas  de  Q. 

Ahora  tenemos  que  distinguir  dos  casos:  si  P  £  v(G),  entonces  xA  =  0,  y 
resulta  que  todas  las  rectas  que  pasan  por  P  son  tangentes  a  6.  Por  el  contrario, 
si  P  $.  f(C),  entonces  xA  ^  0,  luego  los  puntos  Q  cuyas  coordenadas  y  cumplen 
la  ecuación  xAy *  =  0  forman  un  hiperplano.  Así  pues: 

Teorema  10.8  Sea  G  una  cuádrica  en  un  espacio  proyectivo  X  y  sea  P  £  X . 

1.  Si  P  £  v(G),  entonces  todas  las  rectas  que  pasan  por  P  son  tangentes  a  G. 
En  particular,  si  contienen  otro  punto  de  G,  están  contenidas  en  G. 

2.  Si  P  £  G\v(G),  entonces  la  unión  de  todas  las  tangentes  a  G  por  P  forma 
un  hiperplano  de  X  llamado  hiperplano  tangente  a  G  por  P. 

3.  Si  P  £  G  \  v(G )  e  Y  es  una  variedad  proyectiva  en  X  tal  que  P  £Y  C  G, 
entonces  Y  está  contenida  en  el  hiperplano  tangente  a  G  por  P. 

4-  v(G)  está  contenido  en  todos  los  hiperplanos  tangentes  a  G. 

5.  Si  P,Q  £  G\  v(G)  son  dos  puntos  distintos  con  el  mismo  hiperplano  tan¬ 
gente,  entonces  la  recta  PQ  corta  a  v(G),  y  en  particular  G  es  degenerada. 

6.  Si  G  ^  0  contiene  o  está  contenida  en  un  hiperplano,  es  degenerada. 

DemostraciÓn :  Ya  hemos  probado  1)  y  2).  La  propiedad  3)  es  trivial, 
pues  si  Q  £  Y  es  distinto  de  P,  entonces  PQ  C  Y  C  G,  luego  PQ  es  tangente 
a  G  por  P.  luego  PQ  está  en  el  hiperplano  tangente,  y  en  particular  lo  mismo 
vale  para  <5- 

4)  Sea  P  £  G\  v(G)  y  Q  £  v(G).  Entonces  PQ  C  C  por  el  apartado  anterior, 
luego  es  tangente  a  C  por  P,  luego  está  contenida  en  el  hiperplano  tangente  en 
P ,  luego  Q  está  en  dicho  hiperplano. 

5)  Sea  A  la  matriz  de  G  en  un  sistema  de  referencia  y  sean  x,  y  las  coorde¬ 
nadas  homogéneas  de  P  y  Q.  Sabemos  que  las  ecuaciones  de  los  hiperplanos 
tangentes  respectivos  son  xAz 4  =  0  e  yAz 1  =  0.  Si  ambos  hiperplanos  son  el 
mismo,  existe  A  £  K  tal  que  xA  =  XyA,  luego  (a:  —  A y)A  =  0,  luego  x  —  Xy  son 
las  coordenadas  de  un  punto  de  v(G)  fl  PQ. 
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6)  Si  C  contiene  un  hiperplano,  éste  es  el  hiperplano  tangente  a  G  por  todos 
sus  puntos,  luego  6  es  degenerada  por  el  apartado  anterior. 

Supongamos  que  6  no  es  degenerada,  sea  Pé  C,  sea  H  su  hiperplano  tan¬ 
gente  en  P  y  sea  H'  cualquier  otro  hiperplano.  Podemos  tomar  un  punto  Q  que 
no  esté  ni  en  H  ni  en  H' .  Entonces  la  recta  PQ  no  es  tangente  y  exterior,  luego 
corta  a  C  en  un  punto  que  no  está  en  H' ,  luego  G  H' .  m 

Más  aún,  hemos  probado  que  si  P  £  G\v(G)  y,  en  un  sistema  de  referencia,  P 
tiene  coordenadas  homogéneas  x  y  C  tiene  matriz  A ,  el  hiperplano  tangente  a  C 
por  P  está  formado  por  los  puntos  cuyas  coordenadas  homogéneas  y  satisfacen 
la  ecuación  xAt/  =  0.  Por  consiguiente: 

Teorema  10.9  Si  G  es  una  cuádrica  no  degenerada  en  un  espacio  proyectivo  X, 
existe  una  única  polaridad  pe  en  X  que  a  cada  punto  P  £  G  le  hace  corresponder 
el  hiperplano  tangente  a  G  por  P.  La  llamaremos  polaridad  asociada  a  G.  Un 
punto  P  está  en  G  si  y  sólo  si  es  autopolar,  es  decir,  si  y  sólo  si  P  £  Pe(P)- 

DemostraciÓN :  La  polaridad  pc  es  simplemente  la  que  en  cada  sistema  de 
referencia  tiene  la  nrisma  matriz  que  G.  Todas  las  afirmaciones  son  inmediatas. 


Vamos  a  usar  igualmente  la  notación  pe{P)  para  referimos  al  hiperplano 
tangente  a  6  por  P  cuando  G  sea  degenerada,  pero  P  no  esté  en  su  vértice. 

Teorema  10.10  Sea  C  una  cuádrica  en  un  espacio  proyectivo  X  y  sea  H  un 
hiperplano. 

1.  Si  G  no  es  degenerada,  6  D  H  es  degenerada  si  y  sólo  si  H  es  un  hiperplano 
tangente  a  G. 

2.  Si  G  es  degenerada,  CD  H  es  degenerada  si  y  sólo  si  H  (~l  v(G)  ^  0. 

DemostraciÓN:  Sea  X  =  P(V),  H  =  P(fV),  donde  V  =  W  +  (v0)  y 
supongamos  que  6  está  definida  por  una  forma  bilineal  F. 

Basta  probar  que  C  D  H  es  degenerada  si  y  sólo  si  H  D  v(G)  ^  0  o  bien  H  es 
un  hiperplano  tangente  a  C,  pues  esto  cubre  los  dos  casos. 

Si  6  n  H  es  degenerada  podemos  tomar  P  £  v(G  D  H).  Entonces  P  =  (w), 
con  w  £  W  y  F(w,v)  =  0  para  todo  v  £  W.  Distinguimos  dos  casos: 

1)  Si  F(w,v o)  =  0,  entonces  F(w,v)  =  0  para  todo  v  £  V,  luego  concluimos 
que  P  £  H  n  u(C). 

2)  Si  F(w,  vo)  7^  0,  entonces  P  £  G\  v(G)  y 

W  C  {v  £  V  I  F(w,v)  =  0}, 

luego  H  C  p{P)  y,  como  ambos  son  hiperplanos,  de  hecho  H  =  p(P)  es  un 
hiperplano  tangente  a  G. 
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Si  existe  P  £  H  C I  v(G)  o  bien  H  =  p(P),  para  cierto  P  £  G\  v(G),  en 
ambos  casos  F(w,  v)  =  0  para  todo  v  £  W,  luego  P  £  v(H  n  6),  luego  H  fi  G  es 
degenerada.  ■ 

Esto  nos  da  otra  prueba  de  que  al  cortar  un  cono  (cuádrica  degenerada)  con 
un  plano  que  no  pase  por  su  vértice  obtenemos  una  cónica  no  degenerada. 

Nota  Para  aplicar  el  teorema  anterior  al  caso  en  que  X  es  un  plano  proyectivo 
conviene  observar  que  una  cónica  en  una  recta  proyectiva  es  degenerada  si  y  sólo 
si  consta  de  un  punto,  mientras  que  si  es  no  degenerada  puede  constar  de  dos 
puntos  o  bien  ser  vacía.  Esto  se  sigue  de  [Al  8.49],  que  permite  reducir  la 
ecuación  a  y2  —  ax2.  ■ 

Cuádricas  regladas  Una  cuádrica  se  dice  reglada  si  contiene  rectas.  Por 
ejemplo,  toda  cuádrica  cuyo  vértice  tenga  al  menos  dimensión  1  es  reglada, 
pues  el  vértice  contiene  rectas.  Si  el  vértice  es  un  punto,  entonces  la  cuádrica 
será  reglada  si  y  sólo  si  contiene  algún  otro  punto,  ya  que  entonces  la  recta  que 
lo  une  con  el  vértice  es  tangente,  luego  está  en  la  cuádrica. 

Vamos  a  probar  que,  cuando  el  cuerpo  de  escalares  es  euclídeo,  una  cuádrica 
no  degenerada  es  reglada  si  y  sólo  si  su  índice  es  mayor  que  1. 

En  efecto,  si  la  cuádrica  tiene  índice  0  entonces  no  contiene  puntos  reales, 
luego  no  es  reglada.  Si  tiene  índice  mayor  que  1,  entonces  su  forma  canónica  es 
de  la  forma 

2  2  I  2  2  I  _  r\ 

Xq  x ^  X2  Xq  d-  *  *  *  —  0, 

donde  los  puntos  suspensivos  representan  sumas  o  restas  de  cuadrados  de  otras 
variables.  Es  claro  entonces  que  la  cuádrica  contiene  la  recta  de  ecuaciones 

Xo  =  Xi,  x2  =  x3,  X4,  =  ■  ■  ■  =  xn  =  0. 

Consideremos  por  último  el  caso  de  una  cuádrica  no  degenerada  de  índice  1, 
cuya  ecuación  canónica  será  de  la  forma 

2  1  1  2  2 

X1  d  +  Xn  —  X0‘ 

Si  C  contuviera  una  recta  PQ,  sean  x  ey  sus  coordenadas  homogéneas.  Entonces 

x\  H - <rx1n=xl,  y\  H - Vy2n=y2,  X\y\  H - b  xnyn  =  x0y0, 

donde  las  dos  primeras  ecuaciones  expresan  que  P,Q  £  G  y  la  tercera  que 
Q  G  Pe(P)-  Ahora  bien,  en  términos  de  la  estructura  euclídea  de  Rn,  esto 
significa  que  \xy\  =  ||x||  ||y||  (donde  la  barra  indica  que  eliminamos  la  coordenada 
de  índice  0),  luego  por  el  teorema  de  Cauchy-Schwarz  4.20  sabemos  que  y  =  Xx, 
para  cierto  A  £  R  no  nulo,  luego  xoyo  =  Xxq,  con  xq  7^  0  (o  seria  x  =  0),  luego 
yo  =  Axo,  luego  y  =  Xx ,  pero  esto  es  imposible,  porque  x  ey  son  las  coordenadas 
homogéneas  de  dos  puntos  distintos.  ■ 

Así  pues,  una  diferencia  puramente  geométrica  entre  las  superfícies  cuádricas 
elípticas  y  las  hiperbólicas  es  que  las  primeras  no  son  regladas  y  las  segundas  sí. 
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10.3  Cónicas  proyectivas 

A  partir  de  aqui  particularizamos  el  estúdio  de  las  cuádricas  al  caso  de  las 
cónicas  en  un  plano  proyectivo  (siempre  sobre  cuerpos  de  característica  distinta 
de  2).  Un  resultado  básico  es  el  siguiente: 

Teorema  10.11  Por  cinco  puntos  no  alineados  tres  a  tres  pasa  una  única 
cónica. 


DemostraciÓN:  Podemos  tomar  a  cuatro  de  los  puntos  como  sistema  de  re¬ 
ferencia,  de  modo  que  sus  coordenadas  serán  (1,  0, 0),  (0, 1,  0),  (0,  0, 1)  y  (1, 1, 1). 
Sea  M  la  matriz  en  este  sistema  de  una  cónica  que  pase  por  los  cinco  puntos. 
Para  que  pase  por  los  tres  primeros  ha  de  ser  de  la  forma 

/  0  a  b  \ 

M  =  |  a  0  cl. 

\  b  c  0  J 


Para  que  pase  por  (1, 1, 1)  ha  de  cumplirse  la  ecuación  a  +  b+c  =  0.  Ninguno 
de  los  tres  coeficientes  puede  ser  0.  Por  ejemplo,  si  b  =  0  la  ecuación  de  la  cónica 
seria  2axy  +  2 cyz  =  0,  es  decir,  ( ax  +  cz)y  =  0,  luego  la  cónica  seria  la  unión 
de  las  rectas  ax  +  cz  =  0  e  y  =  0,  y  en  una  unión  de  dos  rectas  no  puede  haber 
cinco  puntos  no  colineales  tres  a  tres. 

Como  los  múltiplos  no  nulos  de  A  definen  la  misma  cónica,  no  perdemos 
generalidad  si  suponemos  que  b  =  1.  Por  lo  tanto  la  matriz  tiene  que  ser  de  la 
forma 

/0  a  1  \ 

M  =  I  a  0  —  1  —  a  1  ,  con  a  ^  0,-1. 

\  1  -l-o  0  J 


El  quinto  punto  tendrá  coordenadas  ( x,y,z ). 
sólo  si 


yz  —  xz 

a  = - . 

xy  -  yz 


La  cónica  pasará  por  él  si  y 


No  puede  ocurrir  que  xy  —  yz  =  0,  pues  esto  implica  que  el  quinto  punto  está 
en  la  recta  y  =  0  o  en  la  recta  x  —  z  =  0,  luego  estaria  alineado  con  (0,  0, 1) 
y  (1,0,1)  o  bien  con  (0,1,0)  y  (1,1,1).  Tampoco  puede  ocurrir  que  el  valor 
de  a  así  determinado  sea  0  o  —1,  pues  sabemos  que  en  tal  caso  la  cónica  no 
podría  contener  cinco  puntos  no  colineales  dos  a  dos,  luego  el  punto  ( x ,  y,  z) 
seria  colineal  con  dos  de  los  puntos  restantes.  ■ 


Observación  El  determinante  de  la  matriz  M  considerada  en  la  prueba  dei 
teorema  anterior  es  \M\  =  —2 a(a  —1)^0.  Así  pues,  la  matriz  de  una  cónica 
que  pasa  por  cinco  puntos  no  colineales  tres  a  tres  es  siempre  no  degenerada. 


Definición  10.12  Diremos  que  una  cónica  en  un  plano  proyectivo  es  no  trivial 
si  pasa  por  cinco  puntos  no  colineales  tres  a  tres. 
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Si  el  cuerpo  de  escalares  es  euclídeo,  sabemos  que  todas  las  cónicas  no  de¬ 
generadas  reales  son  equivalentes,  y  como  liemos  probado  que  algunas  de  ellas 
pasan  por  cinco  puntos  no  colineales  tres  a  tres,  lo  mismo  vale  para  todas.  Por 
consiguiente,  ser  no  trivial  equivale  a  ser  no  degenerada  y  real  (ya  que  las  otras 
cónicas  no  degeneradas  son  la  imaginarias,  y  son  triviales  porque  no  tienen 
puntos) . 

Similarmente,  en  el  caso  complejo  ser  no  trivial  equivale  a  ser  no  degenerada, 
por  el  mismo  argumento.  Esto  hace  que  ser  “no  trivial”  sea  la  generalización 
más  conveniente  al  trabajar  con  cuerpos  arbitrários  de  la  hipótesis  de  “ser  no 
degenerada”  en  el  caso  complejo  y  la  de  “ser  no  degenerada  y  real”  en  el  caso 
real. 

Observación  Hay  un  caso  peculiar  en  el  que  no  pueden  existir  cónicas  no 
triviales,  y  es  el  dei  plano  proyectivo  sobre  el  cuerpo  de  tres  elementos.  En 
efecto,  dados  cuatro  puntos  no  colineales  tres  a  tres,  al  tomar  los  como  sistema 
de  referencia  determinan  seis  rectas,  de  ecuaciones 

x  =  0,  y  =  0,  z  =  0,  x  —  y  =  0,  x  —  z  =  0,  y  —  z  =  0, 

luego  un  quinto  punto  no  colineal  con  dos  cualesquiera  de  ellos  tiene  que  tener 
coordenadas  (x,  y,  z)  distintas  de  0  y  distintas  entre  sí,  lo  cual  es  imposible  si 
y  sólo  si  el  cuerpo  consta  únicamente  de  los  elementos  0, 1,  —l.  En  este  caso, 
la  prueba  dei  teorema  10.11  muestra  que  por  cuatro  puntos  no  colineales  tres  a 
tres  pasa  una  única  cónica  no  degenerada  (pues  el  único  valor  posible  para  a  es 
a  =  1).  ■ 

Ejercicio:  Demostrar  que  el  plano  proyectivo  sobre  el  cuerpo  de  tres  elementos  consta 
de  13  puntos  y  13  rectas. 

Los  resultados  de  la  sección  anterior  implican  que  una  cónica  no  degenerada 
no  puede  contener  rectas,  pero  se  cumple  algo  más  fuerte: 

Teorema  10.13  Una  cónica  no  trivial  no  contiene  tres  puntos  colineales. 

DemostraciÓn:  Si  una  cónica  contiene  tres  puntos  colineales,  la  recta  que 
los  une  tiene  que  ser  tangente,  luego  tiene  que  estar  contenida  en  la  cónica,  lo 
cual  es  imposible,  pues  las  cuádricas  no  degeneradas  no  contienen  hiperplanos. 


En  particular  las  cónicas  no  triviales  no  tienen  tangentes  impropias:  toda 
recta  es  exterior  a  una  cónica  dada  (es  decir,  no  la  corta),  es  secante  (la  corta 
en  dos  puntos)  o  bien  es  tangente  (la  corta  en  un  único  punto).  Además,  por 
cada  punto  de  una  cónica  no  trivial  pasa  una  única  recta  tangente  (ya  que  en 
este  caso  el  hiperplano  tangente  es  simplemente  una  recta).  Las  demás  rectas 
son  secantes. 

Consideremos  ahora  una  cónica  6  y  sea  p  su  polaridad  asociada.  Por  un 
punto  P  que  no  esté  en  6  pueden  pasar  dos  tangentes  a  a  C  o  bien  ninguna,  pero 
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no  hay  más  posibilidades.  En  efecto,  por  P  no  pueden  pasar  tres  tangentes,  por¬ 
que  si  A,  B ,  C  son  los  puntos  de  tangencia,  tendríamos  que  P  £  p(A) ,  p(B) ,  p(C) , 
de  donde  A,B,Cg  p{P),  luego  C  contendría  tres  puntos  colineales. 

Por  otra  parte,  si  por  P  pasa  una  tangente  y  A  es  el  punto  de  tangencia, 
entonces  P  £  p(A),  luego  A  £  p(P),  pero  P  ^  p(P),  porque  P  ^  6,  luego 
p(P)  7^  p(A)  y  p(A)  es  la  tangente  a  6  por  A.  Como  p(P)  pasa  por  A  y  no  es  la 
tangente,  tiene  que  ser  secante,  luego  existe  un  punto  B  £  G  distinto  de  A  tal 
que  B  £  p(P),  luego  P  £  p(B),  luego  P  pasa  también  por  la  tangente  a  C  en  B. 

Por  consiguiente,  cada  cónica  clasifica  los  puntos  dei  plano  en  tres  tipos: 

Definición  10.14  Si  6  es  una  cónica  en  un  plano  proyectivo,  diremos  que  un 
punto  P  es  exterior  a  6  si  por  él  pasan  dos  tangentes  a  C,  mientras  que  P  es 
interior  si  por  él  no  pasan  tangentes  a  6.  Sabemos  que  los  puntos  por  los  que 
pasa  una  única  tangente  a  C  (los  que  no  son  ni  interiores  ni  exteriores)  son 
precisamente  los  puntos  de  6. 

Teorema  10.15  Sea  G  una  cónica  en  un  plano  proyectivo,  sea  p  su  polaridad 
asociada  y  sea  P  un  punto  que  no  esté  en  G. 

1.  Si  P  es  exterior,  entonces  por  P  pasan  dos  tangentes  a  G  y  p{P)  es  la 
recta  que  pasa  por  los  puntos  de  tangencia. 

2.  El  polo  de  una  recta  secante  a  G  es  la  intersección  de  las  tangentes  en  los 
puntos  de  corte. 

3.  El  punto  P  es  exterior  a  G  si  y  sólo  si  su  polar  es  secante  a  G,  y  es  interior 
si  y  sólo  si  su  polar  es  exterior  a  G. 

4-  Todos  los  puntos  de  una  recta  exterior  a  G  son  exteriores  a  G. 

5.  Todos  los  puntos  de  una  recta  tangente  a  G  excepto  el  de  tangencia  son 
exteriores  a  G. 

6.  Toda  recta  contiene  puntos  exteriores  a  G. 

DemostraciÓN:  1)  Si  A  y  B  son  los  puntos  de  tangencia,  entonces  tenemos 
que  P  £  p(A)  Hp(B),  luego  A,B  £  p(P),  luego  p(P)  =  AB. 

2)  Si  r  corta  a  C  en  A  y  B,  entonces  p(r)  £  p(A)  fl  p{B). 

3)  Si  P  es  exterior,  su  polar  es  secante  por  1).  Si  P  es  interior,  entonces, 
para  todo  Q  £  C,  tenemos  que  P  ^  p(Q),  luego  Q  ^  p(P),  luego  p(P)  es  exterior 
a  6. 

4)  Si  r  es  una  recta  exterior  y  P  £  r,  entonces  p(r)  £  p{P)  y  p{r)  es  un 
punto  interior,  luego  la  recta  p(P)  es  secante,  luego  P  es  un  punto  exterior. 

5)  Si  r  es  una  recta  tangente  y  P  £  r  no  es  el  punto  de  tangencia  p(r), 
entonces  p(r)  £  p{P)  y  p{P)  ^  r,  es  decir,  p(P)  es  una  recta  que  pasa  por  p(r) 
distinta  de  la  recta  tangente  r,  luego  p(P)  es  secante,  luego  P  es  exterior. 
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6)  Si  todos  los  puntos  de  una  recta  r  fueran  interiores  a  C  o  estuvieran  en 
6,  entonces  todas  las  rectas  que  pasan  por  p(r)  serían  exteriores  o  tangentes  a 
6,  pero  esto  es  absurdo,  porque  tangentes  sólo  puede  haber  dos  y,  uniendo  p(r) 
con  un  punto  de  6  distinto  de  los  dos  posibles  puntos  de  tangencia  obtenemos 
una  recta  secante  a  C  que  pasa  por  P.  De  hecho,  como  toda  cónica  contiene  al 
menos  cinco  puntos,  toda  recta  contiene  al  menos  tres  puntos  exteriores.  ■ 

El  teorema  anterior  no  nos  da  ninguna  interpretación  geométrica  para  la 
recta  polar  de  un  punto  interior.  Esta  la  obtendremos  dei  teorema  siguiente: 

Teorema  10.16  Si  un  cuadrilátero  completo  está  inscrito  en  una  cónica  (es 
decir,  si  sus  vértices  están  sobre  ella)  entonces  la  recta  polar  de  un  punto  dia¬ 
gonal  es  la  recta  que  pasa  por  los  otros  dos  puntos  diagonales. 

DemostraciÓn :  Sean  A,  B ,  C,  D  los  cuatro  puntos  dei  cuadrilátero  com¬ 
pleto.  Podemos  tomarlos  como  sistema  de  referencia,  de  modo  que  sus  coor¬ 
denadas  sean  (1, 0,  0),  (0, 1, 0),  (0, 0, 1)  y  (1, 1, 1),  respectivamente.  Según  vimos 
tras  la  definición  9.51,  las  coordenadas  de  los  puntos  diagonales  son  (0,1,1), 
(1,0,1)  y  (1,1,0). 

En  la  prueba  dei  teorema  10.11  hemos  visto  que  la  matriz  de  la  cónica  tiene 
que  ser  de  la  forma 


M  = 


con  a  ^  0,  —1. 


La  recta  polar  dei  punto  diagonal  (0, 1, 1)  es  entonces 
(a  +  1)X  -  (a  +  1  )Y  -  (a  +  1  )Z  =  0, 
y  vemos  que,  en  efecto,  pasa  por  los  puntos  (1, 0, 1)  y  (1, 1,  0). 


La  figura  ilustra  el  teorema,  y  si  observamos  el  punto  H ,  la  propia  definición 
de  separación  harmónica  nos  da  el  teorema  siguiente: 

Teorema  10.17  Sea  G  una  cónica,  Q  un  punto  y  consideremos  una  recta  que 
pase  por  Q  y  que  corte  a  G  en  dos  puntos  A  y  B .  Entonces  la  recta  polar  de  Q 
contiene  al  conjugado  harmónico  de  Q  respecto  de  A  y  B. 
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Veamos  cómo  construir  la  recta  polar  de  un  punto  arbitrário  P  que  no  esté 
sobre  una  cónica. 

1.  Tomamos  dos  rectas  si  y  «2  que  pasen  por  P  y  sean  secantes  a  la  cónica 
(si  P  es  interior  sirven  dos  rectas  cualesquiera  y  si  es  exterior  sólo  hay  que 
descartar  las  dos  tangentes). 

2.  Los  puntos  de  corte  Ai,  A2,  B2l  B2  determinan  un  cuadrilátero  completo 
inscrito  en  la  cónica  dei  cual  P  es  un  punto  diagonal. 

3.  Calculamos  los  otros  dos  puntos  diagonales  C\  y  C2,  y  entonces  r  =  p(P) 
es  la  recta  C1C2. 

La  figura  de  la  izquierda  muestra  el  caso  de  un  punto  interior,  que  es  cl 
más  interesante,  porque  si  es  exterior  es  más  fácil  considerar  las  dos  tangentes 
a  la  cónica  por  P  y  unir  los  puntos  de  tangencia.  No  obstante,  el  método  vale 
igualmente  si  el  punto  es  exterior. 


La  figura  de  la  derecha  muestra  cómo  calcular  geométricamente  el  polo  de 
una  recta.  La  notación  está  elegida  para  poner  de  manifiesto  que  la  construcción 
es  dual  de  la  anterior: 

1.  Si  antes  partíamos  de  un  punto  P,  ahora  partimos  de  una  recta  P  que  no 
sea  tangente  a  la  cónica  y  cuyo  polo  P'  =  p{P)  queremos  calcular. 

2.  Si  antes  tomábamos  dos  rectas  si  y  S2  que  pasaran  por  P  y  fueran  secantes 
a  la  cónica,  ahora  tomamos  dos  puntos  si  y  S2  que  estén  en  P  y  sean 
exteriores  a  la  cónica. 

3.  Llamamos  A\,  A2,  B 1,  B2  a  las  rectas  tangentes  a  la  cónica  que  pasan  por 
si  y  s2.  Sus  polos  A\ ,  A'2 ,  B[ .  B2  son  puntos  de  la  cónica  distintos  dos  a 
dos,  pues  en  caso  contrario  la  recta  P  seria  tangente  a  la  cónica. 

Tenemos  que  A\  A'2  =  s\  es  la  polar  de  s\  y  B’1B'2  =  s'2  es  la  polar  de  s2 
y  P'  £  Si  n  s'2.  En  otras  palabras,  A\ .  A'2,B,1,  B2  forman  un  cuadrilátero 
completo  y  P'  es  uno  de  sus  puntos  diagonales.  Por  el  teorema  anterior, 
la  recta  P  contiene  a  los  otros  dos. 
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4.  Antes  calculábamos  C±  como  la  intersección  de  las  rectas  t\  =  A\B\  y 
Í2  =  A2B2.  Ahora  llamamos  t\  =  Ai  n  B\,  t2  =  A2  n  B2  y  calculamos 
Ci  =  tit2.  Así  las  rectas  polares  t\  =  A!XA!2  y  t2  =  A'2B2,  que  son  lados 
clel  cuadrilátero,  se  cortan  en  C[  =  p(C i),  que  es  un  punto  diagonal.  Simi¬ 
larmente  obtenemos  la  recta  C2  cuyo  polo  C2  es  el  tercer  punto  diagonal. 
Sabemos  que  P  =  C[C2. 

5.  Antes  calculábamos  r  =  C\C2.  Ahora  calculamos  r  =  Ci  fl  C2,  cuya  recta 
polar  r'  =  CXC2  es  P,  luego  r  es  el  polo  de  P. 

Cónicas  sobre  cuerpos  ordenados  Los  resultados  que  hemos  obtenido  so¬ 
bre  puntos  interiores  y  exteriores  tienen  algunas  lagunas,  porque  no  hemos  pro- 
bado  ninguno  que  implique  la  existência  de  puntos  interiores  a  una  cónica.  Es 
lógico  que  así  sea  pues,  por  ejemplo,  en  un  plano  proyectivo  sobre  un  cuerpo 
algebraicamente  cerrado  no  hay  rectas  exteriores  a  ninguna  cónica,  por  lo  que 
ninguna  cónica  tiene  puntos  interiores.  Para  obtener  resultados  positivos  sobre 
puntos  interiores  necesitamos  suponer  que  el  cuerpo  de  escalares  está  ordenado: 


Nota  Hasta  el  final  de  la  sección  trabajamos  en  un  plano  proyectivo  sobre  un 
cuerpo  ordenado  euclídeo  R. 

Observemos  que  si  r  es  una  recta  que  no  es  tangente  a  una  cónica  6  y 
P  £  r,  entonces  p(P )  ^  r,  pues  si  en  caso  contrario  P  £  p{P),  luego  P  £  G, 
luego  r  =  p{P)  seria  tangente  a  G.  Esto  nos  permite  aplicar  el  teorema  9.41, 
según  el  cual  Ir  =  p\r  es  una  polaridad  simétrica  en  r,  es  decir,  una  involución. 
Concretamente,  Jr(P)  =  p(P)  D  r,  y  así  I(P)  =  P  si  y  sólo  si  P  £  p(P),  si  y 
sólo  si  P  £  G  fí  r.  En  definitiva,  Ir  es  elíptica  si  la  recta  r  es  exterior  a  C  y  es 
hiperbólica  si  r  es  secante. 

Ahora  ya  podemos  demostrar  que  las  rectas  secantes  pasan  por  puntos  inte¬ 
riores: 

Teorema  10.18  Si  una  recta  r  corta  a  una  cónica  G  en  dos  puntos  A  y  B, 
entonces,  de  los  dos  segmentos  en  que  A  y  B  dividen  a  r,  uno  está  formado  por 
puntos  interiores  y  otro  por  puntos  exteriores  (sin  contar  los  extremos). 

DemostraciÓN:  Sea  P  =  p{A)  Cip(B),  es  decir,  el  punto  donde  se  cortan 
las  tangentes  a  C  por  A  y  B  (notemos  que  P  £  r  y  que  P  es  exterior  a  C). 
Si  identificamos  cada  punto  con  sus  coordenadas  homogéneas  respecto  a  un 
sistema  de  referencia,  entonces  los  puntos  de  r  distintos  de  A  son  de  la  forma 
Q  =  A  A  +  B ,  con  A  £  R,  y  un  punto  de  la  recta  PQ  distinto  de  P  es  de  la  forma 
X  =  pP  +  X A  +  B.  Dicho  punto  estará  en  G  si  y  sólo  si  XMXt  =  0,  donde 
M  es  la  matriz  de  C  en  el  sistema  de  referencia  fijado.  Teniendo  en  cuenta  que 
AMA f  =  BMB 4  =  AMP *  =  BMP1  =  0,  la  condición  XMXt  =  0  se  reduce  a 


PMP V  +  2XAMBt  =  0, 
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donde  PMP t  ^  0,  pues  P  ^  C  y  AMB t  ^  0  porque  B  no  está  en  la  tangente  a 
6  por  A.  Así  pues,  X  £  C  si  y  sólo  si 

2  _  2  A  AMB1 

M  ~  PMP* 

Esta  ecuación  tiene  solución  en  p  en  función  dei  signo  de  A  (si  y  sólo  si  A  >  0  o 
bien  si  y  sólo  si  A  <  0),  y  si  A  ^  0  tiene  dos  soluciones  distintas.  Esto  significa 
que  la  recta  PQ  es  secante  o  exterior  según  si  A  >  0  o  A  <  0. 

Ahora  bien,  es  claro  que  el  signo  de  A  determina  si  Q  pertenece  a  uno  u  otro 
de  los  dos  segmentos  S+  y  S-  en  que  los  puntos  Ay  B  dividen  a  r.  Podemos 
suponer,  pues,  que  PQ  es  secante  si  y  sólo  si  Q  £  S+  y  que  es  exterior  si  y  sólo 
si  Q  £  S-  (para  Q  ^  A,  B). 

Consideremos  ahora  la  involución  Ir  inducida  por  la  cónica.  Si  C  £  r\{A,  B} 
y  Q  =  Ir{C),  entonces  Q  £  p{C),  y  también  P  £  p(C),  porque  C  £  r  =  P(P), 
luego  p(C)  =  PQ.  Por  lo  tanto,  p{C)  es  secante  o  exterior  según  si  Ir{C)  £  S+ 
o  Ir(C)  £  S-.  Equivalentemente,  concluímos  que  C  es  exterior  o  interior  según 
si  C  £  Ir[S+]  =  S-  o  C  £  Ir[S-}  =  S+.  • 

Como  consecuencia  inmediata: 

Teorema  10.19  Por  todo  punto  exterior  a  una  cónica  pasa  al  menos  una  recta 
exterior.  Un  punto  es  interior  si  y  sólo  si  todas  las  rectas  que  pasan  por  él  son 
secantes. 

DemostraciÓN:  Si  P  es  un  punto  exterior,  entonces  p{P)  es  una  recta 
secante,  luego  contiene  puntos  interiores  Q,  luego  p{Q)  es  una  recta  exterior 
que  pasa  por  P. 

Si  P  es  un  punto  interior,  por  definición  no  pasan  tangentes  por  P,  ni  tam- 
poco  rectas  exteriores,  ya  que  todos  sus  puntos  son  exteriores,  luego  todas  las 
rectas  que  pasan  por  P  son  secantes.  Recíprocamente,  si  todas  las  rectas  que 
pasan  por  P  son  secantes,  el  punto  es  interior,  ya  que  no  puede  ser  exterior  por 
la  afirmación  ya  probada,  ni  tampoco  estar  en  la  cónica,  ya  que  entonces  por  él 
pasaría  una  tangente.  ■ 


10.4  Cónicas  afines 

Recordemos  que  una  cónica  afín  puede  definirse  como  un  conjunto  de  puntos 
en  un  plano  afín  E  que  en  un  sistema  de  coordenadas  satisface  una  ecuación 
de  tipo  (10.7),  lo  cual,  si  identificamos  E  con  un  plano  proyectivo  en  el  que 
hemos  seleccionado  una  recta  infinita  Poo,  equivale  a  que  sea  el  conjunto  de 
puntos  finitos  de  una  cónica  proyectiva.  Sin  embargo,  es  más  práctico  definir  las 
cónicas  afines  como  las  cónicas  (proyectivas)  de  un  espado  afín  (proyectivo)  E 
(en  el  sentido  de  la  definición  9.31).  En  estos  términos,  una  ecuación  (10.7) 
es  simplemente  la  ecuación  que  satisfacen  las  coordenadas  afines  de  los  puntos 
finitos  de  la  cónica  definida  por  la  ecuación  (10.8)  respecto  a  un  cierto  sistema 
de  referencia. 
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En  la  práctica,  el  paso  de  la  ecuación  afín  a  la  ecuación  proyectiva  de  una 
cónica  se  obtiene  anadiendo  una  variable  z  para  que  todos  los  monomios  de  la 
ecuación  tengan  grado  2,  pues  es  inmediato  que  los  puntos  finitos  de  la  cónica 
determinada  por  la  ecuación  resultante  son  precisamente  aquellos  cuyas  coorde¬ 
nadas  afines  cumplen  la  ecuación  original. 

Puesto  que  la  recta  infinita  sólo  puede  cortar  a  la  compleción  proyectiva 
en  0,1  o  2  puntos,  obtenemos  finalmente  la  división  de  las  cónicas  en  elipses, 
parábolas  e  hipérbolas: 

Defiiiición  10.20  Diremos  que  una  cónica  afín  no  degenerada  es  una  elipse, 
una  parábola  o  una  hipérbola  según  si  tiene  0,  1  o  2  puntos  infinitos. 

En  el  caso  real  esto  incluye  a  las  cónicas  imaginarias,  que,  como  no  tienen 
puntos,  ni  finitos  ni  infinitos,  son  técnicamente  elipses.  En  el  caso  complejo 
una  cónica  afín  puede  ser  una  parábola  o  una  hipérbola,  pero  nunca  una  elipse, 
pues  los  puntos  infinitos  de  una  cónica  se  obtienen  resolviendo  una  ecuación  de 
segundo  grado,  y  todas  las  ecuaciones  de  segundo  grado  en  C  tienen  al  menos 
una  raiz. 


Ejemplo  Consideremos  la  cónica  de  ecuación 

x 2  +  3  y2  —  Axy  +  2x  +  Ay  +  4  =  0. 


En  coordenadas  homogéneas  es 

x2  +  3  y2  —  4  xy  +  2xz  +  4  yz  +  4  z2  =  0. 


Calculando  el  determinante  de  la  matriz  asociada  vemos  que  no  es  de¬ 
generada.  Haciendo  z  =  0  obtenemos  la  ecuación  de  sus  puntos  infinitos: 
x2  —  4xy  +  3 y2  =  0.  Como  y  —  0  es  claramente  imposible  podemos  hacer 
y  =  1,  con  lo  que  obtenemos  x2  —  4x  +  3  =  0,  cuyas  soluciones  son  x  =  1, 3.  Así 
pues,  la  cónica  pasa  por  los  puntos  infinitos  (1,1,0)  y  (3, 1, 0)  y  es,  por  lo  tanto, 
una  hipérbola. 

En  cambio,  si  tomamos  como  recta  infinita  la  de  ecuación  x  =  0,  los  puntos 
finitos  de  la  cónica  pasan  a  ser  los  que  cumplen  la  ecuación 

1  +  3  y2  —  Ay  +  2z  +  4yz  +  4  z2  =  0, 


y  los  puntos  infinitos  los  que  cumplen  3 y2  +  4 yz  +  4 z2  =  0  y,  haciendo  y  =  1 
obtenemos  la  ecuación  3  +  4 z  +  4 z2  =  0,  que  no  tiene  raíces  reales,  por  lo  que, 
desde  este  punto  de  vista  alternativo,  la  cónica  es  una  elipse.  ■ 

Observemos  que  las  elipses,  parábolas  e  hipérbolas  en  el  sentido  euclídeo  de 
la  sección  10.1  también  lo  son  en  este  sentido.  En  efecto,  las  ecuaciones  dei 
teorema  10.5  se  corresponden  con  las  de  las  cónicas  proyectivas 


x2  y2  9  n  x2  y2  2  9 

—  +  Tõ  -  *  =  0,  ~2  ~  Tõ  -  *  =  0,  y  =  4pXZ, 

cr  bz  ar  bz 
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cuyos  puntos  infinitos  cumplen,  respectivamente,  las  ecuaciones 


x 2  y2  x 2  y 2  n 

~  +  TJ=0i  ~ 2  ~  liT  =  2/  =  0. 

az  oz  oz 


La  primera  no  tiene  soluciones  no  nulas,  luego  las  elipses  euclídeas  no  tienen 
puntos  infinitos.  La  última  la  cumple  únicamente  el  punto  (1,0,0),  luego,  en 
efecto,  las  parábolas  euclídeas  tienen  un  único  punto  infinito.  Por  último,  la 
segunda  ecuación  no  tiene  soluciones  con  y  =  0,  luego  no  perdemos  generalidad 
si  suponemos  y  =  ò,  lo  que  nos  da  los  dos  puntos  (±o,  ò,  0)  y  así  las  hipérbolas 
euclídeas  tienen  dos  puntos  en  el  infinito. 

Así  pues,  desde  el  punto  de  vista  de  la  geometria  proyectiva,  la  diferencia 
entre  una  elipse,  una  parábola  y  una  hipérbola  es  simplemente  una  diferencia  de 
punto  de  vista:  cuando  vemos  una  elipse,  estamos  viendo  “todos  sus  puntos”, 
puesto  que  todos  ellos  son  finitos;  cuando  vemos  una  parábola  estamos  viendo 
todos  sus  puntos  menos  uno,  y  por  eso  en  vez  de  veria  como  una  curva  cerrada, 
la  vemos  abierta,  porque  sus  dos  “brazos”  se  unen  en  el  infinito;  y  cuando  vemos 
una  hipérbola  la  vemos  “partida  en  dos  ramas”  porque  dos  de  sus  puntos  quedan 
en  el  infinito,  de  modo  que  cada  “brazo”  de  una  rama  se  une  en  el  infinito  con 
un  “brazo”  de  la  rama  opuesta. 

Existe  una  forma  de  visualizar  el  plano  proyectivo  real  completo  (incluyendo 
los  puntos  infinitos)  y  consiste  en  observar  que  todo  punto  dei  plano  proyectivo 
admite  unas  coordenadas  homogéneas  ( x,y,z )  tales  que  x2  +  y2  +  z2  =  1,  de 
modo  que  podemos  identificarlo  con  un  punto  de  la  esfera  de  centro  0  y  radio  1 
de  un  espacio  tridimensional  euclídeo,  con  la  única  salvedad  de  que  cada  par  de 
puntos  antípodas  (x,  y ,  z)  y  (— x,  —y,  — z )  corresponden  a  un  mismo  punto  dei 
plano  proyectivo. 

Por  ejemplo,  la  figura  de  la  izquierda  muestra  una  esfera  vista  desde  arriba, 
de  modo  que  el  círculo  que  rodea  la  figura  es  el  ecuador  z  =  0,  es  decir,  la 
recta  infinita.  En  ella  vemos  una  cónica  que  aparece  duplicada,  porque,  como 
hemos  indicado,  en  esta  representación  cada  punto  aparece  dos  veces.  Vemos 
que  la  cónica  tiene  dos  puntos  infinitos,  P\  y  P%.  Por  lo  tanto,  respecto  a  dicha 
elección  de  la  recta  infinita,  la  cónica  es  una  hipérbola,  con  dos  ramas  que  unen 
P\  y  P'2-  La  rama  que  está  en  el  hemisfério  Norte  a  la  derecha  es  la  misma  que 
la  dei  hemisfério  Sur  a  la  izquierda,  y  viceversa. 
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La  figura  de  la  derecha  resulta  de  girar  la  esfera  casi  90  grados,  de  modo  que 
la  circunferência  z  =  0  se  ve  casi  de  perfil  y  ahora  la  circunferência  que  rodea 
la  figura  es  la  de  ecuación  x  =  0,  que  en  la  figura  de  la  izquierda  correspon¬ 
dería  al  par  de  meridianos  verticales.  Ahora  una  de  las  dos  copias  de  la  cónica 
queda  completamente  en  el  hemisfério  Norte,  y  la  copia  formada  por  sus  puntos 
antípodas  está  en  el  hemisfério  Sur,  de  modo  que  si  consideramos  como  recta 
infinita  x  =  0,  la  misma  cónica  se  ve  como  una  elipse,  sin  ningún  punto  en  el 
infinito.  ■ 


Ejemplo  Vamos  a  calcular  la  recta  tangente  a  la  elipse 


x 2  .  2 


T  +  y  =1 


por  el  punto  (x,y)  =  (y/8/3, 1). 

Para  ello  consideramos  sus  coordenadas  homogéneas  (y/8/3, 1,1)  y  las  mul¬ 
tiplicamos  por  la  matriz  de  la  elipse: 


_  /  1/3  0  0  \ 

(vWã,!,!)  0  1  0  =  (v/8727,1/3,—1). 

I  0  0-1  ) 

La  ecuación  de  la  recta  tangente  es 


1/8/27  x  +  (1/3)í/  —  z  =  0, 


que  en  coordenadas  afines  es 


y/8/21  x  +  (1/3)í/  —  1  =  0 

o,  equivalentemente,  _ 

y  =  3  -  y/8/3x. 


Definición  10.21  Las  tangentes  a  una  hipérbola  por  sus  puntos  infinitos  se 
llaman  asíntotas  (gr.  ‘que  no  coincide’).  El  centro  de  una  cónica  es  el  polo  de  la 
recta  infinita. 

Así,  el  centro  de  una  cónica  es  un  punto  infinito  si  y  sólo  si  pertenece  a 
su  propia  recta  polar,  lo  cual  equivale  a  que  esté  en  la  cónica  y  a  que  la  recta 
infinita  sea  tangente,  es  decir,  a  que  la  cónica  sea  una  parábola.  Las  elipses  y  las 
hipérbolas,  por  el  contrario  tienen  el  centro  finito.  En  el  caso  de  una  hipérbola, 
como  la  recta  infinita  es  secante,  su  polo  es  el  punto  en  el  que  se  cortan  las 
tangentes  por  los  puntos  de  corte,  es  decir,  el  centro  de  una  hipérbola  es  el 
punto  donde  se  cortan  sus  asíntotas. 

Tenemos  así  una  definición  afín  dei  centro  de  una  cónica,  mientras  que  la 
definición  que  teníamos  hasta  ahora  era  euclídea  (lo  habíamos  definido  como  el 
punto  medio  de  los  focos,  y  la  noción  de  punto  medio  es  afín,  pero  la  de  foco 
no).  El  lector  puede  comprobar  que  la  nueva  definición  de  centro  coincide  con 
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la  anterior  sin  más  que  calcular  la  polar  de  la  recta  infinita  para  las  ecuaciones 
canónicas  dei  teorema  10.5  y  comprobar  que  obtiene  (0,0)  para  las  elipses  y  las 
hipérbolas  y  el  punto  infinito  de  tangencia  (1,0,0)  para  la  parábola. 

Ahora  sabemos,  por  ejemplo,  que  cualquier  biyección  afín  transforma  el  cen¬ 
tro  de  una  cónica  en  el  centro  de  la  imagen.  También  es  inmediato  que  (en  el 
caso  real)  el  centro  de  una  elipse  es  un  punto  interior,  mientras  que  el  de  una 
hipérbola  es  exterior. 

Ejemplo  Consideremos  de  nuevo  la  hipérbola  de  ecuación 
x2  +  3  y2  —  Axy  +  2x  +  Ay  +  4  =  0. 

Ya  hemos  visto  que  sus  puntos  infinitos  son  (1, 1,  0)  y  (3, 1,  0).  Su  centro  es 
el  punto  (x,  j/,  1)  cuya  recta  polar  tiene  coordenadas  (0,  0,  a),  es  decir 

/  !  -2  1\ 

{x,y,z)\  -2  3  2  =(0,0,  a), 

V  1  2  4/ 

lo  que  se  traduce  en  las  ecuaciones 

x  ~  2  y  +  z  =  0) 

— 2x  +  3y  +  2z  =  0  J 

La  solución  es  (7,4, 1).  En  coordenadas  cartesianas  el  centro  es  (7,4). 

Las  asíntotas  son  las  polares  de  los  puntos  infinitos: 

(M,°)  ^  -2  3  2  j  ^  y  j  =0, 


Al  desarrollar  obtenemos  — x  +  y  +  3z  =  0  y  x  —  3y  +  5z  —  0.  Las  ecuaciones 
cartesianas  son,  pues, 

1  5 

y  =  x-  3,  y=-x+-. 

Para  representar  gráücamente  la  hipérbola  conviene  parametrizaria  dei  modo 
siguiente:  Tomamos  uno  cualquiera  de  sus  puntos,  por  ejemplo  (1, 1,  0)  y  consi¬ 
deramos  el  haz  de  rectas  que  pasa  por  él.  Se  trata  dei  haz  de  rectas  paralelas  a 
la  asíntota  por  este  punto,  es  decir,  y  =  x  +  m  —  3,  donde  el  parâmetro  m  varia 
en  KL  La  constante  —3  hace  que  para  m  =  0  tengamos  la  asíntota,  mientras  que 
para  los  demás  valores  la  recta  correspondiente  corta  a  la  hipérbola  en  un  único 
punto  ünito  (porque  ha  de  ser  secante  y  uno  de  los  puntos  de  corte  es  infinito), 
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que  puede  calcularse  resolviendo  el  sistema  formado  por  la  ecuación  de  la  recta 
y  la  de  la  cónica.  El  resultado  es1 

/— 3  m2  +  14m  —  19  —  m2  +  8  m  —  19 
\  2  m  ’  2  to 

Cuando  m  recorre  los  intervalos  ]— oo,  0[  y  ]0,  +oo[  la  expresión  anterior  nos 
da  cada  una  de  las  dos  ramas  de  la  hipérbola. 


Nota  Hasta  el  final  de  la  sección  nos  restringimos  a  los  casos  que  liemos  11a- 
mado  ‘real’  y  ‘complejo’. 

Hemos  probado  que  dadas  dos  cónicas  (no  triviales)  cualesquiera,  existe  una 
homografía  que  transforma  una  en  la  otra,  lo  que  significa  que,  desde  el  punto  de 
vista  de  la  geometria  proyectiva,  todas  las  cónicas  son  iguales,  indistinguibles. 
En  particular,  no  hay  nada  en  la  geometria  proyectiva  que  nos  permita  dividir  a 
las  cónicas  en  elipses,  parábolas  e  hipérbolas.  Esta  distinción  sólo  tiene  sentido 
en  la  geometria  afín  o,  equivalentemente,  cuando  fijamos  una  recta  infinita  en 
un  plano  proyectivo. 

Por  el  contrario,  la  geometria  afín  si  que  distingue  entre  elipses,  parábolas  e 
hipérbolas,  en  el  sentido  de  que  una  biyección  afín  es  una  homografía  que  hja  a 
la  recta  infinita,  luego  transforma  necesariamente  elipses  en  elipses,  parábolas 
en  parábolas  e  hipérbolas  en  hipérbolas  o,  dicho  de  otro  modo,  que  una  misma 
cónica  afín  no  puede  verse  de  dos  tipos  distintos  según  el  sistema  de  referencia 
afín  que  se  elija. 

Ahora  vamos  a  demostrar  que,  salvo  esta  división  de  las  cónicas  en  tres  tipos, 
la  geometria  afín  no  hace  más  distinciones,  en  el  sentido  de  que  cualquier  elipse 
puede  transformarse  en  cualquier  otra  mediante  una  biyección  afín  adecuada,  e 
igualmente  con  parábolas  e  hipérbolas. 

1Esta  parametrización  es  un  caso  particular  de  un  hecho  general,  véase  la  definición  10.34 
más  adelante. 
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Equivalentemente,  vamos  a  ver  que,  eligiendo  adecuadamente  el  sistema  de 
referencia  afín,  toda  cónica  afín  no  trivial  admite  una  de  las  ecuaciones  siguien- 
tes: 

2,2  1  2,2i  2  2-1  2 

x  +y  = -1,  x  +y  =  1,  x  -  y  =  1,  x  =  y  . 

Además  en  el  caso  complejo  la  primera  puede  transformarse  en  la  segunda  con 
el  cambio  de  coordenadas  x  =  ia/,  y  =  iy' . 

En  el  caso  real  las  cuatro  ecuaciones  que  hemos  obtenido  corresponden, 
respectivamente  a  una  elipse  imaginaria,  una  elipse  real,  una  hipérbola  y  una 
parábola,  por  lo  que  no  es  posible  transformar  una  en  otra  mediante  una  bi- 
yección  afín. 

En  efecto,  en  principio,  en  un  sistema  de  referencia  arbitrário,  una  cónica 
admite  una  ecuación  (10.7).  Podemos  suponer  que  ab  ^  0,  pues  en  caso  contrario 
el  cambio  de  coordenadas  x  =  x'  —  y' ,  y  =  y'  —  y'  hace  que  se  cumpla  esta 
condición. 

El  cambio  x  =  x'  —  ( d/2a)y' ,  y  =  y'  transforma  la  ecuación  en  otra  con 
d  =  0,  es  decir: 

ax2  +  by 2  +  ex  +  fy  +  c  =  0. 

Tras  el  cambio  puede  que  ya  no  se  cumpla  ab  ^  0,  pero  al  menos  tiene  que 
cumplirse  a  /  0  o  6  /  0,  pues  en  caso  contrario  la  cónica  seria  degenerada. 
Distingamos  dos  casos: 

1)  Si  ab  ^  0  hacemos  el  cambio  x  =  x'  —  e/2a,  y  =  yr  —  f  /2b,  con  lo  que  la 
ecuación  pasa  a  tener  la  forma 

ax2  +  by2  +  c  =  0. 

No  puede  ser  c  =  0  o  la  cónica  seria  degenerada,  luego  dividiendo  la  ecuación 
entre  c  podemos  suponer  que  c  =  1.  Ahora  el  cambio  x'  =  y/±ãx,  y'  =  %/±fe 
(donde  en  el  caso  real  los  signos  se  eligen  para  que  los  radicandos  sean  positivos) 
nos  da  una  ecuación  ±x2  ±y2  =  1,  donde  las  cuatro  combinaciones  de  signos 
son  posibles,  y  por  lo  tanto  tenemos  una  de  las  ecuaciones 

2,2  1  2,2-1  2  2-1 
x  +  y  =  —  1,  x  +y  =  1,  x  —  y  =  1. 

(El  caso  — x 2  +  y2  =  1  se  reduce  al  tercero  intercambiando  las  variables.) 

2)  Si  a  =  0  o  b  —  0,  intercambiando  las  variables  si  es  preciso  podemos 
suponer  que  es  a  =  0.  El  cambio  x  =  x' ,  y  =  y'  —  //2ò  nos  da  una  ecuación 

by2  +  ex  +  c  =  0. 

Como  la  cónica  no  es  degenerada  tiene  que  ser  fe  ^  0,  y  dividiendo  entre  b 
podemos  suponer  que  b  =  1.  Por  último,  el  cambio  x'  =  —  ex  —  c,  y'  =  y  nos 
lleva  a  x  =  y2.  ■ 

Aunque  hemos  obtenido  x2  —  y2  =  1  como  forma  canónica  para  la  hipérbola, 
aplicando  la  afinidad  (a/,  y')  =  (x  +  y,  x  —  y)  podemos  transformaria  en  xy  =  1, 
que  a  menudo  resulta  más  manejable. 
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Con  esto  todavia  no  hemos  justificado  que  las  cónicas  afines  coincidan  con 
las  cónicas  euclídeas  definidas  en  la  sección  10.1.  El  teorema  10.5  implica  que 
toda  cónica  euclídea  es  una  cónica  afín,  pero  el  recíproco  no  es  evidente:  dado 
un  plano  euclídeo  y  una  curva  dada  por  una  ecuación  (10.7)  en  un  sistema  de 
referencia  ortonormal,  ^es  una  elipse,  una  parábola  o  una  hipérbola  en  el  sentido 
euclídeo  de  estar  determinada  por  una  directriz  y  un  foco?  Equivalentemente, 
^podemos  encontrar  otro  sistema  de  referencia  ortonormal  en  el  que  admita  una 
ecuación  de  las  consideradas  en  el  teorema  10.5?  Vamos  a  probar  que  así  es: 

Partimos  de  un  plano  afín  euclídeo  E,  que  completamos  hasta  un  plano 
proyectivo  II.  Consideremos  una  cónica  afín  en  E  cuya  extensión  a  II  no  sea  de¬ 
generada  (aunque  admitimos  que  pueda  ser  imaginaria).  Fijemos  un  sistema  de 
referencia  ortonormal  en  E  respecto  al  cual  la  ecuación  de  la  cónica  sea  (10.7). 
Vamos  a  reducirla  a  una  forma  canónica  aplicando  isometrías  (o,  equivalente¬ 
mente,  pasando  a  otro  sistema  de  referencia  ortonormal).  La  matriz  asociada  a 
la  compleción  proyectiva  es 


(  a 

d/2 

e/2 

A=\  d/2 

b 

// 2 

V  e/2 

// 2 

c 

Observemos  que  la  submatriz  Aq  formada  por  las  dos  primeras  filas  y  colum- 
nas  es  no  nula,  pues  de  lo  contrario  la  cónica  seria  degenerada.  En  virtud  dei 
teorema  [Al  8.55]  existe  una  matriz  ortogonal2  M  tal  que  MAqM 4  es  diagonal. 
El  cambio  de  coordenadas 

{x,y)  =  ( x',y')M 

corresponde  a  una  isometría  en  E  que  transforma 


ax2  +  by 2  +  dxy  =  (x,  y)Ao 


en 

ux'2  +  vy'2, 

donde  u  y  v  son  los  valores  propios  de  Aq.  Por  lo  tanto,  transforma  (10.7)  en 
una  ecuación  de  la  forma 

ax2  +  by2+ex  +  fy  +  c=01 

donde  los  coeficientes  a,  b ,  e,  /,  c  son  distintos  de  los  de  la  ecuación  original.  Si 
0  la  traslación  x'  =  x  +  e/2a  transforma  la  ecuación  en  otra  de  la  forma 

a  x2  +  b  y2  +  f  y  +  c  =  0. 

2E1  teorema  [Al  8.55]  exige  que  el  cuerpo  al  que  pertenecen  los  coeficientes  de  la  matriz 
sea  realmente  cerrado,  pero  esta  hipótesis  se  usa  únicamente  para  garantizar  que  su  polinomio 
característico  tenga  sus  raíces  en  C  =  Ahora  bien,  como  en  este  caso  el  polinomio  es 

cuadrático,  basta  con  exigir  que  R  sea  un  cuerpo  euclídeo. 
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Si  b  ^  0  podemos  hacer  igualmente  /  =  0.  Como  a  y  b  no  pueden  ser 
simultáneamente  nulos,  podemos  acabar  con  una  de  estas  dos  ecuaciones: 

ax2  +  by2  +  c  =  0,  by2  +  ex  +  c  =  0.  (10.10) 


En  el  primer  caso  a,  b  y  c  han  de  ser  no  nulos,  o  la  cónica  seria  degenerada. 
Distinguimos  a  su  vez  vários  casos: 


•  Si  a,  b  y  c  tienen  el  mismo  signo  la  cónica  es  imaginaria.  Notemos  que  po¬ 
demos  suponer  que  los  tres  coeficientes  son  positivos  y  entonces  la  ecuación 
equivale  a 

\fcja)  \Vc/b 


•  En  otro  caso,  si  a  y  b  son  ambos  negativos,  podemos  cambiar  el  signo 
para  que  sean  ambos  positivos,  y  entonces  c  es  negativo.  La  ecuación 
equivale  entonces  a  la  de  una  elipse  (incluyendo  la  posibilidad  de  que  sea 
una  circunferência)  en  forma  canónica: 


/  ) 

v-c/ãy 


2 


+ 


y 

V^c/b 


2 


=  1. 


•  Si  a  y  b  tienen  signos  distintos  (intercambiando  x  e  y  si  es  necesario,  lo 
cual  es  una  isometría),  podemos  suponer  que  b  y  c  son  negativos,  con  lo 
que  tenemos  la  hipérbola 

x  \  _  /  y 

V~c/a)  \VcJb 


Por  último,  en  la  segunda  ecuación  ha  de  ser  e  ^  0  o  la  cónica  seria  degene¬ 
rada.  La  traslación  x  =  x'  —  c/e  la  convierte  en 

by2  +  ex  —  0, 

que  claramente  es  equivalente  a  y2  =  ~(e/b)x,  correspondiente  a  una  parábola. 
Con  esto  hemos  demostrado: 


Teorema  10.22  Las  cónicas  en  el  sentido  de  la  definición  10.4  coinciden  con 
las  cónicas  afines  reales. 

En  efecto,  hemos  probado  que,  pasando  de  un  sistema  de  referencia  ortonor- 
mal  a  otro,  la  ecuación  pasa  a  ser  una  de  las  ecuaciones  canónicas  que  habíamos 
encontrado  para  cada  tipo  de  cónica  euclídea.  Equivalentemente,  hemos  pro¬ 
bado  que  toda  cónica  afín  no  degenerada  en  un  plano  euclídeo  se  puede  trans¬ 
formar  mediante  una  isometría  en  una  dada  por  una  de  las  cuatro  ecuaciones 

x2  y2  x2  y2  x2  y2 

_^2_^=  ’  ^+Ò2=’  ^2^62 


y2  =  Apx. 
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Observemos  que  las  cónicas  degeneradas  pueden  obtenerse  también  como 
secciones  cónicas,  ai  cortar  un  cono  con  un  plano  que  pase  por  su  vértice:  si  su 
inclinación  es  menor  que  la  de  las  generatrices  obtenemos  un  punto,  si  es  igual 
obtenemos  una  recta,  y  si  es  mayor  obtenemos  dos  rectas.  Así  pues,  descartar 
las  cónicas  degeneradas  en  ei  caso  afín  o  proyectivo  equivale  a  descartar  las 
secciones  cónicas  generadas  por  un  plano  que  pase  por  el  vértice  dei  cono  en  la 
definición  euclídea  de  sección  cónica. 

Nota  Del  misrno  modo  que  hemos  clasificado  las  cónicas  afines  en  elipses, 
parábolas  e  hipérbolas,  según  cómo  sea  el  corte  con  la  recta  infinita,  igualmente 
es  posible  clasificar  las  superfícies  cuádricas  afines  según  las  formas  en  que  el 
plano  infinito  puede  cortar  a  cada  cuádrica.  Por  ejemplo,  existen  cinco  clases 
de  superfícies  cuádricas  afines  reales  no  degeneradas,  pero  no  vamos  a  entrar  en 
detalles  sobre  la  clasificación.  ■ 


10.5  Homografías  entre  haces  de  rectas 

El  contenido  de  esta  sección  no  está  relacionado  con  las  cónicas  pero  son 
resultados  que  necesitaremos  en  la  sección  siguiente. 

En  un  plano  proyectivo  X ,  consideremos  el  haz  de  rectas  de  centro  un 
punto  O.  Lo  representaremos  por  Ho-  Este  está  determinado  por  dos  cua- 
lesquiera  de  sus  rectas,  digamos  r  y  r' .  Fijemos  un  sistema  de  referencia,  de 
modo  que  las  rectas  tengan  ecuaciones 

ax  +  by  +  cz  =  0  y  a'  x  +  b'y  +  c'  z  =  0. 

Consideremos  la  polaridad  p  asociada  al  sistema  de  referencia,  esto  es,  la  que 
en  él  tiene  matriz  identidad.  Entonces  p(r )  y  p(r')  son  los  puntos  A  y  B  de 
coordenadas  (a,  b ,  c)  y  (a1 ,  b1,  c'),  respectivamente.  La  polaridad  biyecta  Ho  con 
los  puntos  de  la  recta  p(0).  Las  coordenadas  homogéneas  de  un  punto  cualquiera 
de  p(O)  =  AB  son  las  dadas  por  ( a,b,c )  +  X(a'1b’,c'),  donde  A  £  K  U  {oo}, 
entendiendo  que  A  =  oo  se  corresponde  con  el  punto  («',  b’ .  c').  Volviendo  a 
aplicar  p  concluimos  que  los  miembros  de  Ho  son  las  rectas  de  ecuación 

(ax  +  by  +  cz)  +  A (a'x  +  b'y  +  c' z)  =  0,  con  A  €  K  U  {oo}. 

Una  homografía  H  £  LGP(A)  induce  una  biyección  H  :  Ho  — >  ^h(O) 
dada  por  r  K >  H[r\.  A  una  biyección  de  este  tipo  la  llamaremos  una  homografía 
entre  los  haces  de  rectas. 

Por  otra  parte,  si  r  una  recta  que  no  pasa  por  un  punto  O,  podemos  consi¬ 
derar  la  aplicación  ttq  :  H o  — >  r  dada  por  7r(s)  =  s  fl  r,  que  es  una  biyección 
con  inversa  dada  por  7rJ?  ( P )  =  OP. 

Teorema  10.23  Sean  O  y  O'  dos  puntos  cualesquiera  y  r,  r'  dos  rectas  tales 
que  O  no  esté  enr  y  O'  no  esté  en  r' .  Existe  una  biyección  entre  las  homografías 
F  :  Hq  — ►  H0'  y  las  homografías  G  :  r  — »•  r'  dada  por  G  =  o  F  o  ttq,  . 
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DemostraciÓN:  Sea  F  =  H  una  homografía  entre  los  haces  y  llamemos 
s  =  H[r].  La  proyección  perspectiva  de  s  en  r'  de  centro  O'  se  extiende  a  una 
perspectividad  /  de  centro  O' .  Como  fija  a  las  rectas  que  pasan  por  O' ,  es  claro 
que  la  homografía  H  o  f  induce  la  misma  homografía  entre  los  haces  de  rectas, 
pero  además  transforma  r  en  r' .  Por  lo  tanto  podemos  suponer  que  H[r\  =  r' . 
En  tal  caso,  la  aplicación  G  que  hemos  definido  entre  r  y  r'  es  simplemente  la 
restricción  de  H ,  luego  es  una  homografía. 

Recíprocamente,  si  G  :  r  — >  r'  es  una  homografía,  tomamos  un  sistema  de 
referencia  formado  por  O,  dos  puntos  A,  B  en  r  y  un  cuarto  punto  D.  Por  otra 
parte  consideramos  el  sistema  de  referencia  formado  por  O' ,  G(A ),  G(B),  D’ , 
donde  D'  es  cualquier  punto  de  la  recta  0'G(D  fl  r )  no  contenido  en  r. 

Sea  H  la  homografía  dei  plano  que  transforma  un  sistema  de  referencia  en 
otro.  Entonces  H  induce  una  homografía  entre  los  haces  de  rectas  y  ésta  a  su 
vez  induce  una  homografía  de  r  en  r’  que  coincide  en  tres  puntos  con  la  dada, 
luego  es  la  dada.  Es  claro  que  F  =  H  es  la  aplicación  que  le  hemos  asignado 
a  G.  • 

Esto  nos  permite  definir  el  concepto  de  homografía  entre  una  recta  y  un  haz 
de  rectas: 

Definición  10.24  Una  biyección  /  :  r  — »•  entre  una  recta  proyectiva  y 

un  haz  de  rectas  proyectivas  es  una  homografía  si,  dada  una  recta  s  que  no 
pase  por  O,  se  cumple  que  /  o  ttq  :  r  — ►  s  es  una  homografía.  Similarmente, 
g  :  K o  — >  r  es  una  homografía  si  lo  es  nf  o  g. 

Observemos  que  la  definición  no  depende  de  la  elección  de  la  recta  s,  pues  si 
s'  es  otra  recta  que  no  pase  por  O  y  foi rf,  es  una  homografía,  entonces  se  cumple 
que  /  o  ttq  =  (/  o  ttq)  o  o  tts0),  y  la  última  composición  es  la  homografía 
correspondiente  a  la  identidad  en  0~Co  según  el  teorema  anterior.  Igualmente  se 
razona  con  g. 

También  es  claro  que  la  composición  de  dos  homografías  r  -?->  0~Co  — ^  Jío' 
es  una  homografía,  pues  f  o  go-n-Q,  =  (f  o  ttq)  o  (tt°  ogoir^,)  y  los  dos  parêntesis 
son  homografías,  el  segundo  por  el  teorema  anterior.  Igualmente  se  comprueba 
que  una  composición  de  homografías  dfo  — dfo'  ~ ^  r  es  una  homografía. 

En  particular,  las  aplicaciones  i Tq  y  7r^  son  homografías.  Otro  ejemplo 
relevante  es  el  siguiente: 

Teorema  10.25  Si  p  es  una  polaridad  simétrica  en  un  plano  proyectivo  y  O  es 
un  punto  arbitrário,  entonces  p  se  restringe  a  una  homografía  p  :  p{0)  — >  Jío- 

DemostraciÓN:  Sea  s  =  p(0),  tomamos  una  recta  r  que  no  pase  por  O ,  y 
vamos  a  probar  que  /  =  p\s  °  7r£>  es  una  homografía. 

Sea  Pq  =  r  C\  s,  Pi  un  punto  de  r  que  no  esté  en  s  y  Pn  un  punto  de  s  que 
no  esté  en  r.  Podemos  completar  estos  tres  puntos  a  un  sistema  de  referencia 
proyectivo  de  modo  que  tengan  coordenadas  (1,  0,  0),  (0, 1, 0)  y  (0,  0, 1),  con  lo 
que  s  tiene  ecuación  y  =  0  y  r  tiene  ecuación  z  =  0.  Sea  A  la  matriz  de  la 
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polaridad  en  este  sistema  de  referencia.  Si  un  punto  Q  €  s  tiene  coordenadas 
(p,  0,  q),  entonces  p(Q)  tiene  ecuación  (p,  0,  q)A(x,  y,  zf  =  0,  y  el  punto  de  corte 
con  r  debe  cumplir 


(a  d  e  \  /  x  \ 
d  b  f  \  í  y  J  =  0, 

es  decir,  ( ap  +  eq)x  +  ( dp  +  fq)z  =  0,  luego  la  expresión  en  coordenadas  de  /  es 

(P,  O)  ^  ( dp  +  fq,  -ap  -  eq)  =  (p,  q) 

Sólo  hay  que  comprobar  que  el  determinante  de  la  matriz  no  es  nulo,  pero  esto 
equivale  a  que  r  no  pase  por  el  polo  de  s.  En  efecto,  dicho  polo  no  está  en  la 
recta  z  =  0,  luego  admite  coordenadas  (x,y,l)  tales  que  (x,y,l)A  =  (0,  A,  0) 
con  A  ^  0,  y  esto  equivale  a  que  el  sistema 

ax  +  dy  +  e  =  0,  ex  +  fy  +  c  =  0 

tenga  solución  única  en  x  e  y,  lo  cual  a  su  vez  equivale  a  que  af  —  de  ^  0.  ■ 

Todas  las  propiedades  que  conocemos  para  homografías  entre  rectas  se  tra- 
ducen  ahora  a  propiedades  análogas  para  homografías  entre  haces  de  rectas. 
Por  ejemplo,  dadas  tres  rectas  en  un  haz  df o>  existe  una  única  homografía  que 
las  transforma  en  tres  rectas  dadas  de  otro  haz  dío'  • 

Una  homografía  que  transforme  las  rectas  ax+by+cz  =  0  y  a' x+b'y+d z  =  0 
en  las  rectas  ux  +  vy+wz  =  0  y  u’x  +  v'y+w'z  =  0  se  corresponde  a  través  de  la 
polaridad  p  asociada  al  sistema  de  referencia  con  una  homografía  que  transforma 
los  puntos  (a,  6,  c)  y  ( a',b’,c ')  en  los  puntos  ( u,v,w )  y  (u',v',w').  Una  tercera 
recta  dei  haz  será  de  la  forma 

(ax  +  by  +  cz )  +  Ao  (a  x  +  b'y  +  c  z)  =  0,  con  Ao  £  K  \  {0}, 

que  se  transformará  en  una  recta 

(ux  +  vy  +  wz)  +  po(u'x  +  v'y  +  w'z)  =  0,  con  yo  £  K  \  {0}. 

La  homografía  asociada  a  través  de  p  transformará  (a,  b ,  c)  +  Ao  (a',  b',  d)  en 
(u,  v,  w)  +  po(a’,  b',  d).  Es  claro  que  una  (y  por  tanto  la  única)  homografía  que 
curnple  estas  condiciones  es  la  dada  por 

(a,  b ,  c)  +  A(a/,  b\  d)  i— >•  (u,  v,w)  +  A  y-^(a/,  b' ,  d), 

Ao 

luego  la  homografía  entre  los  haces  de  rectas  es  la  dada  por 

ax  +  by  +  cx  +  \(a'x  +  b' y  +  d z)  =  0  i-»-  ux  +  vy  +  wz  +  X^-(u'x  +  v'y  +  w'z)  =  0. 

Ao 
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Notemos  que  podemos  multiplicar  por  po/Xç,  los  coeficientes  (u',v',w')  sin 
alterar  por  ello  la  ecuación  de  la  recta,  y  entonces  la  ecuación  de  la  homografía 
entre  haces  se  expresa  simplemente  como 

ax  +  by  +  cx  +  X (a'x  +  b'y  +  d z)  =  0  H >  ux  +  vy  +  wz  +  X (u'x  +  v'y  +  w'z)  =  0. 

Es  claro  que  toda  correspondência  de  este  tipo  es  una  homografía  entre  haces. 

Diremos  que  una  homografía  H  :  Ko  — >  K o >  entre  dos  haces  con  centros 
distintos  O  d1  O'  es  una  proyección  perspectiva  si  H  es  una  perspectividad  (o, 
más  exactamente,  si  existe  una  perspectividad  H' ,  no  necesariamente  H,  tal 
que  H  =  Hr). 

Una  homografía  H  es  una  perspectividad  si  y  sólo  si  fija  la  recta  OO1.  En 
efecto,  si  H  es  una  perspectividad  de  centro  P,  como  ha  de  cumplir  H(0)  =  O', 
los  puntos  P,  O  y  O'  han  de  ser  colineales,  luego  H  fija  a  OO' .  Recíprocamente, 
si  S  fija  a  OO',  tomamos  dos  rectas  r  y  s  en  Ko  distintas  de  OO'  y  consideramos 
sus  imágenes  d  =  H[r\  y  s'  =  ií[s].  Sean  Q  =  r  fl  r',  Q'  =  s  D  s'.  Sea 
P  =  OO'  fl  QQ' .  La  proyección  perspectiva  de  centro  P  entre  r  y  s'  se  extiende 
a  una  perspectividad  de  centro  P  que  transforma  O  en  O'  y  Q  en  Q' ,  luego 
induce  una  homografía  entre  los  haces  que  coincide  con  la  dada  en  OO' ,  r  y  s, 
luego  es  la  dada. 

Notemos  que  una  homografía  H  :  Ko  — >  Ko>  con  O  ^  O'  no  puede  fijar  a 
ninguna  recta  salvo  a  lo  sumo  a  OO' ,  luego  decir  que  no  es  perspectiva  equivale 
a  decir  que  no  fija  a  ninguna  recta. 


10.6  El  teorema  de  Steiner 

Con  las  consideraciones  de  la  sección  anterior  estamos  en  condiciones  de 
probar  una  caracterización  muy  simple  de  las  cónicas  proyectivas  de  la  que 
extraeremos  varias  consecuencias  de  interés: 

Teorema  10.26  (Steiner)  Sean  O  y  O'  puntos  distintos  en  un  plano  proyec- 
tivo.  Sea  H  :  Ko  — >  K o>  una  homografía  no  perspectiva.  Entonces  cada  recta 
r  €  Ko  corta  a  H{r)  en  un  único  punto  Pr.  El  conjunto  6  formado  por  todos 
los  puntos  Pr  es  una  cónica  no  trivial,  y  toda  cónica  no  trivial  puede  obtenerse 
de  esta  forma. 

DemostraciÓN:  Fijemos  un  sistema  de  referencia  en  el  plano  X.  La 
ecuación  de  la  homografía  entre  las  rectas  es 

ax  +  by  +  cx  +  X(a' x  +  b’y  +  d z)  =  0  i— >  ux  +  vy  +  wz  +  X (u'x  +  v'y  +  w'z)  =  0. 

Un  punto  de  coordenadas  (x,  y,  z)  estará  en  C  si  y  sólo  si  satisface  las  ecua- 
ciones  de  ambos  haces  de  rectas  con  el  mismo  valor  de  A,  es  decir,  si  y  sólo 
si 

ax  +  by  +  cz  ux  +  vy  +  wz 

a'x  +  b'y  +  d  z  u'x  +  v'y  +  w'z  ’ 
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o  equivalentemente,  si  y  sólo  si 

(ax  +  by  +  cz)(u'x  +  v'y  +  w'z)  —  ( a'x  +  b'y  +  c'z)(ux  +  vy  +  wz)  =  0. 

(Hay  que  tratar  aparte  el  caso  A  =  oo,  donde  los  denominadores  se  anulan, 
pero  la  conclusión  es  la  nrisina.) 

Al  operar  la  última  ecuación  obtenemos  ciertamente  la  ecuación  de  una 
cónica.  Notemos  que  no  puede  ser  idénticamente  nula,  pues  no  todos  los  puntos 
de  X  están  en  6.  Más  exactamente,  cada  recta  que  pasa  por  O  distinta  de 
OO'  contiene  un  único  punto  adicional  de  C  (su  intersección  con  su  imagen). 
Por  último,  veamos  que  la  cónica  contiene  cinco  puntos  no  colineales  tres  a 
tres.  Para  ello  tomamos  tres  rectas  en  Ho  distintas3  de  OO'  y  sean  A,  B,  C 
los  tres  puntos  correspondientes  en  la  cónica.  Es  claro  que  de  los  cinco  puntos 
O,  O’ ,  A,  B,C  a  lo  sumo  podrían  ser  colineales  A ,  B ,  C,  pero  vamos  a  ver  que 
no  es  el  caso.  Si  estuvieran  sobre  la  misma  recta  r,  consideramos  la  homografía 
H'  dei  plano  X  que  fija  a  A,  B  y  C  y  además  cumple  H(O)  =  O’.  Entonces 
H'  coincide  con  H  en  O  A,  OB ,  OC,  luego  H'  =  H.  Pero  H'  fija  a  tres  puntos 
de  r,  luego  fija  a  todos  los  puntos  de  r,  en  particular  a  la  intersección  r  fl  OO' , 
de  donde  se  sigue  que  H'[00'}  =  OO' ,  luego  H[00']  =  OO' ,  contradicción. 

Recíprocamente,  si  C  es  una  cónica  no  trivial,  tomamos  en  ella  cinco  puntos 
A ,  B,  C ,  D ,  E  no  colineales  tres  a  tres.  Existe  una  única  homografía  de  Ha 
en  3~Cb  que  transforma  AC,  AD  y  AE  en  BC,  BD  y  BE  respectivamente.  Si 
fuera  perspectiva,  es  decir,  de  la  forma  H,  donde  H  es  una  perspectividad, 
entonces  el  eje  de  H  no  pasaría  por  O  ni  O’,  pues  H(0)  =  O’,  y  los  puntos 
C,  D,  E  tendrían  que  estar  sobre  dicho  eje,  pero  no  son  colineales.  Así  pues, 
la  homografía  no  es  perspectiva,  luego  por  la  parte  ya  probada  determina  una 
cónica  6'  que  claramente  contiene  a  los  cinco  puntos  que  hemos  tomado,  luego 
6  =  &.  • 

Observemos  que,  en  las  condiciones  dei  teorema  anterior,  si  r  es  la  tangente 
a  C  por  O,  el  único  punto  de  C  en  el  que  puede  cortar  a  H(r)  es  O,  luego 
H(r)  =  O’  =.  Recíprocamente,  H(0’0)  tiene  que  ser  la  tangente  a  C  por  O' . 

En  la  segunda  parte  de  la  prueba  dei  teorema  de  Steiner  hemos  demostrado 
en  realidad  algo  ligeramente  más  fuerte: 

Teorema  10.27  Sean  O  y  O'  dos  puntos  en  una  cónica  6.  Entonces,  la  apli- 
cación  H  :  Ho  — >  Ho>  que  a  cada  recta  OP  con  P  €  6  le  asigna  la  recta 
H(OP )  =  0'P,  (con  el  convênio  de  que  OO  representa  a  la  tangente  a  6  por  O) 
es  una  homografía  de  haces  de  rectas. 

Como  aplicación  demostramos  uno  de  los  teoremas  más  famosos  de  la  geo¬ 
metria  proyectiva: 

Teorema  10.28  (Pascal)  Seis  puntos  no  colineales  tres  a  tres  están  conteni- 
dos  en  una  misma  cónica  si  y  sólo  si  los  lados  opuestos  de  un  hexágono  cual- 
quiera  que  los  tenga  como  vértices  se  cortan  en  tres  puntos  colineales. 

3Esto  supone  que  el  cuerpo  de  escalares  no  sea  el  cuerpo  de  tres  elementos,  condición 
necesaria,  pues  en  caso  contrario  no  existen  cónicas  no  triviales. 
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DemostraciÓN :  Consideremos  los 
puntos  definidos  como  indica  la  figura. 

Hay  que  probar  que  A,  B,C  son  colinea- 
les.  Sea  H  :  “Ka2  — >  5Ía6  la  homografía 
dada  por  el  teorema  anterior.  En  parti¬ 
cular,  H  transforma  A2A5,  A2A4,  A2A3, 

A2A\  en  las  rectas  AeA5,  A6A3l  A6A3, 

AqAi,  respectivamente. 

Ahora  aplicamos  el  teorema  10.23,  según  el  cual,  H  induce  una  homografía 
h  :  A4A5  — >  A4A3  que  transforma  los  puntos  A5,  A4,  Q,  A  en  P,A4,A3,C, 
respectivamente.  Ahora  bien,  esta  homografía  coincide  en  los  tres  primeros 
puntos  con  la  proyección  perspectiva  de  centro  B  entre  ambas  rectas,  luego 
ambas  coinciden,  y  en  particular  la  proyección  perspectiva  transforma  también 
C  en  A ,  lo  que  implica  que  A,  B,  C  son  colineales. 

Recíprocamente,  si  los  seis  puntos  cumplen  la  condición,  consideremos  la 
cónica  que  pasa  por  A2,  A3,  A4,  A3,  Aq,  sea  H  la  misma  homografía  considerada 
antes  y  sea  A\  el  punto  A\A2  n  H{A\A2),  que  está  en  la  cónica.  Por  la  parte 
ya  probada,  el  punto  C  =  A[A6  D  A3A4  tiene  que  estar  en  la  recta  AB,  luego 
tiene  que  ser  C  =  C,  de  donde  A^Aq  =  AiA6,  luego  A\  =  A\.  ■ 

El  teorema  siguiente  nos  da  un  procedimiento  para  trazar  la  tangente  a  una 
cónica  por  uno  de  sus  puntos  conociendo  otros  cuatro  puntos: 

Teorema  10.29  Sean  A\,  A 2,  A3,  A4,  A3  cinco  puntos  en  una  cónica  G.  Sea 
r  la  tangente  a  G  por  A3.  Entonces  los  puntos  r  D  A2A3,  A3A2  íl  A4A5  y 
a±a3  n  A3A4  son  colineales. 

DemostraciÓN:  Vale  literalmente 
la  prueba  dei  teorema  anterior  sin  más 
que  considerar  que  A3  =  Aq  y  que  la 
recta  A3A3  es  la  tangente  a  la  cónica 
por  A3.  m 

Todavia  podemos  identificar  dos  pun¬ 
tos  más  y  obtenemos  una  variante  para 
cuadriláteros  completos: 

Teorema  10.30  Si  un  cuadrilátero  completo  está  inscrito  en  una  cónica,  las 
tangentes  por  dos  de  sus  vértices  se  cortan  en  un  punto  colmeal  con  los  dos 
puntos  diagonales  que  no  están  sobre  el  lado  determinado  por  dichos  vértices. 

De  nuevo,  cl  argumento  es  literalmen¬ 
te  el  mismo  empleado  en  la  prueba  dei 
teorema  de  Pascal,  ahora  identificando 
A2  =  A3l  A5  =  A6  y  cambiando  los  la¬ 
dos  correspondientes  por  tangente. 

El  teorema  de  Pascal  admite  una  forma  dual  que  se  demuestra  sin  más  que 
aplicar  la  polaridad  de  la  cónica: 
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Teorema  10.31  (Brianchon)  Un  hexágono  está  circunscrito  a  una  cónica  (es 
decir,  sus  lados  son  tangentes)  si  y  sólo  si  las  tres  rectas  que  pasan  por  vértices 
opuestos  son  concurrentes. 

DemostraciÓN:  Los  polos  de  los 
lados  dei  hexágono  son  seis  puntos  dis¬ 
tintos  situados  sobre  la  cónica,  y  sus  la¬ 
dos  son  las  rectas  polares  de  los  vértices 
dei  hexágono  dado.  Las  intersecciones 
de  lados  opuestos  dei  nuevo  hexágono 
son  los  polos  de  las  rectas  que  unen 
vértices  opuestos  dei  hexágono  dado,  y 
como  éstas  son  colineales  por  el  teorema 
El  recíproco  es  análogo. 

Veamos  más  aplicaciones  dei  teorema  de  Pascal: 

Teorema  10.32  (Desargues)  Consideremos  un  cuadrilátero  completo  inscrito 
en  una  cónica  G  y  una  recta  r  que  no  pase  por  ninguno  de  sus  vértices,  pero 
que  corte  a  G  en  uno  o  dos  puntos.  Entonces  éstos  son  conjugados  respecto  a 
la  involución  en  r  que  determinan  los  pares  de  puntos  donde  los  lados  opuestos 
dei  cuadrilátero  cortan  a  r. 

DemostraciÓN:  El  teorema  9.59  afirma  que,  realmente,  los  puntos  deter¬ 
minados  por  pares  de  lados  opuestos  dei  cuadrilátero  son  conjugados  respecto 


de  Pascal,  sus  polos  son  concurrentes. 


La  figura  muestra  el  cuadrilátero  PQRS  y  los  pares  de  puntos  conjugados 
que  determina  (A,  Al),  [B,B'),  ( C,C ).  Falta  probar  que  la  involución  que  los 
conjuga  también  empareja  los  puntos  de  corte  T  y  T'  entre  r  y  C.  Para  ello 
llamamos  R'  =  PT  fl  QR  y  S'  =  QT'  D  PS,  con  lo  que  formamos  un  nuevo 
cuadrilátero  completo  PQR'S'.  El  teorema  de  Pascal  aplicado  al  hexágono 
PSRQT'T  nos  da  que  R' ,  S'  y  A!  son  colineales,  lo  cual  implica  que  ( A ,  A’) 
es  uno  de  los  pares  en  r  determinados  por  el  cuadrilátero,  y  los  otros  dos  son 
(B,Br)  y  (T,  T'),  por  lo  que  son  conjugados  por  una  misma  involución.  Como 
tiene  dos  pares  en  común  con  I,  de  hecho  es  I,  luego  I(T)  =  T'. 

Si  r  es  tangente  a  C,  usamos  la  versión  para  cinco  puntos  dei  teorema  de 
Pascal.  ■ 
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Una  variante  dei  argumento  anterior  prueba  la  versión  siguiente  para  un 
triângulo  en  lugar  de  un  cuadrilátero: 

Teorema  10.33  Consideremos  un  triângulo  inscrito  en  una  cónica  G  y  una 
recta  r  que  no  pase  por  sus  vértices,  pero  que  corte  a  G  en  uno  o  dos  puntos. 
Entonces  éstos  son  conjugados  respecto  a  la  involución  en  r  que  determinan  el 
par  de  puntos  donde  dos  lados  dei  triângulo  cortan  a  r  y  el  par  donde  lo  hacen 
el  tercer  lado  y  la  tangente  a  G  por  el  vértice  opuesto. 

DemostraciÓN:  La  figura  muestra  un  triângulo  PQR  y  los  pares  (A,  A'), 
( B,B' )  que  determina  en  la  recta  r.  Estos  determinan  una  involución  /  en  r  y 
se  trata  de  probar  que  conjuga  los  puntos  de  corte  T  y  T' . 


Para  ello  formamos  X  =  QT  (~l  PR,  Y  =  QR  D  PT1  y  consideramos  el 
cuadrilátero  completo  PQXY.  El  teorema  de  Pascal  aplicado  al  pentágono 
TT'PRQ  nos  d  que  X,  Y,  B  son  colincales,  lo  que  nos  da  que  uno  de  los  pares 
determinados  en  la  recta  es  y  los  otros  dos  son  claramente  ( T,T ')  y 

(A,  A '),  luego  determinan  la  involución  I  y  además  vemos  que  ésta  conjuga  a  T 
y  T'  como  se  requeria.  Si  T  =  T'  el  razonamiento  vale  igualmente  usando  10.30 
en  lugar  dei  teorema  de  Pascal  para  cinco  puntos.  ■ 


Homografías  entre  cónicas  y  rectas  Veamos  otra  consecuencia  destacada 
dei  teorema  10.27.  Para  ello  observamos  en  primer  lugar  que  existen  biyecciones 
naturales  entre  las  rectas  y  las  cónicas: 

Definición  10.34  Sea  G  una  cónica  y  O  £  G.  Sea  r  una  recta  que  no  pase 
por  O.  Definimos  ho  ■  C  — >  r  como  la  aplicación  dada  por  ho(P)  =  OP  D  r, 
con  el  convénio  de  que  OO  representa  a  la  tangente  a  C  por  O.  Es  claro  que  ho 
es  una  aplicación  biyectiva. 

Vemos  así  que  existe  una  correspondência  natural  entre  los  puntos  de  cual- 
quier  cónica  y  los  de  cualquier  recta.  En  particular,  si  el  cuerpo  K  que  determina 
el  plano  proyectivo  es  infinito,  entonces  las  cónicas  tienen  infinitos  puntos,  y  si 
es  finito,  entonces  cada  cónica  contiene  tantos  puntos  como  cada  recta,  que  son 
uno  más  que  el  número  de  elementos  de  K. 

Lo  relevante  es  que  estas  biyecciones  pueden  considerarse  homografías: 
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Diremos  que  una  biyección  h  :  s  — >  G  entre  una  recta  y  una  cónica  es 
una  homografía  si,  dado  un  punto  O  £  G  y  una  recta  r  que  no  pase  por  O,  la 
composición  h  o  ho  :  s  — >  r  es  una  homografía. 

Como  en  el  caso  de  los  haces  de  rectas,  ahora  podemos  probar  que  esta 
definición  no  depende  de  la  elección  dei  punto  O  ni  de  la  recta  r.  En  efecto,  si 
h  o  hr0  es  una  homografía  y  tomamos  otro  punto  O'  y  otra  recta  r' ,  entonces 
h  o  hr0,  se  descompone  como 


donde  Hq  es  la  homografía  dada  por  el  teorema  10.27.  Por  lo  tanto,  es  también 
una  homografía. 

Una  homografía  h  :  C  — >  s  de  una  cónica  en  una  recta  se  define  como  la 
inversa  de  una  homografía  de  una  recta  en  una  cónica  o,  equivalentemente  como 
una  aplicación  tal  que  hff  o  h  :  r  — >  s  sea  una  homografía  entre  rectas,  para 
cualquier  elección  de  un  punto  O  £  G  y  una  recta  r  que  no  pase  por  O. 

Es  inmediato  que  la  composición  de  una  homografía  entre  una  cónica  y  una 
recta  y  una  homografía  entre  rectas  da  de  nuevo  una  homografía,  así  como  que 
las  aplicaciones  ho  '■  G  — >  r  son  homografías. 

Observemos  también  que  existe  una  única  homografía  que  transforma  tres 
puntos  dados  de  una  cónica  en  tres  puntos  dados  de  una  recta.  En  efecto, 
dados  tres  puntos  A,  B ,  C  en  la  cónica,  consideramos  cualquier  aplicación  ho 
en  la  recta  y  la  componemos  con  la  homografía  de  la  recta  que  lleva  los  puntos 
ho(A),ho(B),ho{C)  en  los  tres  puntos  deseados.  Si  hi,h2  :  6  — >■  r  coinciden 
en  tres  puntos,  entonces  h f1  o  h2  deja  hjos  tres  puntos,  luego  es  la  identidad, 
luego  hi  =  h'2  ■ 

Podríamos  definir  las  homografías  entre  cónicas  de  forma  análoga  a  como 
hemos  definido  las  homografías  entre  cónica  y  recta,  pero  hay  una  definición 
equivalente  más  simple: 

Definición  10.35  Sean  6  y  6'  dos  cónicas  en  un  plano  proyectivo  X.  Una 
homografía  h  :  G  — >  G'  es  la  restricción  de  una  homografía  H  :  X  — >  X  tal 
que  H[G)  =  G' . 

Como  una  cónica  contiene  un  sistema  de  referencia  proyectivo,  es  claro  que 
cada  homografía  de  una  cónica  se  extiende  a  una  única  homografía  dei  plano. 

Teorema  10.36  Dadas  dos  cónicas  en  un  plano  proyectivo,  existe  una  única 
homografía  entre  ellas  que  transforma  tres  puntos  dados  en  tres  puntos  dados. 

DemostraciÓN:  Sean  C,  G'  las  dos  cónicas  y  consideremos  dos  ternas  de 
puntos  distintos  A,B,C  £  G  y  A',B',C'  £  G' .  Sea  P  el  punto  de  corte  de  las 
tangentes  a  6  por  Ay  B  y  sea  P'  el  punto  de  corte  de  las  tangentes  a  6'  por 
A!  y  B' .  Es  claro  que  A ,  B,C,P  y  A’,  B' ,  C ,  P'  son  dos  sistemas  de  referencia 
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proyectivos,  por  lo  que  existe  una  única  homografía  H  dei  plano  que  transforma 
uno  en  otro.  Veamos  que  H[ 6]  =  6'.  Ambas  cónicas  pasan  por  A' ,  B\  C  y  sus 
tangentes  por  A '  y  B'  pasan  por  P' .  Por  lo  tanto,  basta  probar  que  existe  una 
única  cónica  que  pasa  por  tres  puntos  dados  A\B\C  y  cuyas  tangentes  por  A! 
y  B'  pasan  por  un  mismo  punto  P' . 

Para  ello  tomamos  los  cuatro  puntos  como  sistema  de  referencia,  de  modo  que 
sus  coordenadas  serán  A '  =  (1, 0,  0),  B'  =  (0, 1,  0),  C  =  (0, 1, 0)  y  P'  =  (1, 1, 1). 
Según  hemos  visto  en  la  prueba  dei  teorema  10.11,  el  hecho  de  que  la  cónica 
pase  por  los  tres  primeros  se  traduce  en  que  su  matriz  es  de  la  forma 

/0  a  b  \ 

M  =  a  0  c  . 

\  b  c  0  / 

Las  ecuaciones  de  las  tangentes  por  A'  y  B'  son  aY  +  bZ  =  0  y  aX  +  cZ  =  0, 

respectivamente,  luego  el  hecho  de  que  P'  esté  en  ambas  se  traduce  en  que 

b  =  c  =  —a.  Como  podemos  elegir  arbitrariamente  uno  de  los  parâmetros,  no 
perdemos  generalidad  si  suponemos  que  a  =  1,  b  =  c  =  —1,  luego  la  cónica  está 
completamente  determinada. 

Esto  prueba  la  existência.  La  unicidad  se  debe  a  que  una  homografía  que 
transforme  una  cónica  en  la  otra  y  lleve  los  tres  puntos  dados  en  los  tres  puntos 
dados  transforma  necesariamente  P  en  P' ,  luego  es  la  homografía  que  hemos 
construído.  ■ 

Es  claro  que  la  composición  de  homografías  entre  cónicas  es  una  homografía, 
y  también  lo  es  la  composición  de  una  homografía  entre  rectas  con  una  homo¬ 
grafía  de  una  recta  en  una  cónica.  En  efecto,  tenemos  la  situación  siguiente: 


r 


H 


6' 


h0/ 


donde  s  es  una  recta  cualquiera  y  O  €  C  un  punto  cualquiera  que  no  pase  por 
s,  O'  =  H(0 )  ys'  =  H[s]-  La  construcción  geométrica  de  ho  garantiza  que 
el  diagrama  es  conmutativo,  luego  el  hecho  de  que  h  o  ho  sea  una  homografía 
(porque  h  lo  es)  implica  que  r  o  H  o  ho'  también  lo  es,  luego  r  o  H  también  es 
una  homografía. 

A  partir  de  aqui  es  inmediato  que  podemos  tratar  a  las  cónicas  proyectivas 
exactamente  igual  que  si  fueran  rectas.  Por  ejemplo,  dados  tres  puntos  en 
una  cónica  6,  podemos  considerar  las  coordenadas  homogéneas  de  cualquier 
punto  P  £  6  respecto  a  dicho  sistema,  definidas  tomando  cualquier  homografía 
h  :  6  — >  r  y  considerando  las  coordenadas  homogéneas  de  h(P)  respecto  dei 
sistema  de  referencia  formado  por  las  imágenes  de  los  tres  puntos  dados.  Es 
inmediato  que  la  definición  no  depende  de  la  elección  de  h. 

Similarmente  podemos  hablar  de  la  razón  doble  entre  cuatro  puntos  de  una 
cónica  y,  en  general,  de  cualquier  concepto  definido  para  rectas  y  que  se  conserve 
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por  homografías.  Por  ejemplo,  si  consideramos  un  plano  proyectivo  sobre  un 
cuerpo  ordenado,  podemos  hablar  de  los  segmentos  determinados  por  dos  puntos 
en  una  cónica,  y  de  la  separación  de  un  par  de  puntos  por  otro  par.  El  teorema 
siguiente  nos  da  una  caracterización  de  la  separación: 

Teorema  10.37  Sean  A,  B ,  C,  D  cuatro  puntos  en  una  cónica  G.  Entonces 
AB  ||  CD  si  y  sólo  si  AB  D  CD  es  un  punto  interior. 

DemostraciÓn:  Consideremos  la  proyección  hc  ■  G  — >  AB.  Notemos 
que  hc(A )  =  A ,  hc{B)  =  B,  hc{D)  =  AB  n  CD ,  mientras  que  hc(C)  es 
la  intersección  de  AB  con  la  tangente  a  6  por  C.  En  particular,  hc(C)  es 
un  punto  exterior  de  C,  pues  todos  los  puntos  de  una  tangente  son  exteriores, 
salvo  el  punto  de  tangencia.  Entonces  hc(D)  será  interior  si  y  sólo  si  está  en 
el  segmento  de  extremos  A  y  B  opuesto  al  que  contiene  a  hc(C)  (pues  uno 
consta  de  puntos  interiores  y  el  otro  de  puntos  exteriores),  es  decir,  si  y  sólo  si 
hc{A)hc(B )  ||  hc(C)hc(D),  lo  cual  equivale  por  definición  de  separación  sobre 
una  cónica  a  AB  ||  CD.  m 

Nota  Observemos  que  podemos  definir  también  una  homografía  /  :  G  — >  Oío 
entre  una  cónica  y  un  haz  de  rectas  como  cualquier  biyección  que  compuesta 
con  una  homografía  !Ko  — >  r  sea  una  homografía,  y  análogamente  se  definen 
las  homografías  “Ko  — >  G.  Los  resultados  que  tenemos  demostrados  hacen 
inmediato  que  estas  defhnciones  no  dependen  de  la  elección  de  la  homografía 
auxiliar,  así  como  que  la  composición  de  dos  homografías  de  cualquier  tipo  (entre 
rectas,  cónicas  o  haces)  es  también  una  homografía.  ■ 


El  centro  y  el  eje  de  una  homografía  de  una  cónica  Los  teoremas  de 
Pascal  y  Desargues  nos  permiten  describir  con  detalle  las  homografías  de  las 
cónicas.  El  resultado  básico  es  el  siguiente: 

Teorema  10.38  Si  A  ^  A!  y  B1  B'  son  dos  pares  de  puntos  homólogos  por 
una  homografía  en  una  cónica,  entonces  AB'  D  A'B  está  sobre  una  recta  r 
independiente  de  la  elección  de  los  puntos  A  y  B. 

DemostraciÓn:  Sea  /  :  C  — >  G  una  homografía  en  una  cónica  C,  que  se 
extiende  a  una  homografía  dei  plano  proyectivo  y  consideremos  la  composición 
de  las  homografías  siguientes  entre  haces  de  rectas: 

•  La  homografía  “Ka1  — >  óía  dada  por  A'P  i-a  AP  según  10.27. 

•  La  homografía  Jf  a  — t  3~Ca'  dada  por  r  H >•  f[r]. 

•  La  homografía  !Ka>  — >  9~Ca  dada  por  A'P  i-a  AP  según  10.27. 

Al  componerlas  obtenemos  una  homografía  0~Ca'  — >  Jía  dada  por 


A'P  i-A  AP  i-A  A'f(P)  ha  Af(P). 
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Esta  homografía  fija  la  recta  AA',  luego  es  una  proyección  perspectiva  (por 
la  última  observación  de  la  sección  precedente),  es  decir,  está  inducida  por 
una  perspectividad  H .  Sea  r  su  eje  de  perspectiva.  Entonces  cada  par  de 
rectas  homólogas  AB'  y  B'A  se  cortan  en  r  (para  todo  punto  B).  Falta  probar 
que  r  es  independiente  de  A.  Ahora  bien,  si  tomamos  tres  puntos  distintos  A , 
B,  C  con  imágenes  distintas  de  ellos  tres  A',  B' ,  C ,  los  puntos  AB '  fl  A'B, 
A'C  fl  CA ,  BC  fl  CB  son  colineales,  por  ei  teorema  de  Pascal  aplicado  al 
hexágono  AB’ CA! BC .  Si  llamamos  ro  a  la  recta  que  los  contiene,  vemos  que 
tq  es  la  recta  r  determinada  por  A  y  también  la  determinada  por  B.  Esto 
prueba  que  si  A  y  B  tienen  imágenes  distintas  de  ellos  mismos  (es  decir,  salvo 
si  A!  =  B  o  B'  =  A)  ambos  determinan  la  misma  recta.  Si  A'  =  B  tomamos 
un  tercer  punto  C  tal  que  C  y  C  sean  distintos  de  A,  A! ,  B ,  B'  y  concluímos 
que  A,  y  B  determinan  ambos  la  misma  recta  que  C .  m 

Por  dualidad  tenemos  también  el  teorema  siguiente: 

Teorema  10.39  Si  r  ^  r' ,  s  ^  s'  son  dos  pares  de  tangentes  homólogas  por 
una  homografía  en  una  cónica,  entonces  la  recta  que  pasa  por  r  fl  s'  y  r'  fl  s  pasa 
por  un  punto  O  independiente  de  la  elección  de  las  rectas  r  y  s. 

Deflnición  10.40  La  recta  r  y  el  punto  O  determinados  por  los  dos  teoremas 
anteriores  reciben  el  nombre  de  eje  y  centro  de  la  homografía  considerada. 


Observemos  que,  por  la  propia  definición,  el  eje  de  una  homografía  de  una 
cónica  pasa  por  sus  puntos  fijos,  si  es  que  los  tiene. 

Una  homografía  en  una  cónica  distinta  de  la  identi- 
dad  queda  completamente  determinada  en  cuanto  co- 
nocemos  su  eje  y  un  par  de  puntos  homólogos  A  ^  A' . 

En  efecto,  para  encontrar  el  homólogo  de  otro  punto 
P  no  tenemos  más  que  unir  A  con  PA' (Ir.  La  imagen 
P'  será  el  punto  de  intersección  de  esta  recta  con  la  cónica. 


Teorema  10.41  El  centro  de  una  homografía  en  una  cónica  es  el  polo  de  su 
eje. 


DemostraciÓN:  Consideremos  tres  pares  de  puntos  homólogos  A  ^  A', 
B  ^  Br,  C  ^  C .  Sean  R  =  A'B  fl  B'A  y  S  =  A'C  fl  CA.  De  este  modo  RS  es 
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el  eje  de  la  homografía.  Las  tangentes  en  Ay  B'  se  cortan  en  el  polo  de  AR,  y 
las  tangentes  en  A'  y  B  se  cortan  en  el  polo  de  A' R,  luego  la  recta  polar  de  R  es 
la  que  une  ambos  puntos  de  intersección.  Similarmente  se  calcula  la  polar  de  S 
y  la  intersección  O  entre  ambas  es  el  polo  de  RS.  Pero,  por  definición,  el  punto 
O  así  calculado  es  el  centro  de  la  homografía.  ■ 

Veamos  ahora  que  una  involución  queda  determinada  por  su  centro  de  una 
forma  muy  simple: 

Teorema  10.42  Si  A  y  A'  son  conjugados  por  una  involución  en  una  cónica, 
entonces  la  recta  AA'  pasa  por  su  centro. 


DemostraciÓn:  Sean  A  ^  A'  y  B,  B'  dos  pares  de  puntos  conjugados  por 
la  involución.  Entonces  AB'  fl  BA'  está  en  el  eje,  y  es  claro  que  su  imagen 
por  la  homografía  que  genera  la  involución  es  él  mismo.  Todo  punto  dei  eje 
puede  expresarse  de  este  modo  para  un  B  adecuado,  luego  la  homografía  fija  a 
cada  punto  de  su  eje  y  es,  por  consiguiente,  una  perspectividad.  Basta  probar 
que  su  centro  de  perspectiva  coincide  con  el  centro  de  la  involución.  Por  el 
teorema  anterior  basta  probar  que  el  centro  de  perspectiva  O  es  el  polo  dei 
eje  de  perspectiva  r.  Si  tomamos  dos  pares  de  conjugados  A  ^  A',  B  ^  B' , 
entonces  los  puntos  AB'  C\A'B  y  AB  fl  A! B'  están  en  r  (notemos  que  el  segundo 
es  A" B  n  AB').  Ahora  basta  aplicar  el  teorema  10.16.  ■ 

Es  claro  que  todo  punto  O  que  no  esté  contenido  en  una  cónica  6  es  el  centro 
de  una  única  involución  en  6.  Basta  considerar  dos  rectas  secantes  a  C  que  pasen 
por  O.  Si  éstas  cortan  a  la  cónica  en  A,  A  y  B,  B' ,  la  involución  para  la  que 
estos  puntos  forman  dos  pares  de  conjugados  tiene  claramente  centro  O. 

En  el  capítulo  anterior  vimos  que  toda  homografía  en  una  recta  (y  por  lo 
tanto  en  una  cónica)  es  producto  de  dos  involuciones.  El  teorema  siguiente  nos 
da  la  relación  entre  los  centros  y  los  ejes. 

Teorema  10.43  El  eje  de  la  composición  de  dos  involuciones  de  una  cónica  es 
la  recta  que  une  sus  centros  y  el  centro  de  la  intersección  de  sus  ejes. 

DemostraciÓn:  Tomemos  dos  puntos  A  y  B  de  la  cónica  que  no  sean 
puntos  fijos  o  conjugados  de  ninguna  de  las  involuciones  ni  de  su  composición. 
Entonces  la  primera  involución  los  transforma  en  otros  dos  puntos  Ai,  B\,  y 
la  segunda  transforma  éstos  en  otros  dos  puntos  A2,  B2,  de  modo  que  los  seis 
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puntos  son  distintos.  Si  0\  y  O2  son  los  centros  de  las  involuciones,  por  el 
teorema  10.42  sabemos  que  Oi  =  AA\  D  BB\  y  02  =  A\A2  D  BiB2.  Al  aplicar 
el  teorema  de  Pascal  al  hexágono  AAiA2BBiB2  concluimos  que  0\02  contiene 
a  AB2  D  BA2l  que  por  definición  es  un  punto  dei  eje  de  la  composición.  Por  lo 
tanto  dicho  eje  ha  de  ser  0\02.  Aplicando  la  polaridad  de  la  cónica  obtenemos 
que  el  centro  es  la  intersección  de  los  ejes.  ■ 


Capítulo  XI 


La  geometria  parabólica 


Vamos  a  reformular  la  geometria  euclídea  en  términos  de  la  geometria  pro- 
yectiva.  Sabemos  que  la  forma  natural  de  introducir  una  estructura  euclídea 
en  un  espacio  afín  E  (sobre  un  cuerpo  ordenado  pitagórico)  es  a  través  de  un 
producto  escalar  en  el  espacio  vectorial  asociado  E.  Por  otra  parte  sabemos 
(véase  la  definición  9.31  y  las  observaciones  posteriores)  que  un  espacio  afín 
puede  identificarse  con  un  par  (E^Eoo),  donde  E  es  un  espacio  proyectivo  y 
Eoo  es  un  hiperplano  seleccionado  arbitrariamente  como  hiperplano  infinito,  y 
alrora  vamos  a  ver  que,  en  estos  términos,  una  forma  alternativa  de  introducir 
una  estructura  euclídea  en  E  es  a  través  de  una  polaridad  simétrica  en  E^ . 

Observemos  en  primer  lugar  que  un  producto  escalar  está  determinado  salvo 
un  factor  de  escala  por  la  relación  de  ortogonalidad  que  determina.  Más  en 
general,  tenemos  el  resultado  siguiente,  válido  para  formas  bilineales  simétricas 
arbitrarias: 

Teorema  11.1  Sean  F,G  :  V  x  V  — ►  K  dos  formas  bilineales  simétricas  en 
un  espacio  vectorial  V  de  dimensión  finita  sobre  un  cuerpo  K  de  característica 
distinta  de  2.  Si  F(v,w)  =  0  equivale  a  G(v,w)  =  0,  para  todo  par  de  vectores 
v,w  €  V,  entonces  existe  a  €  K  no  nulo  tal  que  G  =  aF. 

DemostraciÓn:  Por  el  teorema  [Al  8.48]  existe  una  base  e±, . . .  ,en  de  V 
ortogonal  para  F,  pero  por  la  hipótesis  es  también  ortogonal  para  G.  Esto  signi¬ 
fica  que  las  matrices  de  F  y  G  en  esta  base  son  diagonales,  digamos  [ai, . . . ,  an] 
y  [b1,...,bn].  Claramente,  como  cq  =  F(ei,ei),  tenemos  que  cq  =  0  si  y  sólo 
si  bi  =  0.  En  particular,  una  forma  es  idénticamente  nula  si  y  sólo  si  lo  es  la 
otra,  y  en  tal  caso  el  teorema  se  cumple  con  a  =  1.  Supongamos,  pues,  que  las 
formas  no  son  nulas.  No  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  cq  ^  0,  luego 
también  b\  ^  0.  Ahora  observamos  que 

F(cqei  -  cqe,,  ei  +  ef)  =  ajF(ei,  ei)  -  oi F(eÍ5  ef)  =  0, 


luego 


G(aqei  -  aie*,  ei  +  ef)  =  ajG(ei,  ei)  -  aiG(ej,  e*)  =  ajòi  -  ai6»  =  0, 
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luego,  o  bien  aq  =  òj  =  0,  o  bien  òj/a*  =  òi/aq.  Llamando  a  =  fq/aq  ^  0,  en 
ambos  casos  bi  =  aat,  para  todo  i,  luego  G  =  aF.  ■ 

Si  en  un  espado  euclídeo  cambiamos  el  producto  escalar  por  un  múltiplo 
positivo,  obtenemos  otro  espado  euclídeo  que  se  diferencia  dei  dado  únicamente 
en  la  elección  de  la  unidad  de  medida.  Así  pues,  si  en  un  espado  afín  especifica¬ 
mos  una  clase  de  equivalência  de  productos  escalares  salvo  un  factor  de  escala, 
con  ello  estamos  determinando  lo  que  es  “absoluto”  en  una  estructura  euclídea 
(la  ortogonalidad,  la  congruência  entre  segmentos  y  entre  ângulos,  etc.),  pero 
no  una  unidad  de  medida,  que  es  una  elección  arbitraria  ajena  a  la  geometria 
dei  espado.  Ahora  vamos  a  ver  que  a  partir,  no  de  un  producto  escalar,  sino 
meramente  de  la  relación  de  ortogonalidad  que  determina,  es  posible  definir 
una  polaridad  simétrica  en  el  hiperplano  infinito  que  determina  dicha  relación 
de  ortogonalidad: 

Teorema  11.2  Sea  E  un  espado  afín  (proyectivo)  de  dimensión  >  2  sobre 
un  cuerpo  ordenado  pitagórico  y  supongamos  que  en  el  espado  vectorial  E  hay 
definido  un  producto  escalar  que  dota  a  Ean  de  estructura  de  espado  euclídeo. 
Fijado  O  €  Ef{n,  sea  p  :  Eoo  — >  LC(Eoo)  la  aplicación  que  a  cada  P  €  Eoo 
le  asigna  la  intersecdón  con  Eoo  de  cualquier  hiperplano  perpendicular  a  OP. 
Entonces  p  es  una  polaridad  simétrica  en  E oo  que  no  depende  de  la  elección 
de  O. 

DemostraciÓN :  Si  O1  es  cualquier  otro  punto  finito  de  E,  las  rectas  OP  y 
OrP  son  paralelas,  luego  tienen  los  misrnos  hiperplanos  perpendiculares,  y  todos 
ellos  son  paralelos  entre  sí,  luego  cortan  a  Eoo  en  un  misnro  hiperplano  p{P). 
Esto  prueba  que  p  está  bien  definida  y  no  depende  de  la  elección  de  O. 

Fijemos  un  sistema  de  referencia  ortonormal  en  Egn,  que  a  su  vez  deter¬ 
mina  un  sistema  de  referencia  (proyectivo)  en  E  en  el  que  Eoo  tiene  ecuación 
Xq  =  0,  de  modo  que  las  coordenadas  homogéneas  de  un  punto  de  coorde¬ 
nadas  afines  (aq, . . . ,  xn)  son  (1,  aq, . . . ,  xn).  Tomemos  como  O  el  punto  de 
coordenadas  (1,0,..., 0).  Entonces,  si  un  punto  P  €  Eoo  tiene  coordena¬ 
das  (0,  aq, . . . ,  an),  la  recta  OP  está  formada  por  los  puntos  de  coordenadas 
(1,  0, . . . ,  0)  +  A(0,  aq, . . . ,  an)  (donde  hemos  perdido  el  punto  infinito  P)  que  co- 
rresponden  a  las  coordenadas  afines  A(aq, . . . ,  an).  Como  el  sistema  de  referencia 
es  ortonormal,  los  puntos  dei  plano  perpendicular  que  pasa  por  O  cumplen  la 
ecuación  aqaq  +  •  •  •  +  anxn  =  0,  y  la  intersecdón  con  Eoo  dei  plano  está  formada 
por  los  puntos  (0,  aq, . . . ,  xn)  que  cumplen  esta  misma  ecuación. 

Al  eliminar  la  primera  coordenada  de  las  coordenadas  homogéneas  de  los 
puntos  de  Eoo  obtenemos  sus  coordenadas  homogéneas  respecto  de  un  sistema 
de  referencia  de  Eoo,  respecto  dei  cual,  el  hiperplano  p(P)  asociado  al  punto  de 
coordenadas  (aq, . . . ,  an)  tiene  ecuación  aqaq  +  •  •  •  +  anxn  =  0,  lo  que  significa 
que  p  es  la  polaridad  asociada  a  la  matriz  identidad.  En  particular  es  simétrica. 


Definición  11.3  Si  E  es  un  espado  euclídeo,  la  polaridad  en  Eoo  dada  por  el 
teorema  anterior  recibe  el  nombre  de  polaridad  ortogonal  de  E. 


11.1.  Espacios  parabólicos 


397 


Así,  una  variedad  afín  A  (es  decir,  una  variedad  proyectiva  de  X  no  contenida 
en  Eqo)  es  perpendicular  a  una  recta  r  si  y  sólo  si  A ^  =  AnEoo  está  contenida 
en  el  hiperplano  polar  dei  punto  infinito  de  r. 

Dos  puntos  P  y  Q  de  un  espado  proyectivo  se  dicen  conjugados  respecto 
de  una  polaridad  p  si  P  £  p{Q)  (o,  equivalentemente,  Q  £  p(P))-  En  estos 
términos,  dos  rectas  secantes  r  y  s  son  perpendiculares  si  y  sólo  si  sus  puntos 
infinitos  son  conjugados  respecto  a  la  polaridad  ortogonal. 

En  efecto,  si  los  puntos  infinitos  de  r  y  s  son  y  Soo,  respectivamente, 
entonces  r  es  perpendicular  a  s  si  y  sólo  si  s  está  contenida  en  el  hiperplano  H 
perpendicular  a  r  por  el  punto  de  corte,  si  y  sólo  si  Sqo  £  H ^  =  p{r  oa). 

En  particular,  un  punto  infinito  no  puede  ser  autoconjugado,  es  decir,  no 
puede  pertenecer  a  su  hiperplano  polar,  pues  eso  significaria  que  las  rectas  afines 
que  pasan  por  dicho  punto  infinito  serían  perpendiculares  a  sí  mismas. 

Esto  nos  lleva  al  concepto  de  espado  parabólico,  que  introducimos  a  conti- 
nuación: 


11.1  Espacios  parabólicos 

Definición  11.4  Un  espado  parabólico 1  es  un  espado  afín  (proyectivo)  E  de 
dimensión  >  2  en  el  que  se  ha  seleccionado  una  polaridad  simétrica  p  en  Aj*, , 
a  la  que  llamaremos  polaridad  ortogonal.  Un  espacio  euclídeo  es  un  espado 
parabólico  en  el  que  ningún  punto  infinito  P  es  autoconjugado,  es  decir,  que 
ningún  punto  cumple  P  £  p(P). 

Diremos  que  una  variedad  afín  A  en  un  espacio  parabólico  es  perpendicular 
a  una  recta  r  si  se  cumple  que  A  D  r  ^  0  (admitiendo  que  la  intersección 
pueda  ser  un  punto  infinito)  y  que  la  variedad  Aoo  =  A  (~l  Aoo  está  contenida 
en  el  hiperplano  polar  dei  punto  infinito  de  r.  En  particular,  una  recta  s  es 
perpendicular  a  r  si  y  sólo  si  sus  puntos  infinitos  son  conjugados  respecto  de  la 
polaridad  ortogonal. 

Si  E  es  un  plano,  el  teorema  9.56  afirma  que  las  polaridades  simétricas  de 
E0 o  coinciden  con  las  involuciones,  por  lo  que  en  este  caso  es  más  frecuente 
hablar  de  la  involución  ortogonal. 

Así,  si  I  es  la  involución  ortogonal  de  E,  dos  rectas  r  y  s  son  perpendiculares 
si  y  sólo  si  sus  puntos  infinitos  cumplen  /(roo)  =  Soo- 

Una  recta  afín  es  isótropa  (gr.  igual  dirección )  si  es  perpendicular  a  sí  misma 
o,  equivalentemente,  si  su  punto  infinito  es  autoconjugado.  En  estos  términos, 
un  espacio  es  euclídeo  si  y  sólo  si  no  tiene  rectas  isótropas. 

1  No  estamos  en  condiciones  de  entender  ahora  el  por  qué  de  este  nombre,  pero  la  idea  de 
fondo  (aunque  ahora  no  pueda  entenderse  dei  todo)  es  que  en  una  geometria  parabólica  cada 
recta  tiene  un  punto  infinito,  en  una  geometria  elíptica  las  rectas  no  tienen  puntos  infinitos, 
y  en  una  geometria  hiperbólica  cada  recta  tiene  dos  puntos  infinitos. 
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Obviamente,  la  existência  de  rectas  isótropas  contradice  el  concepto  intuitivo 
de  perpendicularidad,  pero  veremos  que  parte  de  la  geometria  parabólica  puede 
desarrollarse  sin  necesidad  de  exigir  que  no  lraya  rectas  isótropas,  y  así  obte- 
nemos,  por  ejemplo,  una  geometria  parabólica  sobre  cuerpos  algebraicamente 
cerrados,  donde  veremos  que  necesariamente  existen  tales  rectas. 

Veamos  ahora  que  la  traducción  a  la  geometria  afín  de  una  polaridad  orto¬ 
gonal  es  la  esperada: 

Teorema  11.5  Si  E  es  un  espacio  parabólico  sobre  un  cuerpo  K  de  carac¬ 
terística  ^  2,  existe  una  forma  bilineal  simétrica  regular  F  :  E  x  E  — >  K 
tal  que  dos  rectas  con  vedores  directores  u  y  v  son  perpendiculares  si  y  sólo  si 
F(u,  v)  =  0. 

DemostraciÓN:  Fijemos  un  sistema  de  referencia  en  E,  de  modo  que  Ea 0 
esté  formado  por  los  puntos  con  Xq  =  0.  La  recta  que  pasa  por  un  punto 
(1,  ai, . . . ,  an)  con  vector  director  u  de  coordenadas  (tti, . . . ,  un)  está  formada 
por  los  puntos  finitos  de  coordenadas 

(1, ai,  ...,a„)  +  A(0,ui, . . .  ,un),  X  G  K , 

que  son  los  puntos  finitos  de  la  recta  proyectiva  r  formada  por  los  puntos  de 
coordenadas  homogéneas 

£i(l,ai,  ■■•,««)  +  A(0,  ui, . .  .,un),  X,p  G  K. 

El  punto  infinito  es,  pues,  el  de  coordenadas  homogéneas  (0,  u\, . . . ,  un). 
Al  eliminar  el  0  inicial  obtenemos  las  coordenadas  homogéneas  de  r^  respecto 
de  un  sistema  de  referencia  de  Eoo.  Sea  A  la  matriz  (simétrica,  regular)  de  la 
polaridad  ortogonal  en  dicho  sistema  de  referencia.  Dados  dos  vectores  u  y  v 
de  coordenadas  (wi, . . . ,  un)  y  (tq, . . . ,  vn),  respectivamente,  podemos  definir 

F(u,  v)  =  (ui, . .  .,un)A(v  i, . . .  ,vny. 

Claramente,  F  es  una  forma  bilineal  simétrica  regular  en  E,  y  las  rectas  r  y  s 
de  vectores  directores  u  y  v  son  perpendiculares  si  y  sólo  si  sus  puntos  infinitos 
cumplen  sQ 0  G  p(r oo),  lo  cual  equivale  a  que  F(u,v)  =0.  ■ 


Observaciones  Aunque  en  la  prueba  dei  teorema  anterior  hemos  definido  F 
en  términos  de  un  sistema  de  referencia  elegido  arbitrariamente,  el  teorema  11.1 
implica  que  F  está  univocamente  determinado  por  la  polaridad  ortogonal  salvo 
un  factor  de  escala.  La  no  existência  de  puntos  infinitos  autoconjugados  equivale 
a  que  F(ü,  u)  ^  0  para  todo  vector  no  nulo.  Si  K  es  un  cuerpo  ordenado  euclídeo, 
entonces,  en  un  sistema  de  referencia  adecuado,  F  admite  una  matriz  diagonal 
cuya  diagonal  está  formada  por  valores  1  y  —1,  y  es  fácil  ver  entonces  que  la 
no  existência  de  puntos  autopolares  equivale  a  que  todas  las  entradas  tengan  el 
mismo  signo,  lo  cual  equivale  a  que  ±F  (con  el  signo  adecuado)  sea  un  producto 
escalar. 
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En  suma,  los  espacios  euclídeos  en  el  sentido  de  11.4  sobre  un  cuerpo  orde¬ 
nado  euclídeo  coinciden  con  los  espacios  euclídeos  en  el  sentido  dei  capítulo  IV 
salvo  por  el  hecho  de  que  el  producto  escalar  está  determinado  salvo  un  factor 
de  escala. 

Más  aún,  es  imnediato  que  el  producto  escalar  dei  espado  dei  teorema  11.2 
es  uno  de  los  que  determina  la  polaridad  ortogonal  definida  en  dicho  teorema. 


Vamos  a  encontrar  caracterizaciones  de  algunos  conceptos  de  la  geometria 
euclídea  en  términos  de  la  geometria  parabólica,  algunos  de  los  cuales  darán 
lugar  a  conceptos  análogos  en  espacios  parabólicos  arbitrários,  no  necesaria- 
mente  euclídeos.  Puesto  que  vamos  a  admitir  la  posibilidad  de  que  un  espado 
parabólico  E  tenga  puntos  infinitos  autoconjugados,  conviene  hacer  algunas  ob- 
servaciones  generales  sobre  éstos: 

Fijado  un  sistema  de  referencia  en  Eoo,  la  polaridad  ortogonal  vendrá  deter¬ 
minada  por  una  matriz  regular  simétrica  A ,  de  modo  que  el  hiperplano  polar  de 
un  punto  P  de  coordenadas  homogéneas  c  €  Kn  es  el  hiperplano  de  ecuación 
cAx 4  =  0,  y  los  puntos  autoconjugados  son  los  que  cumplen  cAê  =  0,  pero  esto 
es  la  ecuación  de  una  cuádrica  no  degenerada.  Esto  nos  lleva  a  la  definición 
siguiente: 

Definición  11.6  Si  E  es  un  espacio  parabólico  de  dimensión  >  2,  llamaremos 
cuádrica  esférica  a  la  cuádrica  en  Ea 0  cuya  matriz  en  un  sistema  de  referencia 
dado  es  la  de  la  polaridad  ortogonal. 

Es  inmediato  que  esta  definición  no  depende  de  la  elección  dei  sistema  de 
referencia,  pues  si  pasamos  a  otro  la  matriz  de  una  cuádrica  y  la  de  una  polaridad 
se  transforman  igual.  El  teorema  siguiente  es  imnediato: 

Teorema  11.7  Si  E  es  un  espacio  parabólico  de  dimensión  >  2,  la  cuádrica 
esférica  es  una  cuádrica  en  Eoa  no  degenerada  (tal  vez  vacia)  cuyos  puntos  son 
los  puntos  autoconjugados  de  E,  y  de  modo  que  la  polaridad  que  induce  en  E0 0 
es  la  polaridad  ortogonal ? 

En  el  caso  de  un  plano  parabólico  los  puntos  infinitos  autoconjugados  son 
los  puntos  fijos  de  la  involución  ortogonal,  de  modo  que  el  plano  será  euclídeo 
si  y  sólo  si  ésta  es  una  involución  elíptica. 

Ahora  es  claro  que,  tal  y  como  habíamos  senalado,  si  el  cuerpo  de  escalares  es 
algebraicamente  cerrado  (o  simplemente  si  todos  sus  elementos  tienen  raiz  cua- 
clrada)  entonces  todo  espacio  parabólico  tiene  puntos  infinitos  autoconjugados, 
pues  las  cuádricas  son  todas  no  vacías. 

Veamos  ahora  algunas  consecuencias  elementales  de  la  definición  de  espacio 
parabólico: 

2  El  hecho  de  que  hayamos  definido  las  cuádricas  como  clases  de  equivalência  de  formas 
bilineales  simétricas  hace  que  tenga  sentido  hablar  de  la  polaridad  de  una  cuádrica  aunque 
ésta  pueda  no  contener  puntos. 
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•  Las  rectas  perpendiculares  a  un  hiperplano  afín  H  son  las  rectas  que  pasan 
por  el  polo  de  iíoo-  En  particular,  por  cada  punto  finito  de  E  pasa  una 
única  perpendicular  a  H . 

En  efecto,  una  recta  r  es  perpendicular  a  H  si  y  sólo  si  iíoo  =  p(r oo)-  En 
efecto,  en  principio  la  definición  sólo  requiere  la  inclusión  íí^  C  p(roo), 
pero  como  son  dos  hiperplanos  de  Eoo  la  inclusión  implica  la  igualdad. 
Además,  la  condición  r  (~l  H  /  0  se  cumple  siempre.  Así  pues,  r^  es 
necesariamente  el  polo  de  H . 

•  Por  cada  punto  finito  P  pasa  un  único  hiperplano  íí  perpendicular  a  una 
recta  afín  dada  r.  Una  variedad  que  pasa  por  P  es  perpendicular  a  r  si  y 
sólo  si  corta  a  r  y  está  contenida  en  H . 

En  efecto,  sea  r^  el  punto  infinito  de  r  y  sea  Lí  el  hiperplano  que  contiene 
a  P  y  a  p(r x, )  •  Así  iíoo  =  p(vx ) ,  luego  H  es  perpendicular  a  r  por  el  punto 
anterior.  Una  variedad  A  que  pasa  por  P  y  corta  a  r  es  perpendicular  a  r 
si  y  sólo  si  Aoo  C  p(roo)  =  Hoo,  lo  cual  equivale  a  que  A  =  (Ax,P)  C  H. 

•  Por  un  punto  exterior  a  una  recta  no  isótropa  pasa  una  única  perpendicu¬ 
lar,  que  corta  a  ésta  en  un  punto  finito. 

Si  r  es  una  recta  y  P  un  punto  exterior,  el  hiperplano  H  perpendicular 
a  r  por  P  no  puede  cortar  a  r  en  su  punto  infinito,  pues  en  tal  caso 
r oo  £  iíoo  c  pÍToq)  seria  autoconjugado,  luego  la  intersección  es  un  punto 
finito  Q  £  r,  y  entonces  PQ  es  la  única  perpendicular  a  r  por  P. 

•  Dos  rectas  paralelas  son  perpendiculares  si  y  sólo  si  son  isótropas. 

Si  R  es  el  punto  infinito  común  de  las  rectas,  éstas  son  perpendiculares 
si  y  sólo  si  R  £  p{R),  es  decir,  si  y  sólo  si  R  es  autoconjugado,  lo  cual 
equivale  a  que  las  rectas  sean  isótropas. 

Veamos  ahora  que  el  concepto  de  “esfera”  puede  generalizarse  a  espacios 
parabólicos  arbitrários: 

Teorema  11.8  Si  E  es  un  espado  parabólico  y  O  y  P  son  puntos  finitos  tales 
que  la  recta  OP  no  es  isótropa,  entonces  existe  una  única  cuádrica  no  degene¬ 
rada  en  E  de  centro3  O  que  pasa  por  P  y  que  cuya  polaridad  induce  en  Ex  la 
polaridad  ortogonal. 

DemostraciÓN :  Fijemos  un  sistema  de  referencia  afín  en  el  que  O  tenga 
coordenadas  (0, . . . ,  0)  y  P  tenga  coordenadas  (1,  0, . . . ,  0).  Así,  sus  coordena¬ 
das  homogéneas  son  (1, 0, . . . ,  0)  y  (1, 1, 0, . . . ,  0),  respectivamente.  Además,  el 
punto  infinito  de  OP  tiene  coordenadas  (0, 1,  0, . . . ,  0).  Vamos  a  probar  que  sólo 
existe  una  matriz  simétrica  A  tal  que  la  cuádrica  que  define  en  este  sistema  de 
coordenadas  cumple  lo  requerido.  En  efecto,  tiene  que  ser  de  la  forma 


3E1  centro  de  una  cuádrica  afín  se  define  igual  que  el  de  una  cónica,  es  decir,  como  el  polo 
dei  hiperplano  infinito. 
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donde  A'  es  la  matriz  de  la  polaridad  ortogonal  en  el  sistema  de  referencia  de 
E oo  respecto  al  que  las  coordenadas  homogéneas  de  un  punto  infinito  son  las 
que  resultan  de  eliminar  la  primera  coordenada  homogénea  (nula)  respecto  dei 
sistema  que  hemos  fijado.  En  efecto,  la  presencia  de  la  matriz  A '  en  A  se  ve  en 
la  demostración  de  9.41,  y  los  ceros  son  la  condición  necesaria  y  suficiente  para 
que  O  sea  el  centro  de  la  cónica  (al  multiplicar  la  matriz  por  sus  coordenadas 
(1,0,...,  0)  debemos  obtener  un  vector  (a,  0, ... ,  0),  para  que  la  ecuación  dei 
hiperplano  polar  sea  Xq  =  0). 

Falta  imponer  que  P  esté  en  la  cuádrica  determinada  por  la  matriz,  lo  cual 
equivale  a  que  (1, 1,0,...,  0)A(1, 1,  0, . . . ,  0)*  =  0.  A  su  vez,  esto  equivale  a  que 
alpha+l 3  =  0,  donde  /3  es  el  primer  coeficiente  de  A! .  Esto  nos  da  un  único  valor 
posible  para  a ,  pero  que  sólo  será  válido  si  a  yé  0,  es  decir,  si  /?  yé  0,  porque  en 
caso  contrario  la  matriz  A  seria  singular  y  la  cuádrica  seria  degenerada.  Ahora 
bien,  f3  =  (1,0,...,  0)A'(1,  0, . . . ,  0)4  yé  0,  ya  que  lo  contrario  significaria  que  el 
punto  infinito  de  OP  seria  autoconjugado,  en  contra  de  la  hipótesis  de  que  la 
recta  no  es  isótropa.  ■ 


Definición  11.9  Si  E  es  un  espado  parabólico,  llamaremos  esferas 4  en  E  a 
las  cuádricas  no  degeneradas  de  centro  finito  que  inducen  en  E^  la  polaridad 
ortogonal.  En  los  planos  parabólicos  las  esferas  se  llaman  circunferências. 

He  aqui  una  caracterización  más  simple  de  las  esferas: 

Teorema  11.10  En  un  espado  parabólico  E,  una  cuádrica  no  degenerada  C  es 
una  esfera  si  y  sólo  si  6  fl  E0 0  es  la  cuádrica  esférica. 

Demostración:  Si  C  es  una  esfera,  entonces  tiene  centro  finito,  y  si  Cfl-E^o 
es  la  cuádrica  esférica  (que  es  no  degenerada)  entonces  E0 0  no  puede  ser  tangente 
a  6  (por  el  teorema  10.10),  luego  el  centro  pe(A-oo)  tiene  que  ser  finito.  Así  pues, 
podemos  probar  la  equivalência  bajo  el  supuesto  de  que  6  es  una  cuádrica  de 
centro  finito  O.  Tomamos  un  sistema  de  referencia  en  el  que  E ^  tenga  ecuación 
io  =  0  y  cuyo  origen  de  coordenadas  afines  sea  O.  Esto  se  traduce  en  que  la 
matriz  de  6  será  de  la  forma 


A  = 


a 

0  ' 

0 

A' 

Así  C  es  una  esfera  si  y  sólo  si  A'  es  la  matriz  de  la  polaridad  ortogonal,  lo  cual 
equivale  también  a  que  CDE^,  sea  la  cuádrica  de  matriz  A',  es  decir,  la  cuádrica 
esférica.  ■ 

4Es  fácil  ver  que  si  E  es  un  espacio  euclídeo  y  p  es  la  polaridad  dada  por  el  teorema  11.2, 
las  esferas  que  acabamos  de  definir  coinciden  con  el  concepto  usual  de  esfera.  En  efecto,  fijado 
un  sistema  de  referencia  ortonormal  con  origen  en  un  punto  O,  la  ecuación  de  una  esfera  de 
centro  O  es  x \  +  ■  •  ■  +  =  r2 .  luego  su  matriz  es  la  matriz  diagonal  [— r2 , 1 , . . . ,  1] ,  luego  tiene 

centro  O  en  el  sentido  proyectivo  y  la  polaridad  que  induce  en  Eoo  tiene  matriz  identidad,  que 
es  precisamente  la  matriz  de  la  polaridad  ortogonal,  tal  y  como  se  ve  en  la  prueba  de  11.2. 
Por  lo  tanto,  toda  esfera  usual  es  una  esfera  en  el  sentido  de  la  geometria  parabólica.  Como 
existe  una  única  esfera  usual  y  una  única  esfera  parabólica  con  un  centro  dado  y  que  pasa  por 
un  punto  dado,  ambos  conceptos  son  equivalentes. 
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En  particular,  en  un  plano  parabólico  con  involución  ortogonal  hiperbólica, 
las  circunferências  son  exactamente  las  cónicas  no  degeneradas  que  pasan  por 
los  dos  puntos  infinitos  autoconjugados.  Por  esta  razón  se  conocen  también 
como  puntos  circulares. 

Observemos  que  las  circunferências  en  un  plano  euclídeo  son  elipses  (por¬ 
que  no  contienen  puntos  infinitos),  mientras  que  en  un  plano  con  involución 
ortogonal  hiperbólica,  las  circunferências  son  hipérbolas. 

Hemos  probado  que  existe  una  única  esfera  con  un  centro  finito  dado  O  que 
pasa  por  un  punto  finito  dado  P,  con  la  única  restricción  de  que  la  recta  OP  no 
sea  isótropa.  Esto  no  es  ninguna  restricción  en  un  espado  euclídeo,  pero  si  hay 
rectas  isótropas  la  condición  es  necesaria: 

Dada  una  esfera  C  de  centro  (finito)  O  en  un  espado  parabólico  y  un  punto 
infinito  autoconjugado  Poo,  tenemos  que  Poo  £  Eoo  =  pe(0 ),  y  por  consiguiente 
O  £  pe{Poo),  luego  O  Poo  C  Pe(Poo),  luego  la  recta  O  Poo  es  tangente  a  6  por 
Poo-  Si  contuviera  un  punto  finito  de  C,  entonces  estaria  contenida  en  6,  luego 
O  £  6,  luego  O  £  pe(0)  =  Eoo,  en  contradicción  con  que  O  era  un  punto  finito. 

En  otras  palabras:  toda  recta  isótropa  r  que  pasa  por  el  centro  de  una  esfera 
es  tangente  a  ésta  por  r y  es  una  tangente  propia,  porque  en  caso  contrario 
el  centro  seria  un  punto  infinito,  luego  una  esfera  corta  a  una  recta  isótropa  que 
pase  por  su  centro  únicamente  en  su  punto  infinito. 

En  particular,  en  un  plano  parabólico  no  euclídeo,  las  circunferências  son 
hipérbolas  y  las  rectas  isótropas  que  pasan  por  su  centro  son  sus  asíntotas. 

También  es  fácil  caracterizar  las  semejanzas  euclídeas  (a  la  vez  que  extende- 
mos  el  concepto  a  espacios  parabólicos  arbitrários): 

Definición  11.11  Llamaremos  grupo  parabólico  de  un  espacio  parabólico  E  al 
grupo  de  todas  las  biyecciones  afines  /  £  GA  (E)  que  conservan  la  polaridad 
ortogonal,  es  decir,  que  cumplen  p{f{P))  =  f[p(P)\  para  todo  P  £  Eoo-  Lo 
representaremos  por  Sem(E)  y  a  sus  elementos  los  llamaremos  semejanzas  de  E. 

Equivalentemente,  las  semejanzas  de  E  son  las  biyecciones  afines  que  trans- 
forman  rectas  perpendiculares  en  rectas  perpendiculares. 

En  efecto,  si  /  cumple  esta  condición,  P  £  E0 c  y  Q  £  p(P),  tomamos 
cualquier  punto  finito  R  y  consideramos  las  rectas  perpendiculares  RP  y  RQ. 
Entonces  f[RP)  y  f[RQ]  también  son  perpendiculares,  lo  que  significa  que 
f(Q)  £  p(f(P)),  luego  f[p{Pj\  C  p(f(P)).  Como  son  dos  hiperplanos  de  Eoo, 
se  da  la  igualdad.  El  recíproco  es  claro.  ■ 

Observemos  que  las  homotecias  y  las  traslaciones  de  E  son  semejanzas,  pues 
son  las  homografías  que  se  restringen  a  la  identidad  en  Eoo ,  luego  trivialmente 
conservan  la  polaridad  ortogonal. 

5Teniendo  en  cuenta  el  teorema  7.22,  de  aqui  se  sigue  que  las  semejanzas  en  este  sentido 
de  un  espacio  euclídeo  respecto  de  la  estructura  euclídea  dada  por  el  teorema  11.2  son  las 
semejanzas  en  el  sentido  usual. 
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Para  caracterizar  las  isometrías  nos  valdremos  dei  teorema  7.34,  según  el 
cual  las  isometrías  están  generadas  por  las  reflexiones,  las  cuales  admiten  una 
caracterización  sencilla: 

Defiiiición  11.12  Una  reflexión  en  un  espado  parabólico  E  es  una  homología 
de  orden  2  que  fija  al  hiperplano  infinito  E0 0,  cuyo  centro  C  es  un  punto  infinito 
y  cuyo  eje  H  cumple  =  H  C I  E0 c  =  p(C). 

Recordemos  que,  por  definición  de  homología,  el  centro  C  no  está  en  el 
eje,  luego  éste  no  puede  ser  el  hiperplano  infinito.  Más  aún,  como  C  €  E <*,, 
C  £  H  y  p(C)  =  Hoo,  necesariamente  C  £  p(C),  es  decir,  que  el  centro  no  es 
autoconjugado.  Equivalentemente,  el  eje  H  no  es  un  hiperplano  isótropo,  en  el 
sentido  de  que  no  contiene  al  polo  de  H ^  (que  es  C).  Recíprocamente: 

Teorema  11.13  Sea  E  un  espado  parabólico  y  sea  H  un  hiperplano  afín  en  E 
que  no  sea  isótropo  (es  decir,  que  no  contenga  al  polo  de  Hão).  Entonces  existe 
una  única  reflexión 6  en  E  de  eje  H . 

DemostraciÓn:  Veamos  primero  la  unicidad.  Si  /  es  una  reflexión  de 
centro  C  y  eje  H ,  necesariamente  C  =  p(Hoo).  Dado  un  punto  finito  P  €  E\H, 
la  recta  r  =  CP  corta  a  H  en  un  punto  P  que  no  puede  ser  C  (porque  no  está 
en  H),  luego  es  finito.  Notemos  que  r  es  la  única  perpendicular  a  H  que  pasa 
por  P.  Por  definición  de  homología  sabemos  que  /  fija  a  r,  es  decir,  que  se 
restringe  a  una  involución  en  r  con  dos  puntos  fijos  P  y  C  (no  puede  ser  la 
identidad,  pues  entonces  /  fijaría  a  todos  los  puntos  de  r  y  de  H.  luego  seria 
la  identidad).  Por  el  teorema  9.57,  la  imagen  de  cualquier  otro  punto  A  6  r  es 
necesariamente  su  conjugado  harmónico  respecto  de  (P,C),  es  decir,  el  único 
punto  B  tal  que  P  es  el  punto  medio  de  A  y  B. 

Esto  prueba  que  /  está  univocamente  determinada  por  H:  fija  a  los  puntos 
de  H  y  la  imagen  de  cualquier  punto  finito  P  que  no  esté  en  H  es  su  simétrico 
respecto  al  pie  de  la  perpendicular  a  H  por  P. 

Sólo  falta  probar  que  realmente  existe  una  homografía  con  estas  carac¬ 
terísticas:  tomamos  n—1  puntos  P±, ... ,  Pn~i  G  H dEoa  proyectivamente  inde- 
pendientes,  anadimos  Pn  =  C  y  completamos  con  un  punto  O  =  Pq  £  H  \  E^. 
Así  tenemos  n  +  1  puntos  proyectivamente  independientes  en  E,  que  completa¬ 
mos  a  un  sistema  de  referencia  proyectivo  con  cualquier  punto  Pn+i  €  E  que 
cumpla  lo  necesario.  Respecto  a  este  sistema,  estos  puntos  tienen  coordenadas 

O  =  (1,0,...  0),  P\  =  (0, 1, . . . ,  0),  ...,  P„  =  (0,...,0,1). 

Por  lo  tanto,  el  hiperplano  infinito  tiene  ecuación  Xo  =  0  y  el  eje  H  tiene 
ecuación  xn  =  0.  En  coordenadas  afines,  O  es  el  origen  de  coordenadas,  H  el 
hiperplano  xn  =  0  y  la  recta  OC  perpendicular  a  H  por  O  es  el  eje  xn.  Basta 
considerar  la  biyección  afín  /  dada  por  (aq, . . . ,  xn)  K >  (aq, . . .  ,xn-i,  —  xn).  Es 

6 La  prueba  muestra  que,  en  el  caso  de  un  espacio  euclídeo  dado  por  el  teorema  11.2,  las 
reflexiones  en  el  sentido  de  la  definición  que  acabamos  de  dar  coinciden  con  las  usuales,  es 
decir,  con  las  simetrias  respecto  de  hiperplanos. 
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claro  que  fija  a  todos  los  puntos  de  H  y  a  todos  los  hiperplanos  que  pasan  por  C 
(que  son  los  que  tienen  ecuaciones  de  la  forma  aiXi  +  ■  ■  ■  +  an-\Xn-\  =  ò),  y 
además  tiene  orden  2,  luego  es  una  homología  de  ej e  H.  ■ 


Teorema  11.14  Las  reflexiones  son  semejanzas. 

DemostraciÓN :  Toda  reflexión  admite  una  expresión  en  coordenadas  como 
la  considerada  en  la  demostración  dei  teorema  anterior,  en  la  que  el  hiperplano 
infinito  tiene  ecuación  Xo  =  0,  el  eje  H  tiene  ecuación  xn  =  0  y  el  centro  C 
tiene  coordenadas  (0, ...  ,0, 1).  Al  eliminar  la  primera  coordenada  homogénea 
(nula)  de  un  punto  infinito  obtenemos  sus  coordenadas  homogéneas  respecto 
de  un  sistema  de  referencia  de  E^.  Sea  A  la  matriz  (simétrica,  regular,  de 
dimensión  n  x  n)  de  la  polaridad  ortogonal  en  dicho  sistema  de  referencia.  Como 
p(C)  =  Hão,  tiene  que  cumplirse  que  (0, . . . ,  0, 1  )A  =  (0, . . . ,  0, 1),  luego 


para  cierta  matriz  A*.  Por  lo  tanto,  xAy 4  =  xA*yl  +  xnyn,  donde  x,  y  son  los 
vectores  que  resultan  de  eliminar  la  última  coordenada  a  x,  y,  respectivamente. 

Por  otra  parte,  la  expresión  de  la  reflexión  /  en  coordenadas  homogéneas 
es  f(x  o,...,xn)  =  (xo,  ■  ■  ■ ,  xn-i,  xn),  luego  su  restricción  a  E^,  viene  dada 
por  f(x)  =  (x,—xn),  y  así  es  claro  que  si  dos  puntos  infinitos  P  y  Q  de 
coordenadas  x,  y  cumplen  Q  G  p(P),  es  decir,  xAxf‘  =  0,  entonces  también 
(x,  - xn)A(y ,  -yny  =  0,  luego  f(Q)  G  p(f(P)).  Por  lo  tanto  f\p(P)\  C  p(f(P)), 
y  como  son  hiperplanos,  se  tiene  la  igualdad.  ■ 


Definición  11.15  Definimos  el  grupo  de  isometrías  de  un  espacio  parabólico  E 
como  el  grupo  generado  por  las  reflexiones.'  Lo  representaremos  por  Is (E). 

Por  el  teorema  anterior  sabemos  que  Is  (A1)  es  un  subgrupo  de  Sem(£’). 

Ya  hemos  sehalado  que  las  homotecias  y  las  traslaciones  son  semejanzas. 
Veamos  ahora  que  las  traslaciones  son  también  isometrías: 

Teorema  11.16  El  producto  de  dos  reflexiones  con  ejes  paralelos  es  una  tras- 
lación.  Toda  traslación  cuyo  centro  no  sea  un  punto  autoconjugado  es  producto 
de  dos  reflexiones  de  ejes  paralelos.  Si  el  centro  es  autoconjugado  entonces  la 
traslación  es  producto  de  cuatro  reflexiones.  En  particular  todas  las  traslaciones 
son  isometrías. 

Demostración:  Dada  una  reflexión  /,  en  la  prueba  dei  teorema  11.13 
hemos  visto  que,  en  un  sistema  de  referencia  afín  adecuado,  su  expresión  en 
coordenadas  es  f(x\, . . . ,  xn)  =  (xi, . . . ,  x„_i,  —xn),  de  modo  que  su  eje  es  el 

'De  acuerdo  con  el  teorema  7.34,  las  isometrías  en  este  sentido  son  las  mismas  que  las 
definidas  en  términos  de  un  producto  escalar  para  espacios  euclídeos  sobre  cuerpos  realmente 
cerrados. 
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hiperplano  xn  =  0.  Si  otra  reflexión  g  tiene  un  eje  paralelo,  entonces,  en  ese 
mismo  sistema  de  referencia  el  eje  tendrá  ecuación  xn  =  c,  para  cierto  escalar 
c,  y  es  fácil  ver  entonces  que  la  expresión  en  coordenadas  es  g(x i, . . .  ,xn )  = 
(xi, . . .  ,xn-i,2c  —  xn)  (se  comprueba  fácilmente  que  g  cumple  la  definición 
de  reflexión  con  el  hiperplano  xn  =  c  como  eje,  y  por  la  unicidad  tiene  que 
ser  la  reflexión  dada).  Entonces,  (fg)(x i, . . . ,  xn)  =  (aq, . . . ,  xn-i,xn  +  2c)  es 
claramente  una  traslación. 

Recíprocamente,  si  T  es  una  traslación  de  centro  C  no  autoconjugado,  to¬ 
mamos  cualquier  punto  finito  O,  de  modo  que  la  recta  OC  no  es  isótropa.  Si  H 
es  el  hiperplano  perpendicular  a  OC  que  pasa  por  O,  tenemos  que  H =  p(C), 
luego  C  £  H,  luego  OC  no  está  contenida  en  H,  sino  que  OC  fl  H  =  O.  Es 
fácil  construir  entonces  un  sistema  de  referencia  afín  respecto  dei  cual  H  tenga 
ecuación  xn  =  0  y  OC  sea  el  eje  xn.  Esto  implica  que  la  expresión  coordenada 
de  T  es  T(x i, . . . ,  xn)  =  (xi, . . . ,  xn-i,  xn  +  d).  Llamando8  c  =  d/2  las  reflexio¬ 
nes  f  y  g  con  las  expresiones  coordenadas  de  la  parte  precedente  cumplen  que 

fg  =  t. 

Si  T  es  una  traslación,  pero  su  centro  C  es  autoconjugado,  tomamos  una 
recta  r  que  pase  por  C  y  sea  secante  a  la  cuádrica  esférica.  Entonces  r  sólo  con- 
tiene  dos  puntos  autoconjugados,  uno  de  los  cuales  es  C.  Tomemos  dos  puntos 
A  y  B  en  r  que  no  sean  autoconjugados  y  sea  O  un  punto  finito  cualquiera, 
sea  P  =  T(0)  £  OC  y  sea  Q  =  AP  n  OB  (las  rectas  se  cortan  porque  están 
en  el  mismo  plano  OAB ,  y  la  intersección  es  finita  porque  A  ^  B).  Enton¬ 
ces  OP  =  OQ  +  qP,  luego  T  es  la  composición  de  las  traslaciones  definidas 
por  los  otros  dos  vectores,  cuyos  centros  son  A  y  B,  no  autoconjugados.  Por 
el  caso  precedente  ambas  traslaciones  se  descomponen  en  dos  reflexiones  cada 
una,  luego  T  es  composición  de  cuatro  reflexiones.  ■ 

Con  esto  podemos  caracterizar  la  congruência  de  segmentos  y  de  vectores: 

Dados  cuatro  puntos  finitos  A,  B ,  C,  D  en  un  espado  parabólico  E,  podemos 
definir  AB  =  CD  como  que  existe  una  isometría  /  :  E  — >  E  tal  que  f(A)  =  C 
yf(B)  =  D. 

La  misma  definición  vale  para  A  l'l  =  cÒ,  sólo  que  ahora  hay  que  justificar 
que  la  definición  no  depende  de  la  elección  de  los  pares  de  puntos  que  representan 
a  los  vectores,  pero  esto  se  debe  a  que  si  tenemos  AB  =  A'B',  entonces  la 
traslación  de  vector  A  A'  es  una  congruência  entre  (A,  B)  y  ( A' ,  B '),  luego  no 
importa  qué  par  tomamos  para  compararlo  con  el  de  otro  vector. 


11.2  Espacios  euclídeos 

Los  resultados  de  la  sección  precedente  muestran  que  en  el  estúdio  de  la 
geometria  euclídea  el  produeto  escalar  puede  sustituirse  por  una  polaridad  or¬ 
togonal  sin  puntos  autoconjugados,  y  que  algunos  conceptos  y  resultados  son 

8  Recordemos  que  sólo  consideramos  espacios  proyectivos  sobre  cuerpos  de  característica 
distinta  de  2. 
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generalizables  (aunque  sea  parcialmente)  a  espacios  parabólicos  arbitrários.  La 
razón  por  la  que  liemos  estudiado  espacios  parabólicos  en  general,  sin  excluir  la 
presencia  de  rectas  isótropas,  es  porque  éstas  aparecen  cuando  se  considera  la 
complexificación  de  un  espado  euclídeo: 

La  complexificación  de  un  espacio  euclídeo  Sabemos  que  todo  espado 
euclídeo  sobre  un  cuerpo  ordenado  euclídeo  R  puede  identificarse  con  el  con¬ 
junto  de  los  puntos  finitos  dei  espacio  proyectivo  E  =  P n(R)  respecto  a  un 
hiperplano  infinito  E^  seleccionado  arbitrariamente.  La  estructura  euclídea  de 
E  determina  una  polaridad  p  en  E^  sin  puntos  autoconjugados  con  la  que  E 
se  convierte  en  un  espacio  parabólico. 

A  su  vez,  en  las  páginas  357  y  siguientes  hemos  visto  que  E  puede  identifi¬ 
carse  con  el  conjunto  de  los  puntos  reales  dei  espacio  complejo  Ec  =  P n(C),  y 
que  el  hiperplano  infinito  Eoo  se  identifica  con  el  conjunto  de  los  puntos  reales 
de  un  único  hiperplano  de  Ec ,  que  seguiremos  llamando  E^.  A  su  vez,  la 
polaridad  ortogonal  p  se  extiende  a  una  única  polaridad  dei  hiperplano  infinito 
extendido  (la  dada  por  la  misma  matriz  respecto  a  cualquier  sistema  de  referen¬ 
cia  real)  que  seguiremos  llamando  p,  y  que  dota  a  Ec  de  estructura  de  espacio 
parabólico,  sólo  que  en  Ec  la  cuádrica  esférica  ya  no  es  vacía,  por  lo  que  hay 
puntos  autoconjugados. 

De  este  modo,  al  espacio  euclídeo  de  partida,  no  sólo  le  hemos  “anadido” 
puntos  infinitos,  sino  también  puntos  imaginários,  pero  es  importante  tener  pre¬ 
sente  que  con  esto  no  hemos  perdido  nada  de  generalidad.  Todo  espacio  euclídeo 
(entendido  como  espacio  afín)  se  puede  sumergir  en  un  espacio  parabólico  con 
puntos  infinitos  e  imaginários,  de  modo  que  al  estudiar  un  espacio  euclídeo  su- 
mergido  en  un  espacio  parabólico  complejo  estamos  estudiando  realmente  un 
espacio  euclídeo  arbitrário. 

Si  fijamos  en  E  un  sistema  de  referencia  ortonormal  de  modo  que  sea  el 
hiperplano  xq  =  0,  una  esfera  de  centro  el  origen  de  coordenadas  está  formado 
por  los  puntos  cuyas  coordenadas  afines  cumplen  una  ecuación  de  la  forma 

2  i  i  2  2 

X1  +  ‘  ‘  '  +  xn  —  r  > 

luego  las  coordenadas  homogéneas  de  sus  puntos  cumplen  la  ecuación 

—r  x0  +  x1  H - h  xn  =  0, 

luego  la  cuádrica  esférica,  que  es  la  intersección  de  la  esfera  con  el  hiperplano 
infinito,  tiene  ecuación 

x\  H - +  x^  =  0, 

que  es,  pues,  independiente  dei  sistema  de  referencia  ortonormal  elegido. 

Por  ejemplo,  en  el  caso  de  un  plano  euclídeo,  considerando  que  la  recta 
infinita  es  z  =  0,  la  ecuación  es  x2  +  y2  =  0,  luego  los  puntos  circulares  son  los 
de  coordenadas  homogéneas  (1,  ±i,  0). 

Un  concepto  útil  a  la  hora  de  tratar  con  puntos  imaginários  es  el  siguiente: 
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Fijado  un  sistema  de  referencia  proyectivo  (en  E,  es  decir,  formado  por 
puntos  reales),  si  un  punto  P  tiene  coordenadas  x  =  (xq,  ...,xn),  definimos  su 
conjugado  complejo  como  el  punto  P  de  coordenadas  x  =  (xq,  ■  ■  ■  ,xn),  donde  la 
barra  indica  el  P-automorfismo  de  C  que  intercambia  i  con  —i. 

Es  claro  que  la  definición  no  depende  de  la  elección  de  las  coordenadas 
homogéneas  de  P ,  y  tampoco  de  la  elección  dei  sistema  de  referencia,  pues  si 
fijamos  otro  (siempre  formado  por  puntos  reales),  existirá  una  matriz  real  M 
tal  que  las  coordenadas  de  P  en  el  nuevo  sistema  serán  xM,  y  al  conjugarias 
obtenemos  xM ,  que  son  las  coordenadas  de  P  en  el  nuevo  sistema  de  referencia. 

Por  ejemplo,  hemos  visto  que  los  puntos  circulares  de  un  plano  euclídeo 
son  conjugados  complejos,  pues  sus  coordenadas  en  un  sistema  de  referencia 
ortonormal  son  (1,  ±i,  0). 

Obviamente,  P  =  P  y  un  punto  P  es  real  si  y  sólo  si  P  =  P.  Esto  último 
no  es  difícil  de  ver,  pero  no  es  trivial.  En  efecto,  en  principio,  la  igualdad 
P  =  P  significa  que  las  coordenadas  de  P  cumplen  x  =  Xx,  para  cierto  A  €  C 
no  nulo.  Tomemos  una  coordenada  no  nula  a de  modo  que  x,  =  Axj,  luego 
Xi  =  A  Xi  =  XXxí,  luego  A  A  =  1.  Tomemos  ahora  un  p  £  C  tal  que  p2  =  A,  con 
lo  que  ( pp )2  =  1,  luego  pp  =  1  (pues  pp  >  0).  Entonces  px  =  pXx  =  px  es  un 
vector  de  coordenadas  homogéneas  reales  para  P. 

Similarmente  podemos  definir  la  conjugación  de  una  variedad  proyectiva 
V  =  (Pi, . . . ,  Pd)  como  la  variedad  V  =  (Pi, . . . ,  Pd).  Es  fácil  ver  que  P  £  V 
si  y  sólo  si  P  €  V,  lo  que  prueba  que  la  definición  no  depende  dcl  generador 
elegido. 

En  particular,  el  conjugado  de  un  hiperplano  es  el  hiperplano  que  resulta 
de  conjugar  los  coeficientes  de  su  ecuación  respecto  de  cualquier  sistema  de 
referencia  real. 

Similarmente,  definimos  la  conjugación  C  de  una  cuádrica  C  como  la  cuádrica 
que  resulta  de  conjugar  los  coeficientes  de  su  ecuación  respecto  de  un  sistema  de 
referencia  (real)  prefijado.  Una  vez  más,  la  elección  dei  sistema  de  referencia  es 
irrelevante,  pues  si  la  ecuación  de  C  en  un  sistema  de  referencia  es  xAx1  =  0,  su 
ecuación  respecto  de  otro  sistema  de  referencia  es  xMAMtxt  =  0,  donde  M  es 
una  matriz  real,  y  al  conjugar  esta  ecuación  obtenemos  xMÃ Mtxt  =  0,  donde 
Ã  es  la  matriz  que  resulta  de  conjugar  los  coeficientes  de  A,  y  ésta  es  la  ecuación 
correspondiente  a  la  cuádrica  xAx*  =  0  en  el  nuevo  sistema  de  referencia. 

Así,  se  cumple  también  que  P  G  6  si  y  sólo  si  P  £  6.  Por  el  mismo  razona- 
miento  que  en  el  caso  de  los  puntos,  un  hiperplano  o  una  cuádrica  son  reales  (es 
decir,  admiten  una  ecuación  con  coeficientes  reales)  si  y  sólo  si  coinciden  con  su 
conjugado. 


Dualización  de  teoremas  euclídeos  Una  de  las  razones  por  las  que  tiene 
interés  plantear  la  geometria  euclídea  en  términos  de  la  geometria  parabólica 
es  que  veremos  que  este  enfoque  puede  adaptarse  para  construir  geometrias  no 
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euclídeas  (la  geometria  hiperbólica  y  la  geometria  elíptica).  De  momento  va¬ 
mos  a  ver  una  aplicación  más  elemental  e  inmediata,  y  es  que  el  punto  de  vista 
proyectivo  permite  en  ocasiones  aplicar  el  principio  de  dualidad  a  la  geometria 
euclídea.  La  idea  es  tomar  un  teorema  de  la  geometria  euclídea,  generalizarlo  a 
un  teorema  de  la  geometria  proyectiva,  considerar  el  enunciado  dual  y  particu- 
larizarlo  de  nuevo  a  la  geometria  euclídea.  Consideremos  por  ejemplo: 

Las  alturas  de  un  triângulo  se  cortan  en  un  punto. 

El  siguiente  enunciado  proyectivo  es  equivalente  al  teorema  clásico  que  aca¬ 
bamos  de  citar: 

Si  T  es  un  triângulo  en  un  plano  sobre  un  cuerpo  ordenado  euclídeo,  r 
es  una  recta  que  no  contiene  a  ninguno  de  sus  vértices  e  I  es  una 
involución  elíptica  en  r,  entonces  las  rectas  que  unen  cada  vértice 
de  T  con  el  conjugado  de  la  intersección  con  r  dei  lado  opuesto  son 
concurrentes. 

Para  probarlo  basta  tomar  a  r  como  recta  infinita  y  a  I  como  involución 
ortogonal.  Entonces  las  rectas  descritas  son  las  alturas  dei  triângulo.  Ahora 
consideramos  el  enunciado  dual.  Notemos  que  una  polaridad  transforma  una 
involución  en  una  recta  en  una  involución  en  el  haz  de  rectas  de  su  polo.  Así 
pues,  queda: 

Si  T  es  un  triângulo  en  un  plano  proyectivo  sobre  un  cuerpo  ordenado 
euclídeo ,  O  es  un  punto  exterior  a  sus  lados  e  I  es  una  involución 
elíptica  en  el  haz  de  rectas  de  O,  entonces  los  puntos  de  corte  entre 
cada  lado  de  T  y  la  recta  conjugada  a  la  que  une  O  y  el  vértice 
opuesto  son  colineales. 

Ahora  particularizamos  este  enunciado  al  caso  en  que  /  es  la  involución  en 
O  que  hace  corresponder  cada  recta  con  su  perpendicular  (la  inducida  en  el  haz 
de  O  desde  la  recta  infinita).  El  resultado  es  relativamente  simple: 

Dado  un  triângulo  T  y  un  punto  O  no 
contenido  en  ninguno  de  sus  lados ,  los  pun¬ 
tos  donde  cada  lado  corta  a  la  perpendicular 
a  la  recta  que  une  O  con  el  vértice  opuesto 
son  colineales. 


Obtenemos  así  un  enunciado  “dual”  cuya  prueba  directa  no  es 
evidente.  De  hecho,  por  este  método  de  generalización  proyectiva 
y  dualización  se  han  obtenido  teoremas  euclídeos  que  hubiera  sido 
difícil  descubrir  de  otro  modo. 

La  polaridad  de  una  esfera  Vamos  a  describir  las  polaridades  de  las  esferas 
en  un  espacio  euclídeo,  es  decir,  las  polaridades  en  la  parte  finita  dei  espado  de 
determinan  la  polaridad  ortogonal  en  el  hiperplano  infinito. 
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Consideremos  una  esfera  C  de  centro  O  y  radio  r  y  tomemos  un  punto  finito 
Q  distinto  de  O  (pues  ya  sabemos  que  el  hiperplano  polar  de  O  es  el  hiperplano 
infinito).  Sea  Sqo  el  punto  infinito  de  la  recta  s  =  OQ  y  sea  H  =  pe(Q)-  El 
hecho  de  que  la  polaridad  de  la  esfera  induce  la  polaridad  ortogonal  significa 
que  Hoo  =  H  D  E oo  =  p(soo),  de  modo  que  H  es  perpendicular  a  s.  Para 
determinarlo  completamente  sólo  hay  que  determinar  qué  punto  es  H  D  s,  es 
decir,  el  conjugado  de  Q  respecto  de  la  involución  que  pe  induce  en  s.  Esta 
involución  está  determinada  por  que  fija  a  los  dos  puntos  en  los  que  s  corta  a  6. 

Sea  v  =  o£}/\\OQ\\,  de  modo  que  (O,  v)  es  un  sistema  de  referencia  afín  de  s 
en  el  que  la  coordenada  de  Q  es  ||0£^||.  Respecto  de  este  sistema  de  referencia, 
los  puntos  de  C  D  s  tienen  coordenadas  ±r,  y  la  única  involución  que  los  fija  es 
la  que  tiene  ecuación 

r 2 

y  =  —, 

x 

pues,  efectivamente,  ésta  cumple  las  condiciones  y  es  única.  Vemos,  por  tanto, 
que  si  p(Q)  n  OQ  =  R,  entonces,  como  la  coordenada  de  R  es  ±||Õf^||,  se 
cumple  que  ±||0($||  ||Oi^||  =  r2,  luego  el  signo  tiene  que  ser  positivo.  Así  pues, 
Q  y  R  están  en  la  misma  semirrecta  respecto  de  O  y  satisfacen  la  relación 
||õ3||||õá||=r2.  Esto  caracteriza  completamente  al  hiperplano  polar. 


Definición  11.17  Diremos  que  dos  puntos  Q  y  R  son  mutuamente  inversos 
respecto  a  la  esfera  de  centro  O  y  radio  r  si  ambos  se  encuentran  sobre  la 
misma  semirrecta  de  origen  O  y  además  ||0<^||  ||Of^||  =  r2.  Convenimos  en  que 
O  es  el  inverso  de  todos  los  puntos  infinitos. 


En  estos  términos,  el  hiperplano  polar  de  un  punto  finito  Q  respecto  a  una 
esfera  de  centro  O  es  el  hiperplano  perpendicular  a  la  recta  OP  que  pasa  por  el 
inverso  de  P. 


Una  fórmula  para  la  razón  doble  Vamos  a  probar  una  conocida  fórmula 
para  la  razón  doble  de  cuatro  puntos  A ,  B ,  C,  D  sobre  una  recta  r.  Si  P  es 
cualquier  punto  exterior  a  r  entonces 


sen  AP  D  sen  BPD 


Es  importante  aclarar  que  los  senos  deben  tomarse  con 
el  signo  apropiado:  Dados  tres  puntos  no  colineales  P ,  X, 
Y  y  fijado  un  sistema  de  referencia  ortonormal  de  origen 
P,  existe  un  único  ângulo  8  £  ]— 7r,  tt[  tal  que  el  giro  de 
ângulo  9  transforma  la  semirrecta  P X  en  PY .  Definimos 
senVPV  =  sen0.  El  signo  de  9  depende  dei  sistema 
de  referencia,  pero  el  miembro  derecho  de  la  fórmula  es 
independiente  de  éste  pues,  si  lo  cambiamos,  todos  los 
signos  se  conservan  o  todos  cambian,  y  en  ambos  casos  la 
expresión  queda  inalterada. 
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Si  en  particular  tomamos  el  sistema  de  referencia  con  el  segundo  eje  paralelo  a 
una  recta  r  que  no  contenga  a  P ,  es  fácil  ver  que  podemos  escoger  una  ordenación 
en  r  de  modo  que  para  todo  par  de  puntos  X,  Y  en  r,  el  signo  de  sen  X  PY  es 
positivo  o  negativo  según  s\X<YoY<X.  Teniendo  esto  en  cuenta  así  como 
la  expresión 

47*  777* 

K(A,  B,  C,  D)  =  C  C 


es  claro  que  los  signos  de  los  dos  miembros  de  la  fórmula  que  queremos  probar 
son  iguales,  y  basta  probar  que  los  valores  absolutos  también  lo  son. 

Recordemos  que  {ABC)  es  el  área  dei  triângulo  ABC.  Claramente  tenemos 


1 5t{A,B,C,D)\ 


AC  BC  (APC)(BPD) 
W'W~  (. APD){BPC ) 

AP  CP  sen  APC  BP  DP  sen  BPD 
ÃP  TTP  sen  APD  BP  CP  sen  BPC 
sen  APC  sen  BPC 
sen  APD  sen  BPD 


Bisectrices  Ahora  caracterizaremos  la  bisectriz  de  un  ângulo  en  términos  pro- 
yectivos.  Ante  todo  conviene  definir  la  razón  doble  de  cuatro  rectas  concurrentes 
como  la  de  los  puntos  donde  éstas  cortan  a  una  recta  cualquiera.  La  elección 
de  la  recta  es  irrelevante,  pues  dos  cuádruplas  correspondientes  a  dos  elecciones 
distintas  están  en  perspectiva.  Es  claro  que  la  razón  doble  es  un  invariante 
respecto  a  homografías  entre  haces.  A  su  vez  diremos  que  dos  pares  de  rectas 
en  un  haz  están  separadas  harmónicamente  si  su  razón  doble  es  —1. 

Dadas  dos  rectas  cualesquiera  rq  y  r2  concurrentes  en 
un  punto  P,  por  el  teorema  9.70  (que  se  traduce  inmediata- 
mente  a  haces  de  rectas)  existen  dos  únicas  rectas  perpen¬ 
diculares  si  y  S2  en  el  haz  Jíp  que  separan  harmónicamente 
a  r\  y  r^-  La  reflexión  de  eje  Si  induce  una  involución  en  el 
haz  que  fija  a  Si  y  S2,  luego  ha  de  hacer  corresponder  n  con  n,  y  lo  mismo  vale 
para  la  reflexión  de  eje  sq.-  Esto  implica  que  cada  una  de  las  rectas  si  y  S2  es  la 
bisectriz  de  dos  de  los  ângulos  opuestos  por  el  vértice  que  determinan  rq  y  r?. 

Así  pues,  las  bisectrices  de  un  par  de  rectas  concurrentes  son  el  único  par 
de  rectas  perpendiculares  dei  haz  formado  en  el  plano  que  las  contiene  por  su 
punto  de  intersección  que  separan  harmónicamente  a  las  rectas  dadas.  ■ 


La  fórmula  de  Cayley  Veamos  una  importante  fórmula  que  relaciona  el 
ângulo  entre  dos  rectas  con  cierta  razón  doble  imaginaria.  Dadas  dos  rectas 
Th  y  V2  concurrentes  en  un  punto  O,  podemos  razonar  en  el  plano  que  las  con¬ 
tiene.  Existen  dos  giros  de  centro  O  que  transforman  una  en  la  otra.  Fijado 
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un  sistema  de  referencia  ortonormal  de  centro  O ,  cada  giro  tiene  asociado  un 
ângulo  módulo  2tt  (que  en  realidad  es  independiente  dei  sistema  de  referencia 
salvo  por  el  signo) .  Si  uno  de  los  giros  que  transforman  rq  en  r-i  es  el  de  ângulo 
a,  el  otro  es  el  de  ângulo  a  +  7r.  Definimos  el  ângulo  entre  rq  y  r2  como  éste 
valor  de  a,  que  está  determinado  módulo  n,  y  lo  representaremos  por  rqrq.  Si 
tomamos  —  tt/2  <  7q?2  <  n/2  entonces  el  valor  absoluto  es  el  menor  ângulo  que 
forman  las  dos  rectas,  mientras  que  el  signo  indica  si  para  girar  rq  hasta  super- 
ponerla  a  r2 — recorriendo  el  menor  de  los  dos  ângulos  posibles—  hemos  de  girar 
en  sentido  horário  (argumentos  decrecientes)  o  antihorario  (argumentos  crecien- 
tes).  Este  signo  depende  dei  sistema  de  referencia  respecto  al  cual  definimos  los 
argumentos. 

Una  caracterización  más  manejable  dei  ângulo  entre  dos  rectas  es  la  siguiente: 
tomamos  un  argumento  Oi  de  un  punto  de  ri  distinto  de  O.  Esto  significa  que  el 
vector  (cos0.;,sen0j)  tiene  la  dirección  de  rq.  Es  claro  que  Oi  está  determinado 
módulo  7 r.  Su  interpretación  es  que  un  giro  de  ângulo  0;  transforma  el  primer 
eje  coordenado  en  rq,  luego  un  giro  de  ângulo  —  Oi  seguido  de  un  giro  de  ângulo 
0-2  transformará  rq  en  el  eje  coordenado  y  luego  en  r2-  Así  pues,  rqrq  =  O2  —  0±. 

Considerando  las  coordenadas  homogéneas  asociadas  al  sistema  de  referencia 
elegido,  es  claro  que  los  puntos  infinitos  de  rq  son  (cos  Oi,  sen  Oi,  0).  Por  otra 
parte,  hemos  visto  que  en  todo  sistema  de  referencia  ortonormal  los  puntos 
circulares  tienen  coordenadas  (1,  ±i,  0).  Sean  li  e  I2  las  rectas  imaginarias  que 
pasan  por  O  y  por  los  puntos  circulares. 

Calculamos  la  razón  doble  3?(n,  r2,  ii,  I2)  usando  los  puntos  donde  las  cuatro 
rectas  cortan  a  la  recta  infinita,  que  en  coordenadas  cartesianas  son: 


sen  0\  sen  O2 
cos  Oi  ’  cos  6*2  ’ 

Si  llamamos  0  =  O2  —  0i  =  fqrq  tenemos  que 


3?(ri,r2,/i,/2) 


sen  0 1  _ •  sen  6 2 

cos  0 1  #  cos  0 2 

sen  6 1  '  •  sen  6 2 

cos  61  cos  62 


cos  0\  cos  O2  +  sen  0\  sen  O2  +  1  (cos  Q\  sen  02  —  sen  0\  cos  O2 ) 
cos  0\  cos  O2  +  sen  0\  sen  O2  —  i  (cos  0\  sen  O2  —  sen  0\  cos  O2) 


cos (02 
cos (02 


0i)  +  i  sen(02  -  0i)  2  .  2  „ 

=  cos2  0  —  sen2  0  +  2 1  cos  0  sen  0 


0i )  —  i  sen(02  —  0i ) 

=  cos  20  +  i  sen  20. 


En  definitiva: 

DP2  =  2  arg 3í(n,  r2,  /1, 12), 

que  está  determinado  módulo  7 r,  como  ya  sabíamos.9  Es  claro  que  el  segundo 
miembro  de  esta  fórmula  es  independiente  dei  sistema  de  referencia  salvo  por  un 

9La  expresión  habitual  de  esta  fórmula  es  ffrà  =  —  logIR(ri,  r2,  /i,  I2),  donde  log  repre¬ 
senta  al  logaritmo  complejo,  que  nosotros  no  hemos  definido. 
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detalle:  si  cambiamos  de  orden  I\ ,  1 2  la  razón  doble  se  invierte  y  su  argumento 
cambia  de  signo.  Para  que  la  expresión  de  la  derecha  nos  dé  el  ângulo  entre 
las  dos  rectas  con  el  signo  adecuado  a  un  sistema  de  referencia  dado  hemos 
de  llamar  li  al  punto  circular  cuyas  coordenadas  son  (— i,  1,0)  y  no  (i,  1,0). 
Notemos  además  que  el  segundo  miembro  no  varia  si  sustituimos  una  recta  Vi 
por  una  paralela. 

Esta  fórmula  puede  usarse  como  definición  dei  ângulo  entre  dos  rectas  (o 
dos  vectores)  en  un  espacio  euclídeo,  alternativamente  a  la  que  proporciona  el 
producto  escalar. 

A  partir  de  la  formula  de  la  razón  doble  es  inmediato  que 

3?(ri,r2,/i,/2)ft(r-2,r3,/i,  J2)  =  3í(ri,  r3,  h,  /2), 

de  donde  fírã  =  ffrj,  +  'ígTi ,  o  también  rffj  +  ffr^  +  rÇri  =  0,  lo  que  significa 
que  los  tres  ângulos  suman  n.  De  ahí  es  fácil  deducir  que  los  ângulos  de  un 
triângulo  suman  n. 


11.3  Cónicas  euclídeas 

Estudiamos  alrora  las  cónicas  en  un  plano  euclídeo  en  términos  de  la  geo¬ 
metria  parabólica.  Vamos  a  ver  que  todas  las  propiedades  de  las  elipses,  pará¬ 
bolas  e  hipérbolas  pueden  deducirse  de  su  mera  definición  como  cónicas  no 
degeneradas  que  cortan  a  la  recta  infinita  en  0,  1  o  2  puntos.  Fijamos  un  plano 
euclídeo  E  y  llamaremos  C\  y  C2  a  sus  puntos  circulares. 

Empezamos  dando  definiciones  adecuadas  de  los  elementos  de  una  cónica: 

Diremos  que  dos  rectas  de  un  haz  de  rectas  son  conjugadas  respecto  de 
una  polaridad  si  una  pasa  por  el  polo  de  la  otra.  Diremos  que  son  conjugadas 
respecto  de  una  cónica  si  lo  son  respecto  de  la  polaridad  asociada  a  la  cónica. 

Definición  11.18  Sea  G  una  cónica.  Un  eje  de  6  es  una  recta  tal  que  la  reflexión 
respecto  a  cila  deja  invariante  a  C.  Un  foco  F  de  6  es  un  punto  tal  que  los  pares 
de  rectas  conjugadas  respecto  a  C  que  pasan  por  F  son  perpendiculares.  Una 
directriz  es  la  recta  polar  de  un  foco.  Un  diâmetro  de  6  es  una  recta  que  pasa  por 
su  centro.  Un  vértice  de  6  es  un  punto  de  C  tal  que  su  tangente  es  perpendicular 
al  diâmetro  que  pasa  por  él. 

Los  conceptos  de  foco  y  directriz  los  habíamos  definido  ya  de  otro  modo  en  la 
sección  10.1.  Veremos  (teorema  11.23)  que  ambas  definiciones  son  equivalentes. 

Empezamos  estudiando  estos  elementos  sobre  las  parábolas: 

Teorema  11.19  Una  parábola  tiene  un  único  eje,  un  único  vértice  y  un  único 
foco.  Además  el  eje  es  el  diâmetro  que  pasa  por  el  vértice  y  por  el  foco  y  la 
directriz  correspondiente  es  perpendicular  al  eje. 


11.3.  Cónicas  euclídeas 


413 


DemostraciÓn  :  Recordemos  que  una  parábola  es  una  cónica  C  tal  que  la 
recta  infinita  es  tangente  por  uno  de  sus  puntos  O,  que  será,  pues,  cl  polo  de  la 
recta  infinita,  luego  el  centro  de  la  parábola,  por  definición  de  centro. 

Que  un  punto  V  sea  un  vértice  significa  que  la  recta  OV  es  perpendicular  a 
la  tangente  por  V,  es  decir,  que  ésta  pasa  por  el  conjugado  ortogonal  O'  de  O. 
Pero  por  O'  pasan  sólo  dos  tangentes  a  la  parábola,  una  es  la  recta  infinita,  y 
la  otra  toca  a  la  cónica  en  un  punto  V  que  resulta  ser,  pues,  su  único  vértice. 

Además,  se  cumple  que  OV  es  un  eje  de  la  parábola.  En  efecto,  dado  un 
punto  P  en  la  parábola  que  no  sea  V,  la  perpendicular  a  OV  por  P  pasa  por 
O',  luego  no  es  tangente  a  la  parábola,  luego  la  corta  en  un  segundo  punto  P' . 
Como  OV  es  la  polar  de  O',  el  teorema  10.17  nos  permite  concluir  que  P  y  P' 
se  corresponden  por  la  reflexión  respecto  a  OV. 

Veamos  aliora  que  OV  es  el  único  eje.  Si  una  recta  r  es  un  eje,  entonces 
la  reflexión  de  eje  r  ha  de  fijar  a  la  parábola.  Como  es  una  isometría,  es  claro 
que  ha  de  fijar  a  su  único  vértice,  luego  V  está  en  r.  La  reflexión  ha  de  fijar 
también  a  la  tangente  por  V,  lo  que  sólo  es  posible  si  dicha  tangente  t  es  igual 
aro  perpendicular  a  r.  No  puede  ser  t  =  r,  pues,  dado  un  punto  P  en  la 
parábola  distinto  de  V,  la  perpendicular  a  t  por  P  pasa  por  O,  luego  no  corta  a 
la  parábola  en  otro  punto  finito,  luego  la  imagen  de  P  por  la  reflexión  respecto 
a  í,  que  es  otro  punto  en  dicha  perpendicular,  queda  fuera  de  la  cónica.  Así 
pues,  r  es  perpendicular  aí  y  pasa  por  V,  luegi 

Como  la  recta  infinita  es  tangente  a  6,  to¬ 
dos  sus  puntos  distintos  de  O  son  exteriores,  en 
particular  los  puntos  circulares  (ninguno  de  los 
cuales  es  O,  porque  O  es  real).  Por  consiguiente, 
por  Ci  pasan  dos  tangentes  a  C.  Una  de  ellas  es 
la  recta  infinita  y  la  otra  una  recta  U.  Sea  Li 
el  punto  de  tangencia  y  sea  F  =  l\  fl  1.2-  Así  la 
polar  de  F  es  la  recta  d  =  L\L2-  Es  fácil  ver 
que  la  imagen  por  una  homografía  real  de  dos  puntos  imaginários  conjugados 
son  dos  puntos  imaginários  conjugados,  luego  la  recta  d  que  los  une  es  real,10 
y  su  polo  F  también,  así  como  la  recta  OF  y  el  punto  A  donde  ésta  corta  a  la 
parábola. 

Vamos  a  probar  que  F  es  el  único  foco  de  la  parábola.  En  efecto,  conside¬ 
ramos  en  el  haz  J~Cp  la  involución  inducida  por  la  involución  ortogonal  (la  que 
lleva  cada  recta  a  su  perpendicular)  y  la  inducida  por  la  cónica.  Concretamente, 
son  las  composiciones 

•Kf  — >  Eoo  -4  Eco  — >  “K f,  "Kf  -^4-  d  — >  ‘Kp. 

Es  inmediato  comprobar  que  ambas  involuciones  fijan  a  las  rectas  U,  por 
lo  que  son  la  misma  involución  hiperbólica  (todas  las  propiedades  sobre  invo¬ 
luciones  en  rectas  se  traducen  inmediatamente  a  involuciones  sobre  haces  de 
rectas).  Esto  significa  que  los  pares  de  rectas  conjugadas  respecto  de  la  cónica 
son  precisamente  los  pares  de  rectas  perpendiculares,  luego  F  es  un  foco. 

1  °En  general,  si  una  recta  pasa  por  dos  puntos  imaginários  conjugados,  es  real,  ya  que  su 
conjugada  pasa  por  esos  mismos  puntos. 
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Recíprocamente,  si  F'  fuera  otro  foco,  las  rectas  isótropas  F'Ci  deberían  ser 
autoconjugadas  respecto  de  la  cónica,  porque  lo  son  para  la  involución  ortogonal, 
pero  eso  obliga  a  que  sean  las  tangentes  a  la  cónica  por  F' ,  o  también  las 
tangentes  finitas  a  la  cónica  por  los  puntos  Ci,  es  clecir,  las  rectas  k,  luego 
F'  =  F. 

Veamos  que  A  es  el  vértice  de  la  parábola,  con  lo  que  O  A  será  su  eje.  Sea  B ^ 
el  polo  de  O  A ,  es  decir,  el  punto  infinito  de  la  tangente  por  A.  Entonces  las 
rectas  FB^  y  O  A  son  conjugadas  y  pasan  por  F,  luego  son  perpendiculares. 
Por  consiguiente  B ^  es  el  conjugado  ortogonal  de  O.  En  particular  la  tangente 
por  A  es  perpendicular  a  O  A,  lo  que  prueba  que  A  es  el  vértice.  Puesto  que  F 
está  en  la  polar  de  B0 0 ,  tenemos  además  que  B ^  está  en  d ,  luego  la  directriz  es 
perpendicular  al  eje.  ■ 

Notemos  que  hemos  probado  que  el  eje  de  una  parábola  es  la  polar  dei 
conjugado  ortogonal  de  su  centro,  y  que  su  foco  es  la  intersección  de  las  tangentes 
isótropas  finitas. 


Ejemplo  Consideremos  la  cónica  de  ecuación  x 2  —  2 xy  +  y2  —  4x  —  3  =  0.  Su 
compleción  proyectiva  es 

x2  —  2  xy  +  y2  —  4  xz  —  3  z2  =  0, 

cuya  matriz  asociada  es 

/  1-1-2 
A=  -1  1  0 

\  -2  0-3 

Haciendo  z  =  0  obtenemos  x2  —  2 xy  +  y2  =0,  luego  tiene  un  único  punto 
infinito  O  =  (1, 1,  0).  Se  trata,  pues,  de  una  parábola  de  centro  O.  El  conjugado 
ortogonal  de  O  es  O'  =  (—  1, 1,  0)  y  el  eje  de  la  parábola  es  la  polar  de  O',  cuya 
ecuación  es  OfA(x,  y,  1  )*  =  0,  es  decir,  x  —  y  =  1.  Calculando  la  intersección  de 
esta  recta  con  la  parábola  obtenemos  el  vértice  V  =  (—1/2,— 3/2).  Las  polares 
de  los  puntos  circulares  tienen  ecuaciones  (1,  ±j,  0)^4(a;,  y,  1)*  =  0,  es  decir, 

(1  —  i)x  —  (1  —  i)y  —  2  =  0,  (1  +  i)x  —  (1  +  i)y  —  2  =  0. 


Los  puntos  de  corte  finitos  con  la  parábola  son 

/  3  i  7  i\  (  3  i  7  i\ 

V  4  +  2’  4  2 )'  V  4  2’  4  + 2) 


y  las  tangentes  isótropas  de  la  parábola  son: 


_ 3  _i_  i_  _ 7  _  i_ 

4  '  2  4  2 


5  i 

=  lX_y=___=^ 


5  i 

-%x-y=  t  +  7  =  0- 
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El  foco  es  la  intersección  de  estas  tangen¬ 
tes:  F  =  (—1/4, —5/4),  y  la  directriz  es  la 
polar  dei  foco,  cuya  ecuación  es 

( — 1/ 4,  —5/4,  l)A(x,  y,  1)*  =  0, 


es  decir,  x  +  y  =  —5/2. 

El  haz  de  rectas  de  O  está  formado  por  las 
rectas  de  ecuaciones  y  =  x  +  m.  Calculando 
sus  intersecciones  con  la  parábola  obtenemos 
la  parametrización 


(x,y) 


m2  —  3  m2  +  4  m  —  3  ^ 

4  ’  4  )  ' 


Para  los  otros  tipos  de  cónicas  probamos  en  primer  lugar  lo  siguiente: 


Teorema  11.20  Sea  C  una  cónica  que  no  sea  una  parábola.  Entonces: 

1.  Una  recta  es  un  eje  de  C  si  y  sólo  si  es  un  diâmetro  perpendicular  a  su 
diâmetro  conjugado. 

2.  Un  punto  de  6  es  un  vértice  si  y  sólo  si  está  sobre  un  eje. 

DemostraciÓn :  Si  r  es  un  eje  de  C,  la  reflexión  de  eje  r  es  una  isometría 
que  deja  fija  a  C,  luego  fija  a  su  centro  O,  luego  O  está  en  r,  es  decir,  r  es 
un  diâmetro.  Al  fijar  a  6,  la  reflexión  respecto  a  r  transforma  pares  de  rectas 
conjugadas  de  3~Co  en  pares  de  rectas  conjugadas.  Como  fija  a  r,  también  fija  a 
su  diâmetro  conjugado,  pero  esto  sólo  es  posible  si  éste  es  perpendicular  a  r. 

Recíprocamente,  si  r  es  un  diâmetro  perpendicular  a  su  diâmetro  conju¬ 
gado  r',  entonces  cl  polo  de  r  es  el  punto  infinito  de  r' ,  digamos  P, 'x.  Dado 
un  punto  Q  en  C,  la  perpendicular  a  r  por  Q  es  QPoo-  Si  es  la  tangente  por  Q 
entonces  Q  está  en  la  polar  de  Poo,  o  sea,  en  r,  luego  es  fijado  por  la  reflexión 
respecto  de  r.  Si  por  el  contrario  QPoo  corta  a  la  cónica  en  otro  punto  Q’ , 
entonces  el  teorema  10.17  garantiza  que  r  =  p(Poo)  contiene  al  punto  medio  de 
Q  y  Q1 ,  luego  éstos  se  corresponden  por  la  reflexión  respecto  a  r.  En  cualquier 
caso  esta  reflexión  fija  a  C. 

Si  un  punto  V  de  C  está  en  un  eje  r,  entonces  el  polo  de  r  es  el  punto  infinito 
de  su  diâmetro  conjugado  r’ ,  por  donde  pasa  también  la  tangente  por  V  a  C, 
luego  ésta  es  perpendicular  a  r.  Recíprocamente,  si  V  es  un  vértice  y  r  es  el 
diâmetro  que  pasa  por  V ,  entonces  su  polo  es  el  punto  infinito  de  la  tangente 
por  V  y  también  el  dei  diâmetro  conjugado,  luego  éstas  son  rectas  paralelas  y 
la  tangente  es  perpendicular  a  r,  luego  el  diâmetro  conjugado  también.  ■ 

El  caso  más  simple  es  el  de  las  circunferências: 


Teorema  11.21  Una  circunferência  tiene  un  único  foco ,  que  coincide  con  su 
centro  y  es  un  punto  interior.  Todos  sus  diâmetros  son  ejes  y  todos  sus  puntos 
son  vértices.  La  directriz  es  la  recta  infinita. 
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DemostraciÓN:  Sea  C  una  circunferência  (real  o  imaginaria),  lo  cual  sig¬ 
nifica  que  pasa  por  los  puntos  circulares  C \  y  €2-  Si  F  es  un  foco  de  6,  esto 
significa  que  la  involución  que  la  conjugación  respecto  de  6  induce  en  Hf  coin¬ 
cide  con  la  involución  inducida  por  la  involución  ortogonal.  Como  ésta  fija  a 
las  rectas  FCi,  lo  mismo  le  sucede  a  aquélla,  lo  cual  equivale  a  que  las  rectas 
FCi  sean  las  tangentes  a  6  por  los  puntos  C).  Así  pues,  F  es  necesariamente  la 
intersección  de  dichas  tangentes.  Por  lo  tanto  F  es  el  polo  de  la  recta  C1C2,  es 
decir,  de  la  recta  infinita  y,  por  consiguiente,  es  el  centro  de  la  circunferência. 

Recíprocamente,  el  centro  O  de  C  es  ciertamente  un  polo,  pues  las  involucio- 
nes  en  J~Co  inducidas  tanto  por  6  como  por  la  involución  ortogonal  fijan  ambas 
a  las  rectas  OCi,  luego  son  la  misma. 

En  particular  esto  quiere  decir  que  los  pares  de  diâmetros  conjugados  son 
también  pares  de  rectas  perpendiculares,  lo  que  significa  que  todos  los  diâmetros 
de  C  son  ejes,  por  el  teorema  anterior,  dei  cual  se  sigue  a  su  vez  que  todos  los 
puntos  de  C  son  vértices. 

Como  la  recta  infinita  es  exterior  a  la  circunferência  (porque  la  corta  en 
puntos  imaginários),  concluimos  que  el  centro  es  un  punto  interior,  de  modo 
que  cada  diâmetro  es  secante  y  corta  a  la  circunferência  en  dos  vértices.  Por 
último,  la  directriz  es  obviamente  la  recta  infinita.  ■ 

El  teorema  siguiente  recoge  todos  los  casos  que  faltan: 

Teorema  11.22  Una  hipérbola  0  una  elipse  real  o  imaginaria  que  no  sea  una 
circunferência  tiene  exactamente  dos  ejes  y  dos  focos.  Ambos  están  sobre  el 
mismo  eje,  son  interiores  y  están  simétricamente  situados  respecto  dei  centro. 
Las  directrices  son  perpendiculares  a  dicho  eje. 

DemostraciÓN:  Sea  6  una  cónica  en  las  condiciones  dei  enunciado.  Hay 
que  entender  que  es  una  cónica  real  (es  decir,  que  viene  dada  por  una  ecuación 
real,  aunque  pueda  ser  una  elipse  imaginaria).  Que  no  sea  una  circunferência 
equivale  a  que  no  pasa  por  los  puntos  circulares  C\  y  C2  (si  pasa  por  uno,  tiene 
que  pasar  por  el  otro,  por  ser  real).  Sean  1 1  y  I2  las  tangentes  a  C  por  Ci  y  I3 
y  I4  las  tangentes  por  C2.  Sean  Ej,  E2,  F[  y  F'2  las  intersecciones  entre  estas 
tangentes,  según  ind;"" 


C2 
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Observemos  que  F±  está  en  la  intersección  de  una  tangente  por  C\  y  otra 
por  C2-  Como  la  cónica  es  real,  la  conjugada  de  una  tangente  es  otra  tangente, 
luego  F\  es  la  intersección  de  una  tangente  por  Cj  =  C2  y  otra  por  C2  =  C\, 
luego  F\  tiene  que  ser  F\  o  E2,  y  lo  mismo  sucede  con  F[  y  F^:  ambos  pares 
son  reales  o  imaginários  conjugados. 

Más  aún,  si  un  par  es  imaginário,  por  ejemplo  F[ .  F!À ,  entonces  el  otro  par 
es  real,  como  se  deduce  de  conjugar  la  relación  F\  =  C\F'2  fl  C2F[  y,  recíproca¬ 
mente,  si  E(,  F'2  son  reales,  entonces,  conjugando  la  relación  anterior  resulta  que 
F  =  C2F!2  n  C\F[  =  F2. 

Por  consiguiente,  uno  de  los  pares  es  real  y  el  otro  imaginário.  No  perdemos 
generalidad  si  suponemos  que  F\  y  F2  son  el  par  real.  Esto  implica  además 
que  ambos  puntos  son  interiores,  pues  la  conjugación  compleja  intercambia  las 
tangentes  FiCí,  luego  intercambia  los  puntos  de  tangencia,  luego  éstos  no  son 
reales,  luego  por  los  focos  no  pasan  tangentes. 

Veamos  que  F\  y  F2  son  los  dos  únicos  focos  de  la  cónica.  En  efecto,  si  F 
es  cualquiera  de  ellos,  como  en  el  caso  de  la  parábola,  la  involución  inducida  en 
“Kp  por  la  involución  ortogonal  coincide  con  la  inducida  por  la  polaridad  de  la 
cónica,  pues  ambas  fijan  a  las  rectas  FCi,  luego  los  pares  de  rectas  conjugadas 
respecto  de  6  que  pasan  por  F  son  perpendiculares.  Recíprocamente,  si  F  es 
un  foco  de  C,  las  rectas  FCi  deben  quedar  fijas  por  la  involución  inducida  por 
la  cónica,  luego  deben  ser  tangentes  a  la  cónica,  luego  F  tiene  que  ser  uno  de 
los  F.j  o  F(,  pero  como  tiene  que  ser  real,  tiene  que  ser  un  íj.  Con  esto  hemos 
probado  que  la  cónica  tiene  únicamente  dos  focos,  F\  y  iy. 

Vamos  a  aplicar  el  teorema  dual  dei  teorema  10.16  al  cuadrilátero  formado 
por  las  rectas  h,l2,hih  o,  equivalentemente,  vamos  a  aplicar  dicho  teorema  al 
cuadrilátero  inscrito  formado  por  los  polos  de  dichas  rectas.  Si  damos  el  mismo 
nombre  a  una  recta  que  a  su  polo,  tenemos  que  los  puntos  h,l2,h,h  son  los 
vértices  de  un  cuadrilátero  cuyos  lados  son  lil2  =  Ci,  I1I3  =  Ej,  Z1Z4  =  F!2, 
I2I3  =  F{,  I2I4  =  F2,  I3I4  =  C2-  Los  puntos  diagonales  son  las  rectas  C1C2, 
F\F2,  F[F2,  y  lo  que  afirma  el  teorema  es  que  la  recta  polar  (o  sea,  el  polo)  de 
cada  una  de  estas  rectas  es  la  intersección  de  las  otras  dos.  Así,  el  polo  de  CiC2 
(o  sea,  el  centro  de  6)  es  O  =  F\F2  C\  F[F2:  el  polo  de  F[F2  es  el  punto  infinito 
Aoo  de  EiE2  y  el  polo  de  F\F2  es  el  punto  infinito  B ^  de  F^F^. 

Observemos  ahora  que  las  rectas  E2Aoo  y  F2BOD  son  conjugadas  respecto  de 
la  cónica  C  en  !Kp2 ,  por  lo  que  también  son  conjugadas  respecto  de  la  involución 
ortogonal,  lo  que  significa  que  y  B ^  son  conjugados  ortogonales.  En  par¬ 
ticular,  OBoo  es  la  perpendicular  a  O  A ^  por  O,  y  como  O  es  real  (por  ser  el 
centro  de  una  cónica  real)  y  OAoo  es  real  (porque  pasa  por  los  puntos  reales  F\ 
y  E2),  concluimos  que  también  OB^  es  real. 

Ahora  consideremos  el  haz  dCo,  en  el  cual  tenemos  definidas  la  involución 
ortogonal  y  la  de  la  cónica.  No  son  la  misma,  porque  OC 1  es  fijado  por  la 
involución  ortogonal,  pero  no  por  la  de  C,  ya  que  no  es  una  recta  tangente.  Sin 
embargo,  las  rectas  O  A ^  y  OB^  son  conjugadas  para  ambas,  para  la  involución 
ortogonal  porque  hemos  visto  que  A ^  y  B son  conjugados  ortogonales,  y  para 
la  de  la  cónica  porque  hemos  visto  que  B0 c  es  el  polo  de  E1E2  =  OQoo- 
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El  teorema  9.70,  como  cualquier  enunciado  sobre  homografías,  se  traduce 
trivialmente  al  caso  de  homografías  de  un  haz  de  rectas,  y  como  la  involución 
ortogonal  en  el  haz  real  Jío  es  elíptica,  sabemos  que  hay  un  único  par  de  rectas 
reales  en  !Ko  que  son  a  la  vez  perpendiculares  y  conjugadas  respecto  de  la  cónica. 
Esto  prueba  que  OAoo  y  OB ^  son  los  únicos  ejes  de  la  cónica. 

Considerando  el  cuadrilátero  formado  por  los  puntos  Fi  y  F-,  cuyos  puntos 
diagonales  son  O,  C i,  C2,  la  propia  definición  de  separación  harmónica  nos  da 
F2;  O,  Aoo).  Por  lo  tanto,  O  es  el  punto  medio  de  F\  y  F2.  Como  F\  y  F2 
están  en  la  polar  de  B0 0,  las  polares  de  F\  y  F2,  es  decir,  las  directrices,  pasan 
por  Bqo,  luego  son  perpendiculares  al  eje  OA^.  ■ 

El  eje  de  una  elipse  o  de  una  hipérbola  que  contiene  a  los  focos  recibe  el 
nombre  de  eje  mayor,  mientras  que  el  otro  eje  es  el  eje  menor. 

En  una  elipse  real,  el  centro  es  interior,  luego  los  ejes  son  secantes,  luego  la 
elipse  tiene  exactamente  cuatro  vértices.  En  cambio,  una  hipérbola  sólo  tiene 
dos  vértices  sobre  su  eje  mayor,  pues  éste  pasa  por  los  focos,  que  son  interiores, 
y  todas  las  rectas  que  pasan  por  un  punto  interior  son  secantes.  En  cambio, 
el  semieje  menor  es  exterior.  Para  probarlo  basta  ver  que  su  polo,  que  es  el 
punto  infinito  A ^  dei  eje  mayor,  es  interior,  y  ello  se  debe  a  que  los  vértices 
dividen  al  eje  mayor  en  dos  segmentos,  uno  formado  por  puntos  interiores  y  otro 
por  puntos  exteriores.  Como  O  es  exterior,  basta  probar  que  O  y  ^loo  están  en 
segmentos  opuestos,  pero  ello  se  debe  a  que  son  conjugados  por  la  involución 
inducida  por  la  cónica,  luego  según  9.57  están  separados  harmónicamente  por 
los  vértices  (que  son  los  puntos  fijos). 

Ejemplo  Consideremos  la  cónica  determinada  por  la  matriz 

/  28  64  -212  \ 

A  =  I  64  28  -248  . 

\  -212  -248  925  ) 

Resolviendo  ( x ,  y,  0)A(a;,  y.  0)*  =  0  vemos  que  se  trata  de  una  hipérbola  que  pasa 
por  los  puntos  infinitos  (7,-16  —  3x/23,  0)  y  (7,-16  +  3-\/23,  0).  Resolviendo 
(x,y,l)A  =  (0,0,  a)  obtenemos  que  el  centro  es  (3,2).  Las  asíntotas  son  las 
rectas  polares  de  los  puntos  infinitos,  y  resultan  ser: 

249.829  x  +  57.55  y  =  864.586,  13.2571  x  +  57.55  y  =  154.871. 

Las  polares  de  los  puntos  circulares  son 

(7  +  m)x  +  (16  +  7 i)y  =  53  +  62*,  (7  -  16 i)x  +  (16  -  7 i)y  =  53  -  62*. 

Resolviendo  el  sistema  formado  por  una  de  estas  ecuaciones  y  la  ecuación  de 
la  hipérbola  obtenemos  los  puntos  de  tangencia: 

—  (39  -  23í,  23  +  23*),  —(57  +  23*,  41  -  23*), 

16  16 

4(39  +  23*,  23  -  23*),  4(57  -  23*,  41  +  23*). 
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A  partir  de  ellos  calculamos  las  cuatro  tangentes  isótropas: 

ix  —  y  =  i,  —ix  —  y  =  —i,  ix  —  y  =  —4  +  5  i,  —ix  —  y  =  —4  —  5  i. 

Calculamos  las  intersecciones  de  las  que  no  son  paralelas: 

Fi  =  (l,0),  F2  =  { 5,4),  F[  =  (3-2i,2  +  2t),  F'  =  (3  +  2i,  2  -  2i). 

Por  lo  tanto,  los  focos  son  los  dos  primeros  puntos.  La  recta  que  los  une  es  el  eje 
mayor:  x  +  y  =  5,  y  su  perpendicular  por  el  centro  es  el  eje  menor:  x  —  y  =  1. 

La  intersección  dei  eje  mayor  con  la 
hipérbola  nos  da  los  vértices:  10 

i(12- 3^2,8 -3^2), 

i(12  +  3^2,8  +  3^2). 

Y  las  polares  de  los  focos  son  las  direc-  0 
trices: 

184x+184y  =  713,  184x+184y  =  1 127.  “5 

9  -5  0  5  10 


Ejemplo  Consideremos  aliora  la  elipse  imaginaria  x2  +  4 y2  =  — 1 .  Los  mis- 
mos  cálculos  que  en  el  ejemplo  anterior  muestran  que  sus  puntos  infinitos  son 
(2,  ±i,  0)  (por  lo  que  no  tiene  asíntotas  reales),  su  centro  es  (0,  0),  las  polares  de 
los  puntos  circulares  son  x  ±  4i  =  0,  los  puntos  de  tangencia  son  (±^,  ±^j), 

las  tangentes  isótropas  son  ±ix  +  y  =  ±\/3/2,  y  sus  intersecciones  son 

(0,±V3/2),  (±iV3/2,0), 

luego  los  focos  son  los  dos  primeros  puntos.  El  eje  mayor  es  el  eje  y  =  0  y  el  eje 
menor  es  x  =  0.  Las  directrices  son  y  =  ±\/3/2.  ■ 

Ahora  demostramos  que  los  focos  y  las  directrices  que  hemos  definido  en 
esta  sección  coinciden  con  los  que  habíamos  definido  en  la  sección  10.1. 

Teorema  11.23  Si  C  es  una  cónica  real  que  no  sea  una  circunferência,  la  razón 
entre  las  distancias  de  un  punto  de  6  a  uno  de  sus  focos  y  a  su  directriz  corres- 
pondiente  es  constante,  y  recibe  el  nombre  de  excentricidad  de  C. 

DemostraciÓn :  Sea  F  un  foco  de  C  y  sea  d  la  directriz  correspondiente. 
Sea  D  el  punto  en  que  d  corta  al  eje  mayor  a,  sea  H  el  punto  tal  que  D  es  el 
punto  medio  de  F  y  H  y  sea  h  la  paralela  a  d  que  pasa  por  h.  Consideremos  la 
homología  /  de  centro  F  y  eje  h  que  transforma  D  en  el  punto  infinito  de  DH. 
Considerando  razones  dobles  se  ve  enseguida  que  la  imagen  dei  punto  infinito 
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ha  de  ser  D  (por  ser  el  conjugado  harmónico  de  D  respecto  a  F  y  H).  Por  otra 
parte  /  deja  invariante  el  punto  infinito  común  a  d  y  h,  luego  /  intercambia  d 
con  la  recta  infinita.  Más  aún,  /  tiene  orden  2,  luego  induce  involuciones  en 
todas  las  rectas  que  pasan  por  F. 

Como  F  es  el  polo  de  d  respecto  a  C,  es  claro  que  F  será  el  polo  de  la  recta 
infinita  respecto  de  /[C],  es  decir,  F  es  el  centro  de  /[C] .  Las  tangentes  a  6  que 
pasan  por  F  cortan  a  C  en  dos  puntos  (imaginários)  de  d,  y  f  los  transforma 
en  los  puntos  infinitos  de  dichas  tangentes,  que  son  los  puntos  circulares.  Así 
pues,  f[G]  contiene  a  los  puntos  circulares,  luego  es  una  circunferência. 

Sea  P'  cualquier  punto  de  C  y  sea 
P  =  f(P').  Sea  X  =  FP'  rd  y  su- 
pongamos  que  es  un  punto  finito.  Si 
Poo  el  punto  infinito  de  FP',  entonces 
f\  FP'  intercambia  X  con  P^  y  fija  a 
F,  luego 

K(X,  Poo ,  P,  F)  =  %(Poo  ,X,P',  F) 

=  lR(X,Pco,P,P/), 

lo  cual  equivale  a 

XP  _ 

WP  xP1 


X 


D' 

D 


xfi 


de  donde 

XF  +  FP  _  xP  +  PF 

WP  xP 


fP  _  PP 
TP  YP' 


Ahora  tomamos  módulos  y  aplicamos  el  teorema  de  Tales 


FP  _  XF  _  FD  _  P'F  _  PF 

pp7  ~~  YW  ~  P17  ~prjy  -  TD’ 

donde  D'  es  el  punto  donde  la  perpendicular  a  d  desde  P'  corta  a  d.  Por  último 
notamos  que  P'D'  es  la  distancia  de  P'  a  d ,  así  como  que  PF  no  depende  de  P, 
pues  es  el  radio  de  /[ 6].  Así  pues,  el  miembro  izquierdo  de  la  última  igualdad 
es  constante. 

En  el  caso  en  que  X  es  infinito,  eso  significa  que  PP'  es  paralela  a  d ,  luego 
P' D'  =  FD.  Si  probamos  que  P'D'  =  FD  tendremos  que  P'  también  cumple 
el  teorema  en  este  caso.  Ahora  bien,  la  involución  que  /  induce  en  la  recta  FP 
fija  a  F  y  a  X,  luego  envia  cada  punto  a  su  conjugado  harmónico  respecto  de 
ambos  puntos.  En  particular,  P  y  P'  son  conjugados  harmónicos  respecto  de 
F  y  A',  lo  cual  equivale  a  que  F  es  su  punto  medio.  Esto  implica  a  su  vez  que 
P'  e  f[e\,  luego  Pf  =  PF.  • 

Puesto  que  la  reflexión  respecto  al  eje  menor  transforma  la  cónica  en  sí 
misma,  es  fácil  ver  que  la  excentricidad  no  depende  dei  foco  con  que  se  calcula. 
En  particular,  manteniendo  la  notación  de  la  prueba  dei  teorema  anterior,  si  A 
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es  el  vértice  que  se  encuentra  en  la  nrisma  semirrecta  que  F  respecto  al  centro, 
la  excentricidad  puede  calcularse  como 

_  ÃF 
6  ~  Td  ' 

Puesto  que  la  homología  /  transforma  la  recta  infinita  en  la  directriz  d,  es 
claro  que  C  será  una  elipse,  una  parábola  o  una  hipérbola  según  si  d  es  exterior, 
tangente  o  secante  a  /[ C].  Según  el  caso,  el  cociente  anterior  será  menor,  igual 
o  mayor  que  1.  Por  consiguiente: 

Teorema  11.24  Una  cónica  C  es  una  elipse,  una  parábola  o  una  hipérbola 
según  si  su  excentricidad  es  menor,  igual  o  mayor  que  1. 


Esto  vale  para  las  circunferências  si  convenimos  que  su  excentricidad  es  0. 

Por  otra  parte,  dado  un  punto  cualquiera  F,  una  recta  cualquiera  d  que  no 
pase  por  F  y  un  número  e  >  0,  la  figura  C  de  los  puntos  tales  que  la  razón  de  las 
distancias  a  F  y  d  es  e  es  una  cónica  real  no  degenerada.  En  efecto,  tomando 
un  sistema  de  referencia  ortonormal  adecuado  podemos  suponer  que  F  =  (0,  0) 
y  que  d  tiene  ecuación  x  =  D,  con  D  >  0.  Entonces  la  condición  equivale  a 


x 2  +  y2  =  e2(D  -  x)2. 


Esta  ecuación  corresponde  a  la  cónica  de  matriz 


A  = 


1  —  e2  0  e2D 

0  1  0 

e2D  0  -e2D 


(11.1) 


Su  determinante  es  —e2D2,  luego  no  es  degenerada.  Adernás  haciendo  y  =  0 
obtenemos  que  la  ecuación  se  cumple  para  x  =  jD,  luego  6  no  es  imaginaria. 

Más  aún,  F  es  un  foco  de  6.  Para  probarlo  notamos  primero  que  d  =  p(F), 
luego  la  intersección  de  D  con  6  está  formada  por  los  puntos  de  contacto  de 
las  tangentes  que  pasan  por  F.  Haciendo  x  =  D  en  la  ecuación  obtenemos  que 
éstos  son  (D,±Di,  1),  luego  las  tangentes  son  las  rectas  que  pasan  por  estos 
puntos  y  (0,0,1).  Es  claro  que  contienen  a  los  puntos  (D.±Di,  0)  =  (1,±*,0), 
que  son  los  puntos  circulares,  luego  F  es  ciertamente  un  foco  y  d  la  directriz 
correspondiente.  Así  pues: 


Teorema  11.25  Dada  una  recta  d,  un  punto  F  que  no  esté  en  d  y  un  número 
e  >  0,  la  figura  formada  por  todos  los  puntos  tales  que  la  razón  de  las  distancias 
a  F  y  d  sea  igual  a  e  es  una  cónica  real  con  un  foco  igual  a  F,  directriz  d 
y  excentricidad  e.  Toda  cónica  real  que  no  sea  una  circunferência  es  de  esta 
forma. 

Esto  implica  que  toda  cónica  que  no  sea  una  circunferência  está  completa¬ 
mente  determinada  por  su  excentricidad,  uno  de  sus  focos  y  su  directriz  co¬ 
rrespondiente.  Las  semejanzas  conservan  las  proporciones,  por  lo  que  también 
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conservan  la  excentricidad  de  las  cónicas.  Como  fijan  o  invierten  los  puntos 
circulares,  es  claro  que  conservan  los  focos  (luego  también  las  directrices).  Por 
otra  parte,  dadas  dos  cónicas,  siempre  es  posible  transformar  la  primera  me¬ 
diante  una  semejanza  para  obtener  otra  con  un  foco  y  una  directriz  común  con 
la  segunda.  Si  ambas  tenían  la  misma  excentricidad,  entonces  la  cónica  que 
obtenemos  coincide  con  la  segunda.  En  resumen: 

Teorema  11.26  Dos  cónicas  reales  son  semejantes  si  y  sólo  si  tienen  la  misma 
excentricidad. 

Como  siempre,  el  argumento  no  incluye  las  circunferências,  pero  el  resultado 
es  válido  igualmente  para  ellas.  En  particular  dos  parábolas  cualesquiera  son 
semejantes. 

Algunas  relaciones  Vamos  a  probar  varias  relaciones  importantes  entre  los 
elementos  de  una  cónica,  la  mayoría  de  las  cuales  las  conocemos  ya  de  la 
sección  10.1.  Conviene  introducir  algunas  definiciones: 

Llamaremos  semiejes  mayores  de  una  elipse  a  los  segmentos  que  unen  su 
centro  con  sus  vértices  en  el  eje  mayor.  También  llamaremos  semieje  mayor  a  la 
longitud  de  estos  segmentos,  y  la  representaremos  por  a.  Análogamente  se  define 
el  semieje  menor,  que  representaremos  por  b.  En  una  hipérbola  sólo  tenemos 
definido  el  semieje  mayor.  La  distancia  focal  de  una  elipse  o  una  hipérbola  es  la 
distancia  de  su  centro  O  a  cualquiera  de  sus  focos,  y  la  representaremos  por  c. 
Para  una  hipérbola,  definimos  formalmente  b  =  y/c2  —  a2. 

Teorema  11.27  Sea  C  una  cónica  real.  Entonces: 

1.  Si  6  es  una  elipse,  sus  puntos  son  exactamente  los  que  cumplen 

PFi  +  PF2  =  2a. 

2.  Si  6  es  una  hipérbola,  sus  puntos  son  exactamente  los  que  cumplen 

TF\  -  PÊ 2  =  ±2 a. 

3.  Si  C  es  una  elipse,  la  distancia  de  un  vértice  menor  a  uno  de  los  focos  es 
a,  y  se  cumple  a2  =  b2  +  c2 . 

4-  Si  6  es  una  elipse  0  una  hipérbola,  e  =  c/a. 

5.  Si  C  es  una  hipérbola,  el  ângulo  que  forman  sus  asintotas  es  el  dado  por 

2 

cos  9=1 - - . 

ez 

DemostraciÓN:  1)  Dado  un  punto  P  de  C,  sean  D\  y  D2  los  puntos  de  las 
directrices  donde  se  alcanza  la  distancia  de  éstas  a  P.  Entonces 


PPi  +  PP2  =  e  PD\  +  e  PD2  =  e  D\D2- 
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Por  lo  tanto  la  suma  de  las  distancias  a  los  focos  es  constante.  Evaluándola 
en  un  vértice  es  fácil  ver  que  es  exactamente  2a.  Se  comprueba  sin  dificultad 
que  los  puntos  que  cumplen  esta  ecuación  forman  una  cónica  que  contiene  a  C, 
luego  ha  de  ser  G. 

2)  La  prueba  es  similar  a  la  anterior,  salvo  que  ahora  PD i  —  PD2  es  la 
distancia  entre  las  dos  directrices  con  signo  positivo  o  negativo  según  la  rama 
en  que  esté  P,  luego  la  diferencia  de  distancias  sólo  es  constante  en  módulo. 

3)  Si  B  es  uno  de  los  vértices  menores,  tenemos  que  BF\  +  BF2  =  2a,  pero 
ambos  sumandos  son  iguales.  Si  A  es  un  vértice  mayor,  el  triângulo  BAF\  es 
rectángulo,  lo  que  nos  da  la  relación  a2  =  b2  +  c2.  En  particular  vemos  que  el 
semieje  mayor  es  ciertamente  mayor  que  el  semieje  menor. 

4)  La  matriz  (11.1)  corresponde  a  una  cónica  arbitraria  con  un  foco  en  (0,  0) 
y  directriz  x  =  D.  Es  fácil  calcular  su  centro  y  su  vértice: 


°\r 

luego 

a  = 

luego  ciertamente  e  =  c/a. 


e2D 


eD 


l-é2)' 

A 

V 1  +  e 

ed 

e2D 

|l-e2r 

C~  U  -  e- 

5)  La  cónica  de  matriz  A  según  11.1  corta  a  la  recta  infinita  en  los  pun¬ 
tos  (1,  ±\/e2  —  1, 0),  luego  sus  asíntotas  son  las  polares  de  estos  puntos,  cuyas 
ecuaciones  son  (1  —  e2)a;  ±  \J  e2  —  1  y  +  e2  D  =  0.  Los  vectores  directores  son 
(±V^I,1  —  e2)  y  al  calcular  el  ângulo  que  forman  obtenemos  la  fórmula 
pedida.  ■ 


Las  hipérbolas  cuyas  asíntotas  forman  ângulos  rectos  se  llaman  equiláteras. 
Según  el  teorema  anterior  son  exactamente  las  de  excentricidad  e  =  \[2. 

Ejercicio:  Si  Ai  y  A2  son  los  vértices  mayores  de  una  elipse  o  una  hipérbola  y  F  es 
uno  de  sus  focos,  F A\  FA2  =  b2. 


Los  focos  de  las  cónicas  tienen  otra  propiedad  destacada.  En  el  caso  de  las 
elipses  e  hipérbolas  el  enunciado  es  el  siguiente: 


Teorema  11.28  Si  G  es  una  elipse  real  que  no  sea  una  circunferência  (o  una 
hipérbola),  entonces  la  normal 11  (tangente)  a  G  por  uno  cualquiera  de  sus  puntos 
X  es  la  bisectriz  dei  angulo  FiXF2,  donde  F\  y  F2  son  sus  focos. 

DemostraciÓN:  Si  X  está  en  uno  de  los  ejes  de  la  cónica  la  conclusión 
se  cumple  trivialmente.  Supongamos  que  no  es  así.  Vamos  a  aplicar  el  dual 
dei  teorema  10.32  al  haz  de  rectas  SCx  y  a  las  cuatro  tangentes  a  6  por  los 
puntos  circulares  C\  y  C2.  Equivalentemente,  aplicamos  dicho  teorema  a  la 
recta  t  tangente  a  G  por  X  (cuyos  puntos  son  los  polos  de  las  rectas  de  SCx)  y 

11  Se  llama  recta  normal  a  una  cónica  por  un  punto  a  la  perpendicular  a  su  tangente. 
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al  cuadrilátero  formado  por  los  cuatro  puntos  de  tangencia.  (Véase  la  figura  en 
la  demostración  dei  teorema  11.22).  Si  los  llamamos  igual  que  a  las  tangentes, 
dichos  vértices  son  li,l2,h,h-  Los  lados  opuestos  I1I2  y  I3I4  tienen  por  polos  a 
C 1  y  C2  y,  análogamente,  los  otros  dos  pares  de  lados  opuestos  se  corresponden 
con  los  polos  Fi,  F2  y  F[,  F^.  La  intersección  con  t  de  ZiZ2  tiene  por  polar 
a  la  recta  XC\.  de  modo  que  los  pares  de  rectas  en  LCx  que  son  polares  de 
intersecciones  con  t  de  pares  de  lados  opuestos  son  (XCp  XC2),  (XFi,XF2)  y 
(XF[,  XF2).  A  su  vez,  la  intersección  X  de  t  con  la  cónica  tiene  por  polar  a  la 
propia  t. 

Lo  que  dice  el  teorema  es  que  existe  una  involución  en  t  que  fija  a  X  y  que 
conjuga  los  pares  de  intersecciones  con  lados  opuestos.  A  través  de  la  polaridad 
de  6,  dicha  involución  se  transforma  en  una  involución  de  J~Cx  que  fija  a  t  y  que 
conjuga  los  pares  (XCi,  XC2),  (XFi,  XF2)  y  (XF[,  X  F-f). 

Pero  una  involución  con  un  punto  fijo  tiene,  de  heclio,  dos  puntos  fijos.  La 
otra  recta  fijada  n  tiene  que  ser  la  conjugada  harmónica  de  t  respecto  de  XC\ 
y  XC2,  lo  cual  significa  que  es  la  imagen  de  t  por  la  involución  inducida  en  3~Cx 
por  la  involución  ortogonal  (ya  que  ésta  tiene  a  XC 1  y  XC2  como  puntos  fijos). 
En  otras  palabras,  n  es  la  perpendicular  a  t  por  X ,  es  decir,  la  recta  normal  a  6 
por  X. 

Por  otra  parte,  X F\  y  XF2  están  también  separadas  harmónicamente  por  t 
y  n,  y  hemos  visto  que  esto  significa  que  t  y  n  son  las  bisectrices  de  los  ângulos 
formados  por  XF\  y  XF2.  m 

Esto  se  interpreta  como  que  un  rayo  de  luz  emitido  desde  un  foco  de  una 
elipse  que  se  refleje  en  ésta  pasará  por  el  otro  foco,  o  que  en  una  mesa  de  biliar 
elíptica  una  bola  lanzada  desde  un  foco  sigue  una  trayectoria  que  pasa  siempre 
por  el  otro  foco.  En  el  caso  de  una  hipérbola  la  situación  es  un  poco  más 
artificial:  un  rayo  de  luz  emitido  desde  un  foco  sigue  al  reflejarse  la  recta  que 
pasa  por  el  otro  foco,  pero  se  aleja  de  él. 


La  propiedad  análoga  para  las  parábolas  es  la  siguiente: 

Teorema  11.29  Si  6  es  una  parábola  y  F  es  su  foco,  la  tangente  y  la  nor¬ 
mal  a  C  por  uno  cualquiera  de  sus  puntos  X  son  las  bisectrices  de  los  ângulos 
determinados  por  XF  y  la  paralela  al  eje  por  X . 
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Esto  significa  que  todos  los  ra- 
yos  de  luz  emitidos  desde  el  foco 
de  una  parábola  se  reflejan  en  ésta 
de  modo  que  sus  trayectorias  pa- 
san  a  ser  paralelas  a  su  eje  o,  recí¬ 
procamente,  que  todos  los  rayos 
de  luz  que  llegan  a  una  parábola 
paralelos  a  su  eje  confluyen  en  su 
foco.  Por  eso  las  antenas  parabó¬ 
licas  tiene  forma  de  paraboloide,  que  es  la  superfície  de  revolución  generada  por 
una  parábola  (una  cuádrica).  Lo  mismo  sucede  con  los  espejos  que  rodean  las 
fuentes  luminosas  de  los  focos,  faros,  linternas,  etc. 

DemostraciÓN:  El  razonamiento  es  el  mismo  que  el  empleado  en  la  prueba 
de  11.28,  sólo  que  ahora  aplicamos  el  dual  dei  teorema  10.33  al  triângulo  formado 
por  las  tres  tangentes  a  C  por  los  puntos  circulares  (una  de  las  cuales  es  la  recta 
infinita).  Ahora  concluímos  que  existe  una  involución  dei  haz  !Kx  que  fija  a 
la  tangente  t  por  X  y  que  conjuga  los  pares  de  rectas  XC\,  XC2  y  XF,  XO 
(véase  la  figura  de  la  prueba  dei  teorema  11.19).  Igual  que  en  11.28  se  razona 
que  la  otra  recta  fijada  por  la  involución  es  la  normal  n  a  C  por  X,  luego  XF  y 
XO  están  separados  harmónicamente  por  t  y  n,  lo  cual  significa  que  éstas  son 
las  bisectrices  de  los  ângulos  determinados  por  aquéllas.  ■ 
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En  esta  sección,  cuando  hablemos  de  una  esfera  S  se  entenderá  que  es  una 
esfera  en  un  espacio  parabólico  euclídeo  tridimensional  E.  Por  simplicidad  su- 
pondremos  que  el  cuerpo  de  escalares  es  M. 

Al  decir  que  E  es  un  espacio  parabólico  euclídeo  y  no  simplemente  un  espacio 
euclídeo  estamos  indicando  que  no  fijamos  una  unidad  de  longitud  en  E  o, 
equivalentemente,  que  la  estructura  de  E  no  determina  un  producto  escalar 
en  su  parte  finita,  sino  sólo  una  clase  de  equivalência  de  productos  escalares, 
determinados  salvo  producto  por  una  constante.  En  la  práctica  esto  significa 
que  siempre  podremos  elegir  un  producto  escalar  sin  pérdida  de  generalidad  para 
que  S  tenga  radio  unitário.  En  otros  términos,  respecto  de  cualquier  sistema  de 
referencia  ortonormal  con  origen  O  en  el  centro  de  S,  la  esfera  está  formada  por 
los  puntos  cuyas  coordenadas  afines  cumplen  una  ecuación  x2  +  y2  +  z2  =  r2  y, 
ajustando  el  producto  escalar,  podemos  convertirla  en  x2  +  y2  +  z2  =  1. 

Las  homografías  de  una  esfera  se  definen  igual  que  las  de  una  cónica  (de 
hecho,  podríamos  definir  en  general  las  homografías  de  una  cuádrica): 

Definición  11.30  Una  homografía  en  una  esfera  S  en  un  espacio  E  es  una 
biyección  /  :  S  — >  S  inducida  por  restricción  a  partir  de  una  homografía  en  E 
que  fije  a  S.  Llamaremos  LGP(A)  al  grupo  formado  por  todas  las  homografías 
de  S1. 
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Necesitaremos  el  siguiente  resultado  técnico: 

Teorema  11.31  Si  S  es  una  esfera  y  C  es  una  circunferência  en  S ,  existe  una 
homografia  no  trivial  en  S  que  fija  a  todos  los  puntos  de  C. 

DemostraciÓN:  Sea  II  el  plano  de  C,  sea  r  la  per¬ 
pendicular  a  II  que  pasa  por  el  centro  O  de  S,  sean  N  y 
M  los  puntos  donde  r  corta  a  S ,  sea  II'  cualquier  plano 
que  contenga  a  r,  sea  C  la  circunferência  en  que  II'  corta 
a  S,  sea  s  =  II  D  ü',  que  es  una  recta  perpendicular  a  r. 

Sea  P  =  rns  =  nnr.  Sean  A  y  B  los  puntos  donde  s 
corta  a  r  y  sea  Q  el  polo  de  s.  El  punto  Q  es  el  conjugado 
harmónico  de  P  respecto  a  M  y  N ,  luego  no  depende  de 
la  elección  de  ü' ,  al  igual  que  la  homología  /  de  centro  Q 
y  eje  II  que  envia  M  a  N.  Así  /  fija  a  todos  los  puntos  de  C  C  II  y  no  es  la 
identidad.  Basta  probar  que  fija  a  S. 

Ahora  bien,  / [G]  es  una  cónica  en  II'  que  pasa  por  A ,  B ,  N,  al  igual  que  C,  y 
sus  tangentes  por  Ay  B  pasan  por  f(Q)  =  Q.  En  la  prueba  de  10.36  vimos  que 
esto  determina  una  cónica,  luego  f[G]  =  G.  Como  todo  punto  de  S  está  en  una 
de  las  circunferências  C,  para  cierta  elección  de  II',  concluimos  que  f[S]  =  S. 

■ 

Vamos  a  estudiar  la  geometria  de  S  y  sus  circunferências  usando  las  pro- 
yecciones  estereográficas  como  sistemas  de  coordenadas  (véase  el  apêndice  A). 
Si  II  es  cualquier  plano  en  E  que  pase  por  el  centro  de  O  y  N  es  uno  de  los 
dos  puntos  en  los  que  la  perpendicular  a  II  por  O  corta  a  S,  está  definida  la 
proyección  estereográfica  7r  :  S  — >  C°°  en  la  esfera  de  Riemann,  de  modo  que 
tt(N)  =  oo. 

Según  el  teorema  A. 2,  esta  proyección  biyecta  las  circunferências  de  S  con 
las  rectas  y  las  circunferências  de  C°°  (donde  en  C  =  K2  consideramos  la  estruc- 
tura  euclídea  usual).  Concretamente,  las  circunferências  que  pasan  por  el  polo 
norte  N  son  las  que  se  transforman  en  rectas,  y  las  restantes  se  transforman  en 
circunferências.  Recordemos  también  que  llamamos  rectas  de  C°°  a  las  rectas 
de  R2  con  el  punto  oo  anadido. 

El  teorema  fundamental  es  el  siguiente: 

Teorema  11.32  Si  ir  :  S  — >  C°°  es  una  proyección  estereográfica ,  entonces 
f  H >  n~1fTT  determina  un  isomorfismo  entre  el  grupo  de  las  homografías  de  S 
y  el  grupo  de  las  transformaciones  de  Móbius  de  C°° . 

DemostraciÓN:  Sea  E  el  espacio  euclídeo  que  contiene  a  S.  Las  homo¬ 
grafías  de  E  transforman  planos  en  planos,  luego  las  homografías  de  S  transfor¬ 
man  circunferências  en  circunferências.  Si  /  es  una  homografia  de  S,  entonces 
7T~1  fn  es  una  biyección  en  C°°  que  transforma  circunferências  es  circunferências, 
luego  es  una  transformación  de  Móbius  por  el  teorema  A. 8. 

Es  evidente  que  /  i— >  ir~1fn  es  un  monomorfismo  de  grupos,  y  sólo  falta 
probar  que  toda  transformación  circular  puede  obtenerse  de  este  modo.  De 
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hecho  basta  probar  que  todas  las  inversiones  de  la  recta  compleja  provienen 
de  homografías  en  la  esfera.  Ahora  bien,  dada  una  inversión  h  respecto  de 
una  circunferência  C,  se  cumple  que  7 es  una  circunferência  en  S ,  y  el 
teorema  11.31  nos  da  una  homografía  f  en  S  que  no  es  la  identidad  y  fija  a  los 
puntos  de  7r_1[C'].  Entonces  ir~1fiT  es  una  transformación  circular  distinta  de 
la  identidad  que  fija  a  C,  luego  TT~1fn  =  h.  ■ 

Así  pues,  todos  los  resultados  que  probamos  en  el  apêndice  A  sobre  trans- 
formaciones  de  Mõbius  se  traducen  ahora  a  resultados  sobre  homografías  de 
esferas.  Por  ejemplo,  dada  una  circunferência  C  en  una  esfera  S,  existe  una 
única  homografía  en  S  distinta  de  la  identidad  que  fija  a  todos  sus  puntos,  a 
la  cual  llamaremos  inversión  respecto  a  C.  Toda  homografía  en  una  esfera  es 
producto  de  inversiones.  Si  una  homografía  fija  a  tres  puntos  es  la  identidad  o  la 
inversión  respecto  a  la  circunferência  que  los  contiene.  Las  homografías  de  una 
esfera  son  las  biyecciones  que  transforman  circunferências  en  circunferências. 

A  su  vez,  el  teorema  anterior  nos  aporta  un  dato  importante  sobre  las  trans- 
formaciones  de  Mõbius: 

Teorema  11.33  La  restricción  de  una  transformación  de  Mõbius  a  una  circun¬ 
ferência  es  una  homografía.  Más  aún ,  cada  homografía  entre  dos  circunferências 
se  extiende  a  una  única  transformación  de  Mõbius  directa. 

DemostraciÓn:  Tomemos  una  transformación  de  Mõbius  /  :  C°°  — >  C°° 
y  una  circunferência  C  C  C°°.  Tomemos  otra  circunferência  C  que  no  pase 
por  00  y  sean  g  y  h  homografías  tales  que  g[C]  =  C  y  h[/[C]]  =  C .  Así, 
f  =  9fh  es  una  transformación  de  Mõbius  que  cumple  f'[C]  —  C .  Si  probamos 
que  f\c  es  una  homografía,  entonces  f\c  también  lo  será.  Equivalentemente, 
no  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  f[C]  =  C  y  que  00  ^  C. 

Por  el  teorema  anterior  /  se  corresponde  con  una  homografía  /  :  S  — >  S, 
de  modo  que  /  =  7r_1/7r,  donde  n  es  la  proyección  estereográfica. 

Sea  E  el  espado  tridimensional  euclídeo  que  contiene  a  la  esfera  S,  que 
podemos  considerar  contenido  en  un  espacio  proyectivo  P  (E).  Entonces  C  se 
identifica  con  la  parte  finita  de  un  plano  afín  II  C  P  (E)  que  pasa  por  el  centro 
de  S.  En  particular,  C  C  II. 

Sea  C  =  p_1[C],  que  es  una  circunferência  en  S  (que  no  pasa  por  su  polo 
Norte  N),  contenida  en  un  plano  IT  de  P(E).  Ahora  observamos  que  la  pro¬ 
yección  perspectiva  p  :  II  — II'  de  centro  N  se  restringe  a  7r-1|  c  ■  C  — >  C , 
luego  p  o  f\w  o  p^1  :  II  — >  II  es  una  homografía  que  extiende  a  f\c,  luego  f\c 
es  una  homografía. 

Dada  una  homografía  entre  dos  circunferências,  tomamos  tres  puntos  de  la 
primera  y  consideramos  la  transformación  circular  directa  que  coincide  sobre 
ellos  con  la  homografía  dada.  Obviamente  ambas  han  de  coincidir  sobre  toda  la 
circunferência  y  la  unicidad  es  clara.  ■ 

El  hecho  de  que  podamos  ver  a  los  puntos  de  C°°  como  coordenadas  de  los 
puntos  de  una  esfera  S  (respecto  de  un  sistema  de  referencia  ortonormal  en  E 
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respecto  de  un  producto  escalar  respecto  al  que  S  tenga  radio  1  y  respecto  de  una 
elección  arbitraria  de  un  “polo  norte”  en  S)  aporta  una  información  esencial, 
y  es  que  en  la  geometria  circular  de  C°°  el  punto  oo  es  un  punto  “destacado” , 
mientras  que  en  la  geometria  circular  de  S  no  hay  puntos  destacados,  sino  que 
hemos  de  destacar  un  punto  arbitrariamente  a  la  hora  de  asignar  coordenadas 
en  C°°  a  sus  puntos. 


Capítulo  XII 


La  geometria  hiperbólica 


La  geometria  hiperbólica  es  la  geometria  no  euclídea  más  próxima  a  la  geo¬ 
metria  euclídea,  en  cuanto  que  satisface  todos  los  axiomas  de  Hilbert  salvo  el 
axioma  de  las  paralelas.  Aunque  podríamos  definir  espacios  hiperbólicos  de 
cualquier  dimensión,  nos  limitaremos  a  estudiar  el  caso  bidimensional  por  sim- 
plicidad.  Un  plano  hiperbólico  puede  obtenerse  a  partir  de  un  plano  proyectivo 
por  un  proceso  formalmente  similar  a  como  se  obtiene  un  plano  euclídeo.  Para 
obtener  un  plano  euclídeo  primero  seleccionamos  una  recta,  lo  que  nos  permite 
distinguir  entre  puntos  finitos  e  infinitos  y  definir  la  noción  de  paralelismo,  con 
lo  que  tenemos  un  espado  afín.  Después  fijamos  una  involución  elíptica  en  la 
recta  infinita,  con  lo  que  podemos  definir  la  perpendicularidad,  las  semejanzas  y 
las  isometrías.  Para  obtener  un  plano  hiperbólico  basta  seleccionar  una  cónica 
real  en  lugar  de  una  recta.  Esto  nos  divide  los  puntos  dei  plano  proyectivo  en 
tres  clases:  puntos  finitos  (los  interiores  a  la  cónica),  puntos  infinitos  (los  de  la 
cónica)  y  puntos  ultrainfinitos  (los  exteriores  a  la  cónica).  El  plano  hiperbólico 
propiamente  dicho  está  formado  por  los  puntos  finitos,  de  modo  que  dos  rectas 
que  se  corten  en  un  punto  infinito  o  ultrainfinito  son  disjuntas  desde  el  punto 
de  vista  hiperbólico.  Es  fácil  ver  entonces  que  por  un  punto  exterior  a  una  recta 
pasan  infinitas  paralelas. 

Una  diferencia  importante  respecto  a  la  geometria  afín  es  que  ahora  no  ne- 
cesitamos  introducir  ninguna  estructura  adicional  para  definir  la  perpendicu¬ 
laridad.  El  papel  de  la  involución  ortogonal  lo  desempena  aqui  la  polaridad 
de  la  cónica,  y  el  liecho  de  que  esté  determinada  por  la  propia  cónica  termina 
traduciéndose  en  que  los  conceptos  análogos  a  los  de  afinidades,  semejanzas  e 
isometrías  se  confunden  en  uno  solo  en  el  caso  hiperbólico.  En  particular  no 
hay  más  semejanzas  que  las  isometrías.  Pasemos  a  detallar  todas  estas  ideas. 

12.1  El  plano  hiperbólico 

Defiiiición  12.1  Un  plano  hiperbólico  es  un  plano  proyectivo  sobre  un  cuerpo 
ordenado  euclídeo  en  el  que  se  ha  seleccionado  una  cónica  real,  a  la  que  llarna- 
remos  cónica  infinita.  A  los  puntos  interiores  a  la  cónica  infinita  los  llamaremos 
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puntos  finitos,  a  los  de  la  cónica  los  llamaremos  infinitos  y  a  los  exteriores  ultra- 
infinitos.  Llamaremos  grupo  hiperbólico  al  grupo  de  las  homografías  que  fijan  a 
la  cónica.  Las  rectas  finitas  serán  las  que  contengan  puntos  finitos. 

Salvo  que  indiquemos  lo  contrario,  cuando  hablemos  de  puntos  y  rectas  en 
un  plano  hiperbólico  sobrentenderemos  que  se  trata  de  puntos  y  rectas  finitas. 
Es  claro  que  toda  recta  finita  contiene  exactamente  dos  puntos  infinitos,  los 
cuales  determinan  dos  segmentos,  uno  formado  por  los  puntos  finitos  y  otro  por 
los  ultrainfinitos.  Observemos  que  las  aplicaciones  dei  grupo  hiperbólico  hacen 
corresponder  puntos  finitos  con  puntos  finitos,  pues  éstos  se  caracterizan  por 
que  por  ellos  no  pasan  tangentes  a  la  cónica,  y  esta  propiedad  se  conserva  por 
homografías. 

En  lugar  de  definir  las  rectas  paralelas  como  las  que  no  tienen  puntos  (finitos) 
en  común,  conviene  distinguir  dos  clases  de  paralelismo: 

Diremos  que  dos  rectas  son  paralelas  o  ultraparalelas  según  si  se  cortan  en 
un  punto  infinito  o  ultrainfinito,  respectivamente.  De  este  modo,  dos  rectas  sin 
puntos  (finitos)  comunes  son  paralelas  o  ultraparalelas.  Convendremos  en  que 
toda  recta  es  paralela  a  sí  misma.  En  estos  términos,  por  un  punto  exterior 
a  una  recta  pasan  exactamente  dos  rectas  paralelas,  e  infinitas  ultraparalelas. 
Por  un  punto  de  una  recta  pasa  una  única  paralela  (ella  misma)  y  ninguna 
ultraparalela. 

Diremos  que  dos  rectas  son  perpendiculares  si  son  conjugadas  respecto  a  la 
cónica  infinita. 

Teorema  12.2  Por  cada  punto  pasa  una  única  perpendicular  a  una  recta  dada. 
Dos  rectas  son  ultraparalelas  si  y  sólo  si  tienen  una  perpendicular  común,  y  en 
tal  caso  es  única. 

DemostraciÓN:  La  perpendicular  a  una  recta  r  por  un  punto  p  es  la  recta 
que  une  P  con  el  polo  de  r.  Si  dos  rectas  son  ultraparalelas,  se  cortan  en 
un  punto  ultrainfinito  P,  luego  la  polar  de  P  es  una  perpendicular  común. 
Recíprocamente,  si  r  es  una  perpendicular  común  a  dos  rectas,  éstas  se  cortan 
en  el  polo  de  r,  que  es  ultrainfinito.  ■ 

Diremos  que  las  rectas  perpendiculares  a  una  dada  forman  un  haz  de  rectas 
ultraparalelas,  y  es  claro  que  tales  haces  están  en  correspondência  con  los  puntos 
ultrainfinitos. 

Tenemos,  pues,  que  un  plano  hiperbólico  es  un  subconjunto  de  un  plano 
proyectivo.  Si  dotamos  a  éste  de  estructura  euclídea  tendremos  una  represen- 
tación  dei  plano  hiperbólico  como  subconjunto  de  un  plano  euclídeo,  con  lo  que 
muchos  de  los  teoremas  euclídeos  se  traducirán  a  teoremas  hiperbólicos.  Vea- 
mos  que  esto  se  puede  hacer  de  modo  que  la  relación  entre  ambos  planos  sea 
especialmente  simple: 

Sea  O  cualquier  punto  dei  plano  hiperbólico,  sea  r  su  polar,  que  será  una 
recta  ultrainfinita,  consideremos  el  espado  euclídeo  que  resulta  de  tomar  a  r 
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como  recta  infinita  con  la  involución  (elíptica)  inducida  por  la  cónica  infinita. 
Entonces  dicha  cónica  se  convierte  en  una  circunferência  C  de  centro  O ,  las 
rectas  hiperbólicas  coinciden  con  los  segmentos  euclídeos  de  extremos  en  C  y 
las  relaciones  de  orden  hiperbólicas  coinciden  con  las  euclídeas. 

Definición  12.3  Se  llama  modelo  de  Klein  dei  plano  hiperbólico  al  espado 
formado  por  los  puntos  interiores  de  una  circunferência  euclídea  C  y  tomando 
como  rectas  las  cuerdas  de  C.  (Aunque  en  teoria  es  irrelevante,  usualmente 
consideraremos,  por  simplicidad,  la  circunferência  de  centro  (0,  0)  y  radio  1.) 

Todos  los  conceptos  referentes  al  plano  hiperbólico  se  definen  en  términos  de 
la  estructura  proyectiva  dei  plano  que  lo  contiene,  pero  es  útil  relacionados  con 
la  geometria  euclídea  a  través  dei  plano  de  Klein.  Por  ejemplo,  observamos  que 
las  perpendiculares  hiperbólicas  a  una  recta  que  pasa  por  cl  centro  O  dei  plano 
de  Klein  coinciden  con  las  euclídeas. 

Ejercicio:  Describir  en  términos  geométricos  sencillos  la  construcción  de  la  perpen¬ 
dicular  a  una  recta  por  un  punto  dado  en  el  plano  de  Klein. 

Ejemplo:  Como  muestra  de  la  utilidad  dei  plano  de  Klein  probaremos  el  hecho 
siguiente: 

La  proyección  ortogonal  de  una  recta  en  otra  que  no  sea  perpendi¬ 
cular  a  ella  tiene  por  imagen  una  semirrecta  si  ambas  rectas  son 
paralelas  y  un  segmento  en  caso  contrario. 

Podemos  tomar  uno  de  los  puntos  de  la  recta  ima¬ 
gen  como  centro  dei  plano  de  Klein,  con  lo  que  ésta 
es  un  diâmetro  dei  mismo.  La  proyección  ortogonal 
desde  la  otra  recta  coincide  entonces  con  la  euclídea, 
pero  dicha  recta  es  un  segmento,  luego  su  imagen  es 
otro  segmento  salvo  en  el  caso  de  que  ambas  tengan  un 
extremo  común,  es  decir,  salvo  que  se  trate  de  rectas 
paralelas.  ■ 

Observemos  que  todas  las  homografías  dei  grupo  hiperbólico  conservan  la 
perpendicularidad,  luego  todas  ellas  son  el  equivalente  a  las  semejanzas  de  la 
geometria  parabólica.  Si  queremos  definir  las  isometrías  como  en  el  caso  pa¬ 
rabólico  deberemos  empezar  por  definir  las  reflexión  respecto  a  una  recta.  Es 
claro  que  sólo  hay  una  definición  razonable:  la  reflexión  respecto  de  una  recta  r 
ha  de  tener  orden  2,  luego  ha  de  ser  inducir  una  involución  en  la  cónica  infinita, 
y  además  ha  de  fijar  los  puntos  de  r,  luego  dicha  involución  ha  de  ser  la  invo¬ 
lución  que  fija  a  los  dos  puntos  de  intersección  de  r  con  C.  En  definitiva,  hemos 
de  definir  una  reflexión  como  una  involución  hiperbólica  de  la  cónica  infinita. 
Ahora  bien,  los  teoremas  9.57  4)  y  9.68  implican  que  toda  toda  homografía  dei 
grupo  hiperbólico  es  producto  de  reflexiones,  luego  hemos  de  considerarias  a 
todas  como  isometrías. 
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Deflnición  12.4  A  las  homografías  dei  grupo  hiperbólico  las  llamaremos  tam- 
bién  isometrías.  Diremos  que  dos  figuras  son  congruentes  si  existe  una  isometría 
que  transforma  una  en  otra. 

Notemos  que  las  isometrías  que  dejan  fijo  al  centro  O  dei  plano  de  Klein 
fijan  también  a  su  recta  polar,  que  es  la  recta  infinita,  luego  son  biyecciones 
afines.  Puesto  que  fijan  a  la  circunferência,  de  hecho  son  isometrías  euclídeas. 
El  recíproco  es  obvio,  luego  tenemos  que  las  isometrías  hiperbólicas  dei  plano 
de  Klein  que  fijan  a  su  centro  son  exactamente  las  euclídeas,  es  decir,  los  giros 
de  centro  O  y  las  reflexiones  respecto  de  rectas  que  pasan  por  O.  En  particular 
la  reflexión  respecto  de  una  recta  r  que  pasa  por  O  fija  a  todos  los  puntos 
de  r  y,  como  O  puede  ser  cualquier  punto,  esto  vale  para  todas  las  reflexiones 
hiperbólicas. 

Con  esto  tenemos  definidos  todos  los  conceptos  que  aparecen  en  los  axiomas 
de  la  geometria  absoluta  excepto  las  relaciones  de  orden  en  una  recta,  pero  éstas 
son  fáciles  de  definir:  si  a  una  recta  que  quitamos  un  punto  infinito  o  ultrainfinito 
obtenemos  una  recta  afín  con  dos  ordenaciones  naturales,  las  restricciones  de 
estas  ordenaciones  al  segmento  finito  no  dependen  dei  punto  que  hemos  quitado, 
por  lo  que  tenemos  dos  ordenaciones  naturales  en  porción  finita  de  la  recta.  En 
el  plano  de  Klein  las  relaciones  de  orden  hiperbólicas  coinciden  con  las  euclídeas. 

Ahora  es  fácil  comprobar  que  el  plano  hiperbólico 
cumple  los  axiomas  de  la  geometria  absoluta.  Los  gru¬ 
pos  A  y  B  se  comprueban  sin  dificultad  alguna  en  el 
plano  de  Klein.  Por  ejemplo,  un  triângulo  en  el  plano 
de  Klein  es  un  triângulo  euclídeo  contenido  en  la  cir¬ 
cunferência  infinita,  si  una  recta  hiperbólica  corta  a 
uno  de  sus  lados  y  no  pasa  por  ninguno  de  los  vértices, 
entonces  ha  de  cortar  a  otro  de  los  lados,  porque  esta 
propiedad  se  cumple  en  el  plano  euclídeo.  Esto  de- 
muestra  el  axioma  B5  para  el  plano  hiperbólico.  Igualmente  se  prueban  los 
demás  axiomas.  El  axioma  de  Arquímedes  equivale  a  que  el  cuerpo  de  escalares 
sea  arquimediano. 

Los  axiomas  de  congruência  requieren  mayor  atención  porque  la  congruência 
hiperbólica  no  coincide  con  la  euclídea,  como  tampoco  lo  hacen  la  perpendicu- 
laridad  ni  mucho  menos  el  paralelismo.  Pensemos,  por  ejemplo,  que  si  el  plano 
de  Klein  satisface  realmente  los  axiomas  dei  grupo  C  entonces  una  recta  debe 
contener  infinitos  segmentos  disjuntos  de  la  misma  longitud,  pero  dicha  recta  es 
un  segmento  euclídeo,  y  no  contiene  infinitos  segmentos  euclídeos  de  la  misma 
longitud.  Lo  que  sucede  es  que  los  segmentos  hiperbólicos  son  más  cortos  desde 
el  punto  de  vista  euclídeo  cuanto  más  cerca  están  dei  borde  dei  círculo  finito. 

Pese  a  ello,  vamos  a  reducir  también  al  caso  euclídeo  la  comprobación  dei  los 
axiomas  dei  grupo  C.  Sólo  necesitamos  este  hecho  adicional:  dados  dos  puntos 
P  y  Q  existe  una  isometría  hiperbólica  que  transforma  uno  en  otro.  De  hecho 
vamos  a  ver  que  existe  una  que  los  intercambia.  Sea  r  la  recta  que  los  une.  Sean 
Ay  B  sus  puntos  infinitos.  El  teorema  9.72  nos  da  que  existe  un  único  par  M,  N 
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de  puntos  de  r  harmónicamente  conjugados  respecto  de  P  y  Q  y  respecto  de  A 
y  B.  Uno  de  los  dos,  digamos  M  será  finito  y  ei  otro  ultrainfinito.  Entonces  la 
polar  de  N  es  una  recta  finita  s  que  pasa  por  M.  La  reflexión  respecto  de  s  fija 
a  M  e  intercambia  a  P  y  Q.  Notemos  que  M  es  el  punto  medio  hiperbólico  dei 
segmento  PQ. 

Ahora  vamos  a  probar  los  axiomas  de  congruência.  El  axioma  Cl  es  obvio. 
Para  C2  partimos  de  tres  puntos  A,  B,  A'  y  una  semirrecta  s  de  origen  A', 
y  hemos  de  probar  que  existe  un  único  punto  B'  en  s  tal  que  AB  =  A'B'. 
Aplicando  una  isometría  podemos  suponer  que  A!  es  el  centro  dei  plano  de 
Klein,  con  lo  que  la  semirrecta  es  un  radio  dei  círculo.  Mediante  otra  isometría 
transformamos  el  segmento  AB  en  un  segmento  A'B" .  Ahora  podemos  aplicar 
un  giro  de  centro  A',  que  es  una  isometría  hiperbólica,  para  transformar  A!B" 
en  un  segmento  A'B'  con  B'  en  s. 

Para  probar  la  unicidad  hemos  de  ver  que  si  Al B'  =  A’B"  con  B"  en  s 
entonces  B'  =  B" .  Ahora  bien,  una  isometría  entre  los  dos  segmentos  hace 
corresponder  sus  extremos.  Componiéndola  si  es  preciso  con  una  isometría  que 
intercambie  Al  y  B"  podemos  suponer  que  fija  a  A' .  Pero  si  una  isometría  fija 
a  A'  y  transforma  B'  en  B"  (ambos  en  la  misma  semirrecta)  necesariamente 
B'  =  B" ,  pues  la  isometría  es  también  una  isometría  euclídea. 

La  prueba  de  C3  es  simple:  dados  A ,  B ,  C  colineales  y  A',  B' ,  C  colineales 
también  tales  que  AB  =  A'B'  y  BC  =  B'C ,  entonces  existe  una  isometría  que 
transforma  A  en  Al  y  B  en  B' .  La  imagen  de  C  ha  de  ser  un  punto  C"  en  la 
misma  semirrecta  que  C  con  origen  B'  y  de  modo  que  B'C"  =  BC  =  B'C , 
luego  por  C2  ha  de  ser  C "  =  C . 

El  axioma  C4  se  comprueba  exactamente  igual  que  C2:  dado  un  ângulo 
L,  una  semirrecta  s  y  un  semiplano  7 r  cuya  frontera  sea  la  prolongación  de  s, 
suponemos  que  el  origen  de  s  es  el  centro  dei  círculo,  transportamos  el  ângulo 
para  que  su  vértice  este  en  dicho  centro  y  aplicamos  un  giro  para  obtener  un 
ângulo  de  lado  s  y,  si  es  necesario,  una  simetria  para  que  quede  contenido  en  7 r. 
La  unicidad  se  prueba  de  forma  similar. 

Antes  de  probar  C5  hemos  de  probar  que  la  definición  de  congruência  de 
triângulos  que  dimos  en  el  capítulo  I  coincide  con  la  que  aqui  hemos  dado.  Una 
implicación  es  evidente.  Supongamos  que  ABC  =  ABC  en  el  sentido  de  que  sus 
lados  y  ângulos  son  congruentes.  Entonces  existe  una  isometría  que  transforma 
A  y  B  en  A'  y  B'  respectivamente.  Componiéndola  con  una  reflexión  respecto 
a  AB  podemos  suponer  que  ésta  transforma  C  en  un  punto  C"  en  el  mismo 
semiplano  que  C  respecto  de  A' B' .  Por  C4  se  ha  de  cumplir  B'A'C"  =  B'A'C' 
y  ACCC"  =  ÃT&C'.  Por  consiguiente  A'C  =  A1C"  y  B'C  =  B'C ",  luego 
C  =  C"  es  el  punto  de  corte  de  ambas  rectas.  Así  pues,  A'B'C  es  la  imagen 
de  ABC ,  luego  son  congruentes  en  el  sentido  general. 

Ahora  la  prueba  de  C 5  es  completamente  análoga  a  la  de  C 2  y  C4  (pero  no 
hace  falta  probar  la  unicidad).  Así  pues: 
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Teorema  12.5  El  plano  hiperbólico  cumple  los  axiomas  de  la  geometria  abso¬ 
luta  (incluyendo  el  axioma  de  Arquímedes  si  el  cuerpo  de  escalares  es  arquime- 
diano),  pero  no  cumple  el  axioma  de  las  paralelas. 

Las  diferencias  entre  la  geometria  euclídea  y  la  hiperbólica  se  hacen  notables 
en  cuanto  hablamos  de  perpendicularidad  y  paralelismo.  Ya  hemos  visto  que 
dos  rectas  paralelas  no  tienen  perpendiculares  comunes.  Otro  hecho  insólito  es 
que  dos  pares  cualesquiera  de  rectas  paralelas  son  congruentes  (pues  cada  uno 
está  determinado  por  tres  puntos  infinitos,  y  existe  una  isometría  que  transporta 
tres  puntos  infinitos  cualesquiera  en  otros  tres). 

Ejercicio:  Probar  que  dos  pares  de  rectas  ultraparalelas  correspondientes  a  un  mismo 
haz  son  congruentes. 


12.2  Medida  de  segmentos  y  ângulos 

Sabemos  que  el  plano  hiperbólico  (sobre  un  cuerpo  arquimediano)  cumple 
todos  los  resultados  que  probamos  en  el  capítulo  II.  En  particular  podemos 
asociar  a  cada  segmento  una  longitud  real,  definida  salvo  un  factor  constante, 
de  modo  que  dos  segmentos  son  congruentes  si  y  sólo  si  tienen  la  misma  longitud. 
Como  ya  hemos  comentado,  aunque  representemos  el  plano  hiperbólico  como 
un  círculo  euclídeo  de  centro  O ,  la  longitud  hiperbólica  no  puede  coincidir  con 
la  euclídea  ni  siquiera  en  el  caso  de  segmentos  con  un  extremo  en  O. 

Vamos  a  buscar  una  expresión  para  la  longitud  hiperbólica  de  un  segmento. 
Por  el  teorema  2.22,  cualquier  invariante  que  curnpla  m(u  +  v)  =  m(u)  +  m(v) 
para  todo  par  de  segmentos  u  y  v  nos  da  la  longitud  de  los  segmentos  respecto 
a  cierta  unidad  de  medida.  A  la  hora  de  buscar  un  invariante  es  lógico  pensar 
en  la  razón  doble. 

Dados  dos  puntos  P  y  Q,  llamaremos  Poo  y  Qoo  a  los  puntos  infinitos  de  la 
recta  PQ  de  modo  que  el  orden  de  los  cuatro  sea  Poo,  P,  <3,  Qoo-  La  cantidad 
D?(P,  Q,  Q oo,  Poo)  es  ciertamente  invariante  por  isometrías.  Además,  si  un  punto 
R  está  entre  P  y  Q  es  inmediato  comprobar  la  relación 

íR(P,  Q,  Q  oo  ,  Poo  )  =  ft(P,  P;  Q  oo  ,  Poo)3^(P,  <5,  Poo,  Qoo)- 

Nos  interesa  una  relación  de  este  tipo,  pero  aditiva,  no  multiplicativa.  Para 
ello  basta  tomar  logaritmos.  Notemos  que  como  PQ  jj"  Poo  Q oo  la  razón  doble 
es  positiva.  De  hecho  es  fácil  ver  que  es  mayor  que  1,  pues 

\R(P,Q,Qoo,Poo)\  = 

y  ciertamente  PQ  ^  QP ^  >  QQ  ^  PP  oo  •  Este  es  el  motivo  por  el  que  hemos 
considerado  esta  razón  doble  y  no  P(P,  Q,  Poo,  Qoo),  que  es  la  inversa  de  la 
anterior,  y  por  lo  tanto  menor  que  1.  Según  esto  podemos  definir 

d(P,Q)  =  \  log^(P,Q,Qoo,Poo) 


(12.1) 
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y  tenemos  que  d{P ,  Q)  es  un  número  real  positivo  invariante  por  isometrías, 
y  cuando  P ,  Q,  R  son  tres  puntos  colineales,  con  R  entre  P  y  Q,  se  curnple 
d(P,  Q)  =  d{P1  R)  +  d{R ,  Q).  Convenimos  adenrás  que  d{P1  P)  =  0. 

Así,  d{P1  Q)  es  la  distancia  hiperbólica  entre  los  puntos  P  y  Q.  En  lugar  de 
la  constante  1/2  podríamos  haber  elegido  cualquier  otro  número  real  positivo. 
Modificar  esta  constante  equivale  a  cambiar  de  unidad  de  longitud.  Más  adelante 
justificaremos  esta  elección. 

Es  clara  la  analogia  entre  la  fórmula  que  hemos  encontrado  para  la  medida  de 
segmentos  hiperbólicos  y  la  fórmula  de  Cayley  que  dimos  en  el  capítulo  anterior 
para  la  medida  de  ângulos  euclídeos.  En  el  caso  de  los  ângulos  la  proximidad 
es  más  que  formal,  pues  podemos  reducir  la  medida  de  ângulos  hiperbólicos 
a  la  de  ângulos  euclídeos.  En  efecto,  sabemos  que  las  isometrías  que  hjan  al 
centro  O  dei  plano  de  Klein  son  las  mismas  para  la  geometria  euclídea  y  para 
la  hiperbólica,  de  donde  se  sigue  que  dos  ângulos  de  vértice  O  son  congruentes 
para  una  si  y  sólo  si  lo  son  para  la  otra.  A  su  vez  de  aqui  se  sigue  que  la  suma 
de  ângulos  de  vértice  O  es  la  misrna  en  ambos  casos  y  la  medida  de  ângulos, 
tal  y  como  la  construimos  en  el  capítulo  II  no  depende  de  nada  más,  luego  la 
medida  euclídea  coincide  con  la  hiperbólica  en  el  caso  de  ângulos  de  vértice  O. 
Según  la  fórmula  de  Cayley,  si  rq  y  r2  son  dos  rectas  que  pasan  por  O  el  ângulo 
que  forman  mide 

ryig  =  ^  argD?(ri,r2,/i,/2), 

donde  I\  y  I2  son  las  rectas  que  pasan  por  O  y  por  los  puntos  circulares. 

Si  obtenemos  una  expresión  invariante  por  isometrías  hiperbólicas  y  que 
coincida  con  ésta  sobre  las  rectas  que  se  cortan  en  O,  tendremos  una  medida  de 
ângulos  hiperbólicos.  Ahora  bien,  esto  es  fácil  de  conseguir: 

Teorema  12.6  El  ângulo  que  forman  dos  rectas  hiperbólicas  secantes  rq  y  r2 
viene  dado  por  la  expresión 1 

ryrg  =  \  argIR(rq,r2,/i,/2), 

donde  I±  e  /2  son  las  tangentes  a  la  cónica  infinita  por  el  punto  rq  fi  r2. 

Efectivamente,  esta  expresión  es  invariante  por  isometrías  y  si  el  punto  de 
corte  es  el  centro  dei  plano  de  Klein  entonces  las  tangentes  pasan  por  los  puntos 
circulares,  luego  el  ângulo  coincide  con  el  euclídeo. 

La  fórmula  anterior  nos  da  el  (menor)  ângulo  orientado  determinado  por  dos 
rectas  secantes,  donde  ‘orientado’  quiere  decir  que  cambia  de  signo  si  cambiamos 
el  orden  de  las  rectas.  Para  eliminar  esta  dependencia  dei  orden  podemos  tomar 
el  argumento  en  [— 7r,  7r]  y  tomar  el  valor  absoluto.  Esto  nos  da  la  medida  (en  el 
sentido  dei  capítulo  II)  dei  ângulo  agudo  (o  recto)  que  determinan  las  dos  rectas. 
Para  calcular  el  ângulo  entre  dos  semirrectas  aplicamos  la  fórmula  anterior  y 
calculamos  el  complementario  (restando  el  resultado  de  7r)  si  el  ângulo  que 
queremos  medir  es  obtuso. 


'Como  en  el  caso  de  la  fórmula  de  Cayley,  dcbemos  senalar  que  la  expresión  habitual  de 
esta  fórmula  es  ipr:2  =  —  /  log Dt(rj ,  r2,  h-,  L),  donde  log  representa  al  logaritmo  complejo. 
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Vamos  a  deducir  unas  fórmulas  muy  útiles  para  calcular  longitudes  y  ângulos 
hiperbólicos  a  partir  de  las  coordenadas  homogéneas  de  los  puntos  y  rectas. 
Sea  A  la  matriz  de  la  cónica  infinita  en  un  sistema  de  referencia  dado.  Sea 
f(X,Y )  =  XAY*,  de  modo  que  la  ecuación  de  la  cónica  es  f(X,X)  =  0.  Sean 
X  e  Y  las  coordenadas  homogéneas  de  dos  puntos  interiores  a  la  cónica.  La 
recta  que  los  une  está  formada  por  los  puntos  de  coordenadas  X  +  X Y,  donde 
AeKU  {oo}.  Esta  recta  corta  a  la  cónica  en  los  puntos  correspondientes  a  los 
valores  de  A  que  satisfacen  la  ecuación 

0  =  f(X  +  X Y,  X  +  X Y)  =  X 2f(Y,  Y)  +  2  f(X,  Y) X  +  f(X,  X). 


Concretamente: 

_  -/(X,  Y)  ±  y /f(X,  Y)*  -  f(X ,  X)f(Y,  Y) 
f(Y,Y) 

Podemos  considerar  a  A  como  la  coordenada  cartesiana  de  un  punto  de  la 
recta  XY  respecto  a  un  sistema  de  referencia  de  origen  X  y  en  el  que  Y  es 
el  punto  infinito.  Si  llamamos  Ai  y  A2  a  los  dos  valores  dados  por  la  fórmula 
anterior  y  Pi,  P2  a  los  puntos  correspondientes,  entonces 

X(X,Y1PllP2)  =  31(0, 00,  A1}  A2)  = 

A2 

Para  calcular  d(X,  Y)  hemos  de  ordenar  P\  y  P2  de  modo  que  la  razón  doble  sea 
mayor  que  1.  Si  los  ponemos  en  orden  equivocado  lo  único  que  sucede  es  que  el 
logaritmo  cambia  de  signo,  por  lo  que  en  lugar  de  preocupamos  por  determinar 
el  orden  correcto  anadimos  un  valor  absoluto  a  la  fórmula.  Así,  la  distancia 
hiperbólica  entre  los  puntos  de  coordenadas  X  e  Y  es 


d 


f{X,Y)  +  y/f(X,Y)* 
f{X,Y)  +  y/f(X,Y)* 


f{X,X)f{Y,Y) 

f(X,X)f(Y,Y) 


(f(X,  Y)  +  y/f(X,Y)*-f{X,X)f(Y,Y))  2 
f{X,X)f(Y,Y) 


El  coseno  hiperbólico  biyecta  los  números  positivos  con  los  números  mayores 
que  1,  luego  es  equivalente  conocer  d  que  coshti.  Sin  embargo  vamos  a  ver  que 
la  expresión  de  coshd  es  algo  más  siinple.  Calculamos 


e 


±d 


f(X,  Y)  +  y/f(X,  V)2  -  f(X,  X)f(Y,  Y) 
v7(.V.  )  ) 


de  donde  se  obtiene  fácilmente 

ed 

cosh  d  =  — 


\f(X,Y)\ 

y/f(X,X)f(Y,Y)' 


(12.2) 


Ahora  particularizamos  al  caso  en  que  la  cónica  es  la  circunferência  de  radio  1 
y  los  puntos  son  X  =  (x,  y,  1),  Y  =  (2/,  y' ,  1).  Entonces  f(X ,  Y)  =  xx'  +  yyr  —1, 
luego  en  total  obtenemos: 
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Teorema  12.7  La  distancia  hiperbólica  d  en  el  plano  de  Klein  entre  dos  puntos 
cuyas  coordenadas  cartesianas  son  ( x,y )  y  (x',y')  viene  dada  por 

1-xx'  -  yy' 

cosh  d  =  — ,  .  = . 

y/(l  —  x2  —  y2)(  1  —  x'2  —  y'2) 

Los  mismos  cálculos  nos  dan  una  expresión  similar  para  el  ângulo  entre  dos 
rectas.  Hemos  de  partir  de  la  ecuación  F(X,Y)  =  XA~1Y  y  las  coordenadas 
homogéneas  leFde  dos  rectas  finitas  que  se  corten  en  un  punto  P.  Entonces 
X+XY  recorre  todas  las  rectas  que  pasan  por  P  y  los  valores  de  A  que  obtenemos 
corresponden  a  las  dos  tangentes  imaginarias  por  P  a  la  cónica  infinita.  Si 
llamamos  d  al  ângulo  entre  las  dos  rectas,  llegamos  a  que 

1  (f{X,  Y)  +  y/F(X,  Y)2  -  F(X,  X)F(Y ,  Y))  2 

9  =  ±  -  arg  — - - - - — - - - - — . 

2  6  F(X,X)F{Y,Y) 


Más  aún,  si  recordamos  la  deducción  de  la  fórmula  de  Cayley  veremos  que 
en  realidad  la  razón  doble  que  hemos  calculado  tiene  módulo  1  y  así 


cos  26  ±  i  sen  26 


(f(x,  Y)  +  vWFMWl) 2 

F(X,X)F(Y,Y) 


Ahora  usamos  que  cos  26  +  i  sen  26  =  (cos  6  +  i  sen  d)2,  con  lo  que  simplificamos 
el  cuadrado  y  tomamos  la  parte  real.  El  resultado  es 


cos  6  = 


F(X,Y ) 

y/F(X,X)F(Y,Y)' 


Si  lo  aplicamos  al  caso  en  que  la  cónica  infinita  es  la  circunferência  unidad, 
la  ecuación  tangencial  es  F(X,Y )  =  xx'  +  yy'  —  zz' ,  con  lo  que  llegamos  al 
teorema  siguiente: 


Teorema  12.8  El  ângulo  hiperbólico  6  en  el  plano  de  Klein  entre  dos  rectas 
cuyas  coordenadas  homogéneas  son  ( x,y,z )  y  {x',y',z')  viene  dado  por 


cos  6  = 


xx'  +  yy'  —  zz' 

\J  (x2  +  y2  —  z2)(x'2  +  y'2  —  z'2) 


Ejemplo:  Consideremos  un  cuadrilátero  hiperbólico  con  tres 
ângulos  rectos  dei  que  conocemos  las  longitudes  a  y  b  de  dos 
de  sus  lados.  Vamos  a  usar  las  fórmulas  que  hemos  obtenido 
para  calcular  el  cuarto  ângulo.  No  perdemos  generalidad  si 
suponemos  que  sus  vértices  tienen  coordenadas  A(0, 0),  B(x,  0), 
(7(0,1/),  D(x,y)  en  el  plano  de  Klein. 


C  a'  D 


3 

6 

3 _ 

_ C 

A  a  B 
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Lo  primero  que  conviene  observar  es  que  el  ân¬ 
gulo  9  es  agudo.  Para  ello  no  hay  más  que  cons¬ 
truir  la  perpendicular  a  CD  por  D  y  observar  que 
forma  con  CD  un  ângulo  mayor  que  9.  Por  lo  tanto, 
si  calculamos  el  ângulo  entre  CD  y  BD  estaremos 
calculando  9  y  no  su  complementario.  Incidental- 
mente  hemos  probado  que  no  existen  rectángulos 
hiperbólicos. 

El  teorema  12.7  nos  da 

cosh  a  =  — .  cosh  b  =  — . 


de  donde  podemos  despejar  x  =  tanha,  y  =  tanhfe. 
Por  otra  parte  el  teorema  12.8  aplicado  a  las  rectas  CD  =  (0, 1,  —y)  y  BD  = 
(1, 0,  —x)  nos  da 

ü  xy 

cos  9  =  — , 

V(i-*2)(i  -y2) 

y  al  sustituir  los  valores  de  x  e  y  en  función  de  a  y  ò  llegamos  a 


cos 9  =  senha  senhò. 


Ejercicio:  ^Qué  sucede  si  senha  senhb  >  1? 

Ejercicio:  Probar  que  la  hipotenusa  de  un  triângulo  rectángulo  es  mayor  que  cual- 
quiera  de  los  catetos.  Deducir  que  la  distancia  más  corta  entre  un  punto  y  una  recta 
se  alcanza  en  el  pie  de  la  perpendicular  a  la  recta  por  el  punto. 

Ejercicio:  Con  la  notación  dei  ejemplo  anterior,  probar  que  senha'  >  senha  y  por 
lo  tanto  a'  >  a.  Deducir  que  la  distancia  más  corta  entre  dos  puntos  de  dos  rectas 
ultraparalelas  es  la  que  media  entre  los  pies  de  su  única  perpendicular  común.  Probar 
también  que  si  una  recta  tiene  dos  puntos  a  la  misma  distancia  de  otra  recta,  entonces 
no  pueden  ser  paralelas. 


La  distancia  entre  dos  rectas  paralelas  Veamos  otra  aplicación  dei  teo¬ 
rema  12.7.  Consideremos  dos  rectas  paralelas.  No  perdemos  generalidad  si 
suponemos  que  son  las  rectas  y  =  0ey=l— x  dei  plano  de  Klein.  La  distancia 
a  la  primera  dei  punto  (x,  y)  de  la  segunda  viene  dada  por 


cosh  d  = 


y/l  —  x 2 

yjl  —  x2  —  (1  —  x)2 


A  la  vista  de  esta  fórmula  es  claro  que  si  r  y  s  son  dos  rectas  paralelas  no 
hay  dos  puntos  en  r  a  la  misma  distancia  de  s,  así  como  que  la  recta  r  puede 
orientarse  de  modo  que  la  distancia  a  s  de  un  punto  P  de  r  se  hace  arbitra¬ 
riamente  pequena  si  P  se  toma  suficientemente  a  la  derecha  y  arbitrariamente 
grande  se  P  se  toma  suficientemente  a  la  izquierda.  En  particular  no  hay  una 
mínima  distancia  entre  las  dos  rectas.  ■ 
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12.3  Trigonometria  hiperbólica 

Los  triângulos  hiperbólicos  verifican  relaciones  trigonométricas  algo  más 
complejas  que  las  de  los  triângulos  euclídeos,  pero  igualmente  manejables. 

Consideremos  un  triângulo  rectángulo  hiperbólico.  Diga¬ 
mos  que  sus  vértices  son  A,  B,  C,  sus  lados  a,  b,  c  y  sus 
ângulos  a,  /?,  7,  donde  7  =  n/2.  No  perdemos  generalidad  si 
suponemos  que  las  coordenadas  cartesianas  de  los  vértices  son 
A(0,  0),  B(x,y),  C(x,  0).  Como  A  es  el  centro  dei  plano  de 
Klein  el  ângulo  hiperbólico  a  coincide  con  el  ângulo  euclídeo 
correspondiente.  Llamemos  2:  =  \J x1  +  y2,  es  decir,  z  es  la 
longitud  euclídea  de  la  hipotenusa  dei  triângulo.  El  teorema  12.7  nos  da  las 
relaciones 

cosh  a  =  ^ ,  ,  cosh  b  =  ,  .  cosh  c  =  .  . 

y/T^z1  Vl^x1 

Es  fácil  despejar  de  las  dos  últimas 

x  =  tanh  6,  z  =  tanh  c. 

De  la  primera  obtenemos 

(1  —  x2)  cosh2  a  —  y2  cosh2  a  =  1  —  x2  y2  cosh2  a  =  (1  —  tanh2  b)  senh2  a, 

con  lo  que 

tanh  a 
^  cosh  b 

De  aqui  se  obtienen  todas  las  fórmulas  trigonométricas  hiperbólicas  sobre 
triângulos  rectángulos.  Con  ellas  podemos  calcular  los  cinco  elementos  dei 
triângulo  a  partir  de  dos  cualesquiera  de  ellos.  En  primer  lugar  vemos  cómo 
calcular  los  ângulos  si  conocemos  dos  de  los  lados. 

Conocidos  un  cateto  y  la  hipotenusa  Si  conocemos  b  y  c  podemos  apro- 
vechar  que  el  ângulo  hiperbólico  a  coincide  con  el  euclídeo,  con  lo  que 

x  tanh  b 

cos  a  =  —  =  - - — . 

2  tanh  c 

Por  simetria  se  ha  de  cumplir  la  fórmula  análoga  con  el  otro  cateto,  luego 

tanhè  =  cosa  tanhc,  (12-3) 

tanh  a  =  cos/3  tanhc.  (12-4) 

Conocidos  los  catetos  Si  conocemos  a  y  b  usamos  la  tangente  de  a: 

y  tanh  a 

tana  =  —  = - — . 

x  senh  b 

Por  simetria  la  misma  fórmula  ha  de  valer  para  el  cálculo  de  /3,  con  lo  que 

=  tana  senhò,  (12-5) 

=  tan/3  senha.  (12-6) 


tanh  a 
tanh  b 
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El  teorema  de  Pitágoras  hiperbólico  Veamos  ahora  cómo  calcular  un  lado 
si  conocemos  los  otros  dos.  Con  esto  podremos  resolver  cualquier  triângulo 
rectángulo  conocidos  dos  lados.  Sustituimos  los  valores  de  x,  y,  z  en  la  relación 
pitagórica  euclídea  z 2  =  x2  +  y2,  con  lo  que  obtenemos 


tanh2  c  =  tanh2  b  + 


tanh2  a 
cosh2  b 


Usando  la  relación  obvia  entre  cosenos  y  tangentes  hiperbólicas  llegamos  a 


1  - 


1 


cosh  c 


=  1  - 


cosh2 b 


cosh2  b 


1  - 


cosh2  a 


que  se  reduce  a 


coshc  =  cosh  a  cosh  6. 


(12.7) 


Conocidos  un  lado  y  un  ângulo  Las  fórmulas  que  hemos  dado  para  los 
cosenos  y  las  tangentes  nos  permiten  ya  resolver  este  caso.  No  obstante  la 
fórmula  anterior  nos  da  también  expresiones  para  los  senos: 

y  tanh  a  senh  a  cosh  c  senh  a 

sen  a  =  —  = - = -  =  - . 

2  cosh  b  tanh  c  cosh  a  cosh  b  senh  c  senh  c 

Así  pues: 

senha  =  sen  a  senhc,  (12.8) 

senh b  =  sen/3  senhc.  (12.9) 


Conocidos  dos  ângulos  Este  es  el  punto  más  peculiar  de  la  trigonometria 
hiperbólica,  y  es  que  nos  permite  calcular  los  lados  de  un  triângulo  conocidos 
sus  ângulos.  De  momento  lo  probamos  sólo  para  triângulos  rectángulos,  pero 
luego  veremos  que  vale  en  general.  Dividimos  (12.3)  entre  (12.9)  y  aplicamos 

(12.7) : 

cos  a  tanh  b  senh  c  cosh  c 

- n  = - ; - tt  =  — t~t  =  cosh  a. 

sen  p  tanh  c  senh  o  cosh  b 

Similarmente  se  prueba  la  fórmula  análoga.  Multiplicándolas  y  aplicando 

(12.7)  obtenemos  una  tercera  que  nos  permite  calcular  la  hipotenusa: 


cosa  =  sen/3  cosh  a, 
cos/3  =  sen  a  cosh  b, 

1  =  tana  tan/3  coshc. 


(12.10) 

(12.11) 

(12.12) 


La  suma  de  los  ângulos  Hay  una  fórmula  de  la  trigonometria  euclídea  que  ya 
no  es  válida  en  el  caso  hiperbólico,  y  es  que  la  suma  de  los  ângulos  de  un  triângulo 
no  es  igual  a  tt.  De  hecho  siempre  es  menor  que  tt.  De  momento  lo  probamos 
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para  triângulos  rectángulos.  Llamemos  (3  al  ângulo  euclícleo  correspondiente  a 
/?,  de  modo  que 


-=  y  tanh  a  cos  /3 

cos^  =  _  =  _____  =  __  <  cos/3. 

Puesto  que  los  ângulos  son  agudos,  se  cumple  /3  <  j3,  luego 


0  +  /3+  —  <0;  +  , 


7 r 

—  =  7T. 
2 


Triângulos  arbitrários  La  resolución  de  triângulos  arbitrários  se  consigue 
descomponiéndolos  en  dos  triângulos  rectángulos.  Para  ello  trazamos  una  de 
las  alturas,  y  hay  que  distinguir  dos  casos  según  si  el  pie  P  queda  entre  los  dos 
vértices  opuestos  o  no. 


B  B 


primer  caso  (figura  de  la  izquierda),  pues  por  el  teorema  2.28  sabemos  que  los 
ângulos  de  un  triângulo  no  suman  más  de  7r,  luego  al  menos  dos  de  cllos  son 
agudos.  Si  suponemos  que  A  y  C  lo  son,  entonces  el  pie  P  de  la  altura  por  C  está 
necesariamente  entre  Ay  C.  Por  ejemplo,  teniendo  en  cuenta  que  los  ângulos  no 
rectos  de  los  triângulos  rectángulos  suman  menos  de  n/2,  basta  considerar  este 
primer  caso  para  concluir  que  los  ângulos  de  cualquier  triângulo  ABC  suman 
menos  de  n. 

Teorema  12.9  La  suma  de  los  ângulos  de  un  triângulo  hiperbólico  es  siempre 
menor  que  n. 

Vamos  a  ver  que  tres  de  los  seis  elementos  de  un  triângulo  determinan  los 
otros  tres.  Para  ello  probaremos  teoremas  análogos  hiperbólicos  al  teorema  de 
los  senos  y  el  teorema  dei  coseno. 

Teorema  12.10  (Teorema  de  los  senos)  Todo  triângulos  hiperbólico  satis- 
face  la  relación 

sen  a  sen  (3  sen  7 
senh  a  senh  b  senh  c 

DemostraciÓn  :  Supongamos  la  situación  de  la  figura  de  la  izquierda.  En¬ 
tonces 

senh  q  =  sen  7  senh  a,  senh  q  =  sen  a  senh  c, 

y  al  igualar  obtenemos  la  relación  buscada.  Si  la  situación  es  la  de  la  figura  de 
la  derecha  la  prueba  es  similar.  ■ 

En  geometria  hiperbólica  contamos  con  dos  teoremas  dei  coseno,  uno  para 
lados  y  otro  para  ângulos: 
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Teorema  12.11  (Teorema  dei  coseno)  Todo  triângulo  hiperbólico  satisface 
las  relaciones 


cosh  a  =  cosh  b  cosh  c  —  senh  b  senh  c  cos  a, 
cos  a  =  —  cos  /3  cos  7  +  sen  /3  sen  7  cosh  a. 

DemostraciÓN:  Como  en  el  teorema  anterior,  suponemos  que  el  pie  de  la 
altura  por  B  queda  entre  Ay  C.  El  caso  contrario  es  análogo. 


cosh  a 


cosh  q  cosh(ò  —  p)  =  cosh  q  (cosh  b  coshp  —  senh  b  senhp) 
cosh  b  coshc—  senhò  coshc  tanhp 
cosh  b  cosh  c  —  senh  b  cosh  c  cos  a  tanh  c 
cosh  b  cosh  c  —  senh  b  senh  c  cos  a. 


Sea  6  =  PBC. 


cos  a  =  cosh  q  sen (/?  —  <5)  =  cosh  q  sen  /?  cos  ô  —  cosh  q  cos  /3  sen  S 
=  cosh  q  cosh(u  —  p)  sen  7  sen  / 3  —  cos  f3  cos  7 
=  cosh  a  sen  7  sen  (5  —  cos  / 3  cos  7. 


Es  fácil  ver  que  con  estas  fórmulas  podemos  resolver  cualquier  triângulo.2 
En  particular,  si  conocemos  los  tres  ângulos  el  teorema  dei  coseno  para  ângulos 
nos  permite  calcular  los  tres  lados.  Por  consiguiente: 

Teorema  12.12  Dos  triângulos  hiperbólicos  son  congruentes  si  y  sólo  si  tienen 
iguales  sus  ângulos  respectivos. 

Unidades  de  longitud  absolutas  En  la  geometria  euclídea  existe  una  asi- 
metría  entre  la  medida  de  longitudes  y  la  medida  de  ângulos.  En  efecto,  no 
es  posible  definir  geométricamente  una  unidad  de  longitud.  El  metro  se  define 
actualmente  en  términos  dei  segundo  y  de  la  velocidad  de  la  luz,  y  a  su  vez  el 
segundo  se  define  en  términos  de  una  propiedad  física  dei  átomo  de  kriptón; 
antiguamente  el  metro  se  definia  como  la  longitud  dei  patrón  de  platino  que 
se  hallaba  en  Paris.  En  cualquier  caso,  si  alguien  quiere  construir  un  metro 
con  precisión  se  ve  obligado  a  observar  átomos  de  kriptón,  a  viajar  a  Paris 
o  algo  similar.  En  cambio,  no  es  necesario  viajar  a  Paris  para  construir  un 
ângulo  recto,  o  un  radián,  o  un  grado  sexagesimal  con  precisión.  Podría  haber 
un  ângulo  patrón  en  Paris,  pero  no  es  necesario  porque  existen  unidades  na- 
turales  de  ângulo,  en  el  sentido  de  que  pueden  definirse  por  médios  puramente 
geométricos.  Nosotros  hemos  definido  el  radián  y  no  hemos  tenido  que  aludir  a 
ningún  átomo. 

Ahora  podemos  observar  que  en  la  geometria  hiperbólica,  no  sólo  podemos 
definir  geométricamente  una  unidad  de  ângulo  (por  ejemplo,  el  radián  puede 

2Como  en  el  caso  euclídeo,  si  conocemos  dos  lados  y  un  ângulo  distinto  dei  que  forman 
puede  haber  dos  soluciones. 
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definirse  como  2/ir  ângulos  rectos),  sino  que  también  podemos  definir  una  unidad 
de  longitud.  En  efecto,  un  triângulo  equilátero  tiene  sus  tres  ângulos  iguales  (por 
el  teorema  de  los  senos).  Si  el  lado  mide  l,  el  teorema  dei  coseno  nos  da  que  sus 
ângulos  cumplen 


cosa  = 


cosliZ 
1  +  cosh  l 


Por  lo  tanto,  podemos  definir  la  unidad  de  longitud  de  un  plano  hiperbólico 
como  la  longitud  dei  lado  de  un  triângulo  equilátero  cuyos  ângulos  miden 


cosh  1 

a  =  arccos - - —  «  0.92  rad  «  52°  38'  35.665". 

1  +  cosh  1 


Esta  definición  determina  de  forma  absoluta  una  longitud  en  el  plano.  Igual 
que  podemos  definir  distintas  unidades  de  ângulo  (el  ângulo  recto,  el  radian,  el 
grado  sexagesimal,  etc.)  también  podemos  definir  otras  unidades  de  longitud 
cambiando  el  valor  anterior  de  a  por  otro  número  real  <  7r/3.  Esto  equivale  a 
modificar  la  constante  1/2  de  la  definición  12.1.  Si  en  lugar  de  1/2  hubiéramos 
puesto  otro  valor  k/2,  en  la  fórmula  dei  teorema  12.7  aparecería  coshfcd  y,  en 
general,  todas  las  fórmulas  trigonométricas  que  hemos  probado  incluirían  el 
factor  k  multiplicando  a  los  argumentos  hiperbólicos.  Esto  hace  que  1/2  sea  la 
elección  que  da  lugar  a  fórmulas  “más  simples” . 


La  geometria  hiperbólica  es  localmente  euclídea  Las  fórmulas  trigo¬ 
nométricas  que  hemos  obtenido  para  la  geometria  hiperbólica  parecen  muy  di¬ 
ferentes  de  sus  análogas  euclídeas.  Sin  embargo,  sucede  que  a  pequena  escala 
la  geometria  hiperbólica  se  parece  a  la  euclídea  y,  en  cierto  sentido,  tiende  a 
ella.  Para  precisar  esta  idea  observamos  que  al  truncar  las  series  de  Taylor 
correspondientes,  obtenemos  las  aproximaciones: 

x 2 

senha;  ~  x,  cosh  a;  ~  1  +  — ,  tanhx  ~  x. 

Así,  por  ejemplo,  si  en  el  teorema  de  Pitágoras  hiperbólico  (12.7)  aproxima¬ 
mos  los  cosenos  hiperbólicos,  obtenemos 


(donde  a  y  b  son  los  catetos  de  un  triângulo  rectángulo  y  c  es  su  hipotenusa) 
luego  c2  ss  a2  +  b2  +  2 a2b2 .  Si  suprimimos  también  el  último  factor3  (de  orden  4) 
queda  c2  w  a2  +  b2,  que  es  el  teorema  de  Pitágoras  euclídeo. 


3  Esta  supresión  de  términos  no  es  arbitraria,  aunque  no  hemos  definido  el  concepto  de 
polinomio  de  Taylor  de  una  función  de  dos  variables,  lo  que  hacemos  es  tomar  el  polinomio 
de  Taylor  de  grado  dos  de  ambos  miembros,  con  lo  que  obtenemos 


1  + 


1  + 


2 


+ 


bl 

2  ' 


2 
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Por  ejemplo  si  viviéramos  en  un  espado  hiperbólico  en  el  que  la  unidad 
natural  de  longitud  equivaliera  a  1  km,  entonces  la  hipotenusa  de  un  triângulo 
rectángulo  cuyos  catetos  midieran  3  y  4  metros  respectivamente  mediría 

1000  argcosh(cosh(3/1000)  cosh(4/1000))  «  5.0000048, 


es  decir,  4.8  micras  más  de  lo  que  exige  el  teorema  de  Pitágoras  euclídeo. 

Similarmente,  en  el  teorema  de  los  senos  podemos  aproximar  los  senos  hi¬ 
perbólicos  por  sus  argumentos  y  entonces  tenemos  el  teorema  de  los  senos 
euclídeo,  la  primera  de  las  fórmulas  dei  teorema  dei  coseno  se  convierte  en 


bc  cos  a, 


y  eliminando  el  término  de  orden  4  queda  o2  ~  b2  +  c2  —  2&ccosa,  que  es  el 
teorema  dei  coseno  euclídeo.  La  segunda  fórmula  se  convierte  en 


cosa 


cos  P  cos  7  +  sen  /3  sen  7  +  —  sen  /3  sen  7, 


que  equivale  a 

cos  a  «  —  cos(/3  +  7)  =  cos(7T  —  /?  —  7), 

lo  que  a  su  vez  equivale  a  que  a  +  +  7  ~  tt.  Así  pues,  cuanto  menores  son  los 

lados  de  un  triângulos,  más  se  parece  a  ir  la  suma  de  sus  ângulos. 

El  lector  puede  comprobar  que  las  fórmulas  que  hemos  obtenido  para  resolver 
triângulos  rectángulos  también  tienden  a  sus  análogas  euclídeas  para  longitudes 
pequenas. 

En  resumen,  mientras  la  geometria  euclídea  es  invariante  a  escala  (las  figuras 
tienen  las  mismas  propiedades  independientemente  de  su  tamaíío,  y  no  puede 
decirse  que  una  figura  sea  “grande”  o  “pequena”  en  ningún  sentido  absoluto), 
en  la  geometria  hiperbólica  sí  que  podemos  distinguir  entre  figuras  “pequenas” 
(en  relación  con  la  unidad  absoluta),  cuyas  propiedades  son  indistinguibles  de 
las  de  las  figuras  euclídeas,  y  figuras  “grandes”,  en  las  que  las  diferencias  se 
vuelven  patentes. 


Ejemplo:  el  ângulo  de  paralelismo  Consideremos  una  recta  cualquiera  r  y 
un  punto  exterior  P.  Sea  s  la  perpendicular  a  r  por  P  y  sea  Q  =  rfls.  Podemos 
suponer  que  Q  es  el  centro  dei  plano  de  Klein  y  que  r  es  el  eje  x.  Sea  t  una  de 
las  paralelas  a  r  por  P.  Sea  R  =  rC\t. 


Entonces  PQR  es  lo  que  se  llama  un  triângulo  rectán¬ 
gulo  asintótico,  con  dos  lados  infinitos  y  un  ângulo  nulo. 
Las  mismas  técnicas  que  hemos  empleado  con  los  triân¬ 
gulos  rectángulos  usuales  nos  dan  la  relación  entre  sus 
dos  únicos  elementos  finitos,  el  lado  d  =  PQ  y  el  ângulo 
a  =  P,  a  saber: 


cos  a  =  tanh  d. 
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También  es  fácil  ver  que  a  es  el  mismo  para  las  dos  paralelas  por  P  y  recibe 
el  nombre  de  ângulo  de  paralelismo  a  r  por  P.  Su  interpretación  es  sencilla:  las 
rectas  que  forman  con  s  un  ângulo  inferior  a  a  cortan  a  r,  las  dos  que  forman 
ângulo  a  son  paralelas  y  las  que  forman  ângulo  superior  a  a  son  ultraparalelas. 
Hemos  probado  que  el  ângulo  de  paralelismo  a  una  recta  por  un  punto  es  agudo 
y  depende  únicamente  de  la  distancia  d  dei  punto  a  la  recta. 

Ejercicio:  Probar  la  relación  de  Lobachevski  para  el  ângulo  de  paralelismo: 


12.4  El  modelo  de  Poincaré 

Del  mismo  modo  que  el  plano  de  Klein  relaciona  la  geometria  hiperbólica 
con  la  euclídea,  hay  otro  modelo  de  plano  hiperbólico,  debido  a  Poincaré,  que 
relaciona  la  geometria  hiperbólica  con  la  geometria  circular. 

Consideremos  una  esfera  S  y  sea  D  el  círculo  delimitado  por  su  ecuador  C. 
Sea  O  su  centro.  Podemos  considerar  D  como  plano  de  Klein,  en  cuyo  caso 
lo  llamaremos  Dk-  Sea  Dp  e  1  mismo  círculo  D ,  pero  visto  ahora  como  sub¬ 
conjunto  de  la  recta  proyectiva  compleja.  Sea  Gkp  '■  Dk  — >  Dp  la  biyección 
definida  como  sigue:  A  cada  punto  P  de  Dk  le  asignamos  el  punto  P'  donde  la 
perpendicular  a  D  por  P  corta  a  una  de  las  semiesferas  de  S.  A  continuación 
proyectamos  P'  mediante  la  proyección  estereográfica  desde  el  polo  de  la  semi- 
esfera  opuesta,  con  lo  que  obtenemos  un  punto  P"  =  Gkp{P )■ 


Si  consideramos  la  esfera  de  centro  (0,  0,  0)  y  radio  1,  las  expresiones  explícitas 
para  Gkp  y  para  su  inversa  Gpk  son 


Consideramos  a  Dp  como  plano  hiperbólico  tomando  como  rectas  las  imá- 
genes  por  Gkp  de  las  rectas  de  Dk,  entendiendo  que  dos  rectas  Gkp[p]  y 
Gkp[s\  son  perpendiculares  si  y  sólo  si  lo  son  r  y  s,  y  que  las  isometrías  de  Dp 
son  las  aplicaciones  de  la  forma  Gpk  f  Gkp,  donde  /  es  una  isometría  en  Dk- 
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Obviamente,  con  esto  hemos  transportado  a  través  de  Gkp  toda  la  geometria 
de  Dp-,  y  por  consiguiente  Dp,  con  sus  rectas,  cumple  exactamente  las  mismas 
propiedades  geométricas  que  Dk  con  las  suyas.  El  interés  de  esta  construcción 
radica  en  que  la  geometria  de  Dp  puede  describirse  de  forma  natural  en  términos 
de  la  geometria  circular  de  la  recta  compleja,  sin  ninguna  referencia  a  Dp-. 

En  primer  lugar  notamos  que  al  levantar  las  rectas  de  Dk  sobre  la  semiesfera 
éstas  se  transforman  en  los  cortes  de  S  con  los  planos  verticales,  que  son  las 
circunferências  perpendiculares  a  C.  Más  exactamente,  las  rectas  hiperbólicas  se 
transforman  en  las  porciones  de  estas  circunferências  contenidas  en  la  semiesfera 
elegida.  Al  aplicar  la  proyección  estereográfica  obtenemos  que  las  rectas  de  Dp 
son  simplemente  las  intersecciones  con  dp  de  las  circunferências  de  la  recta 
compleja  perpendiculares  a  C.  Entre  ellas  están  las  rectas  que  pasan  por  O. 

Según  el  teorema  11.33,  a  cada  isometría  /  de  Dk  le  podemos  asignar  la 
única  transformación  circular  directa  f  que  coincide  con  /  en  C .  Esta  puede 
fijar  a  Dp  o  bien  intercambiarlo  con  el  exterior  de  C.  En  el  segundo  caso 
llamamos  f  a  la  composición  de  /'  con  la  inversión  respecto  de  C  y  así  /'  es  la 
única  transformación  circular  que  fija  a  Dp  y  que  coincide  con  /  en  C.  Es  claro 
que  la  correspondência  /  f  biyecta  las  isometrías  con  las  transformaciones 
circulares  que  fijan  a  Dp.  Vamos  a  probar  que  /'  =  Gpp-/Gp-p.  Si  A  y  B 
son  dos  puntos  de  C,  entonces  /  transforma  la  recta  AB  de  Dk  en  f(A)f(B). 
Por  otra  parte  Gkp[AB ]  es  el  arco  de  la  circunferência  ortogonal  a  C  que  pasa 
por  A  y  por  B ,  luego  /'[ Gkp[AB ]]  es  el  arco  de  la  circunferência  ortogonal  a  C 
que  pasa  por  f(A)  y  f(B),  luego  GpK[f'[GKp[AB\]}  =  f(A)f(B).  Así  pues, 
/  y  Gkp/'Gpk  coinciden  sobre  rectas.  Expresando  cada  punto  de  Dk  como 
intersección  de  dos  rectas  vemos  que  también  coinciden  sobre  puntos. 

Por  consiguiente,  las  isometrías  de  Dp  son  las  transformaciones  circulares 
que  fijan  a  D. 

Para  acabar  de  caracterizar  la  geometria  de  Dp  probaremos  que  los  ângulos 
entre  dos  rectas  (circunferências)  de  Dp  son  los  mismos  que  en  la  geometria 
circular.  Esto  se  debe  a  que  Gkp  deja  invariantes  a  las  rectas  de  Dk  que 
pasan  por  O,  luego  el  ângulo  entre  dos  rectas  de  Dp  que  pasan  por  O  coincide 
con  el  ângulo  entre  estas  mismas  rectas  en  Dk,  que  coincide  con  el  euclídeo, 
que  a  su  vez  coincide  con  el  ângulo  entre  ellas  en  la  geometria  circular,  luego 
efectivamente  el  ângulo  entre  dos  rectas  que  pasan  por  O  para  la  geometria  de 
Dp  y  para  la  geometria  circular  es  el  mismo.  Como  las  isometrías  de  Dp  son 
transformaciones  circulares,  conservan  ângulos  para  las  dos  geometrias,  luego  la 
igualdad  de  ângulos  es  válida  para  rectas  que  se  corten  en  un  punto  arbitrário. 

Por  último  notamos  que,  dado  que  la  geometria  de  Dp  está  descrita  comple¬ 
tamente  en  términos  de  la  geometria  circular,  no  necesitamos  suponer  que  Dp 
es  un  círculo  euclídeo,  sino  que  todo  lo  dicho  vale  en  general  tomando  como  Dp- 
uno  de  los  lados  (círculo  o  semiplano)  que  determina  una  circunferência  en  la 
recta  proyectiva  compleja.  En  resumen: 

Definición  12.13  Llamaremos  modelo  de  Poincaré  dei  plano  hiperbólico  al 
conjunto  de  los  puntos  situados  a  un  mismo  lado  D  (círculo  o  semiplano)  de 
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una  circunferência  C  en  la  recta  proyectiva  compleja,  tomando  como  rectas  las 
intersecciones  con  D  de  las  circunferências  perpendiculares  a  C .  Las  isometrías 
hiperbólicas  son  entonces  las  transformaciones  circulares  que  fijan  a  D.  Los 
ângulos  hiperbólicos  coinciden  con  los  de  la  geometria  circular. 

Hemos  probado  que  la  geometria  dei  plano  de  Poincaré  es  exactamente  la 
misrna  que  la  dei  plano  de  Klein.  Aunque  con  las  nociones  de  recta,  isometría  y 
perpendicular  tenemos  totalmente  caracterizada  la  geometria  hiperbólica,  vamos 
ver  que  también  hay  una  expresión  sencilla  para  la  longitud  hiperbólica  en  el 
plano  de  Poincaré  en  términos  de  la  geometria  circular. 

Veamos  primero  un  caso  particular.  Tomemos  como  C  el  círculo  de  centro  O 
y  radio  1  en  el  plano  z  =  0y  consideremos  el  punto  ( x ,  0,  0)  dei  plano  de  Klein. 
Su  imagen  en  el  plano  de  Poincaré  se  obtiene  elevándolo,  por  ejemplo,  a  la 
semiesfera  superior,  lo  que  nos  da  el  punto  (x,  0,  y/l  —  x 2),  y  después  calculando 
la  intersección  con  z  =  0  de  la  recta  que  une  este  punto  con  el  polo  sur  (0,  0,-1). 
Un  cálculo  sencillo  nos  da  que  dicha  imagen  es  el  punto  (x',0),  donde 


1  +  yr^r 

En  términos  de  números  complejos  dicha  imagen  es  simplemente  el  número 
x'  +  0z  =  x' . 

Vamos  a  calcular  la  distancia  hiperbólica  en  el  plano  de  Poincaré  entre  los 
puntos  P(0,  0)  y  Q(x,  0).  Los  puntos  infinitos  involucrados  son  P00(— 1,0)  y 
Qoo  ( 1 ,  0 ) .  Entonces 

ft(P,  <5,  Qoo,  Poo)  =  7-^,  luego  dK(P,  Q)  =  \  log 

1  —  x  2  1  —  x 

Esta  ha  de  ser  también  la  distancia  hiperbólica  entre  P'  =  0  y  Q'  =  x'  en 
el  plano  de  Poincaré.  Vamos  a  expresarla  en  términos  de  0,  x'  y  los  puntos 
infinitos  de  la  recta  que  determinan,  que  son  P^  =  —  1  y  Q'^  =  1.  Para  cllo 
observamos  que 


■r{p',Q',Q'oo,p'oo)2 


Así  pues,  tomando  logaritmos  queda  que  la  distancia  hiperbólica  en  el  plano 
de  Poincaré  entre  P'  y  Q'  viene  dada  por 

dP(P',Q')  =  iog3i(P\Q,,QL,PL)- 

En  principio  tenemos  probada  esta  fórmula  cuando  P'  =  0  y  Q'  está  sobre  el 
eje  real,  pero  ambos  miembros  de  la  igualdad  son  invariantes  por  las  isometrías 


(l+x'\^  _  ( 1  +  x  +  \/l  -  x2^ 

\  1  —  x' )  Y 1  —  x  +  Vl  —  x2  J 

1  +  X  +  (1  +  x)y/l  —  X2  (1  +  x)(l  +  \/l  —  X2) 
1  —  X  +  (1  —  x)y/l  —  X2  (1  —  x)(l  +  y/l  —  X2) 

=  R(P,Q,Qoo,Poo )• 
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dei  plano  de  Poincaré  (las  transformaciones  circulares  conservan  la  razón  doble), 
y  todo  par  de  puntos  puede  transformarse  mediante  una  isometría  en  un  par  en 
las  condiciones  anteriores.  Esto  prueba  el  teorema  siguiente: 

Teorema  12.14  La  distancia  hiperbólica  entre  dos  puntos  P  y  Q  en  el  plano 
de  Poincaré  viene  dada  por 


dP(P,Q)  =  logft(P,  Q,Qoo,  Poo), 

donde  P ^  y  Qoo  son  los  puntos  infinitos  de  la  recta  (circular)  PQ,  de  modo  que 
el  orden  entre  los  cuatro  puntos  sea  P, 'x,  P,  Q,  Qoo- 

Ejercicio:  Transportar  la  estructura  hiperbólica  dcl  plano  de  Poincaré  a  una  semi- 
esfera  mediante  la  proyección  estereográfica.  Describir  las  rectas,  los  ângulos  y  las 
isometrías. 


12.5  Las  isometrías  hiperbólicas 

Vamos  a  describir  con  más  detalle  los  distintos  tipos  de  isometrías  hiperbó¬ 
licas: 

Reflexiones  Recordemos  que  hemos  definido  la  reflexión  respecto  a  una  recta  r 
como  la  isometría  que  induce  en  la  cónica  infinita  la  involución  que  fija  a  los 
puntos  infinitos  de  r.  Al  representaria  en  el  plano  de  Klein  con  centro  en  un 
punto  de  r  vemos  que  la  reflexión  ha  de  ser  una  isometría  euclídea,  por  lo  que 
ha  de  ser  la  simetria  respecto  de  r  y  por  consiguiente  fija  a  todos  los  puntos 
de  r.  En  el  modelo  de  Poincaré  las  reflexiones  coinciden  con  las  de  la  geometria 
circular.  Desde  un  punto  de  vista  puramente  hiperbólico,  la  reflexión  respecto 
a  la  recta  r  es  la  isometría  que  a  cada  punto  P  lo  lleva  al  punto  situado  sobre 
la  perpendicular  a  r  por  P  y  a  la  misma  distancia  de  ésta  que  P. 

Como  en  el  caso  euclídeo,  las  isometrías  son  productos  de  reflexiones: 
Teorema  12.15  Toda  isometría  es  producto  de  a  lo  sumo  tres  reflexiones. 

DemostraciÓN :  Por  el  teorema  9.57  4)  toda  isometría  es  producto  de  dos 
involuciones,  una  de  las  cuales  es  hiperbólica,  según  se  ve  en  la  prueba.  Si  la 
otra  es  elíptica,  la  descomponemos  en  producto  de  dos  involuciones  hiperbólicas 
por  9.68.  ■ 

Giros  Un  giro  de  centro  O  es  la  composición  de  dos  reflexiones  respecto  de  dos 
rectas  que  se  cortan  en  O.  Tomando  a  O  como  centro  dei  plano  de  Klein  vemos 
que  los  giros  así  definidos  coinciden  con  los  euclídeos,  luego  los  giros  hiperbólicos 
con  un  mismo  centro  O  forman  un  grupo  isomorfo  a  R/Z.  Las  imágenes  de  un 
punto  P  por  todos  los  giros  de  centro  O  forman  una  circunferência  de  centro  O. 
Existe  cierta  tradición  de  llamar  ciclos  a  las  circunferências  hiperbólicas.  En  el 
plano  de  Klein  de  centro  O  las  circunferências  hiperbólicas  de  centro  O  coinciden 
con  las  euclídeas. 
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Giros  infinitos  Definimos  un  giro  alrededor  de  un  punto  infinito  O  como 
la  composición  de  dos  reflexiones  cuyos  ejes  pasen  por  O,  es  decir,  los  giros 
infinitos  son  la  composición  de  dos  reflexiones  respecto  a  dos  rectas  paralelas.  La 
mejor  representación  de  un  giro  infinito  nos  la  da  el  semiplano  de  Poincaré.  No 
perdemos  generalidad  si  suponemos  que  el  centro  dei  giro  O  es  el  punto  infinito 
en  el  sentido  de  la  geometria  circular.  Entonces  las  rectas  que  pasan  por  O  son 
las  rectas  verticales  (suponiendo  que  representamos  la  frontera  dei  semiplano 
como  una  recta  horizontal),  y  la  composición  de  dos  reflexiones  respecto  a  dos 
de  estas  rectas  es  simplemente  una  traslación  (euclídea)  en  dirección  horizontal. 
Vemos,  pues,  que  los  giros  hiperbólicos  alrededor  de  un  punto  infinito  O  forman 
un  grupo  isomorfo  a  M. 

Las  imágenes  de  un  punto  por  todos  los  giros  de  centro  un  punto  infinito  O 
constituyen  una  figura  llamada  horociclo  (gr.  =  círculo  en  el  borde)  de  centro  O. 
En  el  caso  concreto  dei  semiplano  de  Poincaré,  los  horociclos  de  centro  oo  son 
las  rectas  horizontales.  De  aqui  deducimos  vários  hechos  que  son  invariantes 
por  isometrías,  y  por  lo  tanto  válidos  para  horociclos  con  centro  arbitrário: 

•  Por  cada  punto  finito  pasa  un  único  horociclo  de  centro  un  punto  infinito. 
Dos  horociclos  con  el  mismo  centro  son  disjuntos. 

•  Si  P  es  un  punto  de  un  horociclo  H  de  centro  O,  las  únicas  rectas  cuyo 
único  punto  en  común  con  H  es  P  son  OP  y  su  perpendicular  por  P . 

•  Dados  dos  puntos  de  un  horociclo  de  centro  O,  existe  un  único  giro  de 
centro  O  que  transforma  uno  en  el  otro. 

Consideremos  una  transformación  circular  que  convierta  el  semiplano  de 
Poincaré  en  un  círculo  D  con  circunferência  C  de  centro  P.  Sea  O  la  irnagen 
de  oo.  Entonces  el  diâmetro  OP  es  la  irnagen  de  una  recta  vertical,  luego  los 
horociclos  de  centro  oo  se  transforman  en  las  circunferências  contenidas  en  D 
que  pasan  por  O  y  perpendiculares  a  OP,  luego  todas  cilas  tienen  comparten 
con  C  la  recta  tangente  por  O.  En  general,  dos  cónicas  se  dicen  osculantes  (lat. 
‘que  se  besan’)  si  comparten  un  punto  y  su  tangente  por  el  mismo.  Puesto  que 
sólo  hay  una  circunferência  en  D  osculante  a  C  por  P  que  pase  por  un  punto 
dado  de  OP,  concluimos  que  todas  ellas  son  horociclos.  Así  pues: 

Los  horociclos  en  el  plano  de  Poincaré  circular  son  las  circunferên¬ 
cias  osculantes  a  la  circunferência  infinita. 

Los  horociclos  dei  plano  de  Klein  serán  las  imágenes  de  estas  circunferências 
por  la  correspondência  entre  ambos  planos.  Esta  se  calcula  proyectando  en 
primer  lugar  la  circunferência  sobre  la  esfera  desde  su  polo  Sur,  lo  que  nos  da 
una  circunferência  en  la  esfera  (pues  la  proyección  estereográfica  transforma 
circunferências  en  circunferências).  Más  precisamente,  si  el  horociclo  de  partida 
tiene  centro  O,  es  una  circunferência  simétrica  respecto  de  OP,  luego  su  irnagen 
en  la  esfera  es  simétrica  respecto  dei  plano  OPN  (donde  N  es  el  polo  Norte  de 
la  esfera) .  A  continuación  proyectamos  la  circunferência  de  nuevo  sobre  el  disco 
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unitário,  pero  esta  vez  ortogonalmente.  Puesto  que  la  proyección  ortogonal  es 
una  proyección  perspectiva,  dicha  imagen  será  una  elipse  con  un  punto  en  la 
circunferência  infinita  y  simétrica  respecto  de  OP.  Esto  significa  que  OP  es 
uno  de  sus  ejes,  y  si  la  distancia  entre  los  vértices  correspondientes  es  d,  es  fácil 
ver  que  la  circunferência  en  la  esfera  tiene  que  tener  diâmetro  d,  así  como 
que  ésta  es  también  la  distancia  entre  los  vértices  dei  eje  menor  de  la  proyección. 
Por  lo  tanto: 

Los  horociclos  dei  plano  de  Klein  son  las  elipses  osculantes  a  la  cir¬ 
cunferência  infinita  cuyos  ejes  miden  d  y  \Í2d,  con  0  <  d  <  2. 

Aqui  hemos  usado  también  que  por  cada  punto  entre  O  y  P  pasa  una  única 
elipse  en  estas  condiciones,  luego  todas  ellas  tienen  que  ser  horociclos. 

Ejercicio:  Probar  que  los  horociclos  de  centro  O  quedan  fijos  por  las  reflexiones 
respecto  de  rectas  que  pasan  por  O. 

Ejercicio:  Probar  que  si  dos  puntos  P  y  Q  están  en  un  mismo  horociclo  de  centro  O, 
entonces  la  distancia  de  P  a  OQ  es  igual  a  la  distancia  de  Q  a  OP.  Deducir  de  aqui 
una  caracterización  de  los  horociclos  en  términos  de  la  distancia  hiperbólica. 

Traslaciones  Definimos  una  traslación  hiperbólica  como  la  composición  de 
dos  reflexiones  respecto  a  rectas  hiperparalelas.  El  modelo  que  muestra  más 
claramente  las  traslaciones  es  el  semiplano  de  Poincaré.  Si  lo  identificamos 
concretamente  con  el  semiplano  y  >  0  en  R2,  no  perdemos  generalidad  si  supo- 
nemos  que  la  perpendicular  común  a  los  ejes  de  las  dos  reflexiones  es  el  semieje 
x  =  0.  Entonces  estos  ejes  son  dos  semicircunferencias  de  centro  (0,0)  y  es  fácil 
ver  que  la  composición  de  las  reflexiones  respecto  a  ambas  es  una  homotecia 
(x,  y)  K ►  (ax,  ay)  con  a  >  0.  Más  aún,  toda  homotecia  de  centro  (0,  0)  y  razón 
positiva  es  una  traslación  hiperbólica. 

También  es  claro  que  la  única  recta  fijada  es  el  semieje  vertical.  En  general, 
cada  traslación  hiperbólica  fija  a  una  única  recta,  a  la  que  llamaremos  eje  de  la 
traslación,  y  que  no  es  sino  la  perpendicular  común  a  los  ejes  de  las  reflexiones 
que  componen  la  traslación.  Las  traslaciones  con  un  eje  dado  forman  un  grupo 
isomorfo  a  R* . 

Las  imágenes  de  un  punto  P  a  través  de  todas  las  traslaciones  de  eje  r  forman 
una  figura  llamada  curva  equidistante  a  r  por  P.  En  el  semiplano  de  Poincaré, 
las  equidistantes  al  semieje  x  =  0  son  las  semirrectas  que  pasan  por  el  origen. 

Su  nombre  se  debe  a  que  si  P  no  está  en  r,  la  equidistante  a  r  por  P  está 
formada  por  todos  los  puntos  que  están  en  el  mismo  semiplano  que  P  respecto 
a  r  y  cuya  distancia  a  r  es  la  misma  que  la  de  P. 

En  efecto,  si  Q  está  en  la  equidistante  a  r 
por  P,  la  traslación  de  eje  r  que  envia  P  a  Q  es 
una  isometría  que  fija  a  r,  luego  ambos  puntos 
están  a  la  misma  distancia  de  r.  Por  otra  parte, 
si  r  es  la  semirrecta  x  =  0  en  el  semiplano  de 
Poincaré,  en  cada  semicircunferencia  de  centro 
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(0,  0)  sólo  puede  haber  un  dos  puntos  a  la  misma  distancia  de  r  que  P,  y  los 
que  están  al  mismo  lado  de  r  que  P  forman  precisamente  la  semirrecta  que  pasa 
por  (0,  0)  y  P,  que  es  la  equidistante. 

Dada  una  recta  r  y  un  número  d  >  0,  existen  dos  equidistantes  a  una 
distancia  d  de  r,  una  en  cada  uno  de  los  semiplanos  determinados  por  r.  Si 
pasamos  a  un  círculo  el  semiplano  de  Poincaré,  las  dos  equidistantes  a  una  recta 
se  convierten  en  dos  arcos  de  circunferência  que  pasan  por  sus  puntos  infinitos. 
Al  pasar  al  modelo  proyectivo  nos  encontramos  con  que  las  dos  equidistantes  se 
convierten  en  una  misma  cónica. 

En  efecto:  No  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  r  es  un  diâmetro 
dei  plano  de  Klein.  Por  concretar  supondremos  que  r  es  el  eje  y  =  0.  Sean 
P  y  Q  los  puntos  infinitos  de  r.  Las  tangentes  a  C  por  P  y  Q  son  las  rectas 
verticales  x  =  ±1.  Dado  cualquier  punto  R,  es  claro  que  existe  una  única  cónica 
C'  osculante  a  C  por  P  y  Q  y  que  pasa  por  R. 

Es  fácil  obtenerla  como  imagen  de  C  por  una  afinidad 
que  fija  a  los  ejes  x  =  0  e  y  =  0,  por  lo  que  6  es  una 
elipse  con  estas  rectas  como  ejes.  Una  reflexión  respecto 
a  una  recta  vertical  intercambia  los  puntos  P  y  Q  así 
como  las  tangentes  a  C  (luego  también  a  C)  por  estos 
puntos.  Además  fija  a  dos  puntos  de  C,  luego  de  hecho 
fija  a  C.  Por  consiguiente  las  traslaciones  de  eje  r,  que 
son  composición  de  dos  de  estas  reflexiones,  también  fijan  a  C.  Esto  prueba  que 
la  equidistante  a  r  por  R  está  contenida  en  C,  más  concretamente,  en  el  arco 
de  6  que  está  en  el  mismo  semiplano  que  R  respecto  a  r.  Por  otra  parte,  cada 
recta  vertical  ha  de  cortar  a  la  equidistante  a  r  por  R  y  sólo  corta  a  dicho  arco 
de  C  en  un  punto,  luego  tenemos  la  igualdad. 

Falta  probar  que  el  arco  opuesto  de  C  es  la  otra  equidistante  correspondiente 
a  la  misma  distancia,  pero  esto  es  evidente,  pues  la  reflexión  respecto  a  r  fija 
a  C  (porque  una  elipse  es  simétrica  respecto  de  sus  ejes),  luego  cada  punto  dei 
arco  opuesto  dista  de  r  lo  mismo  que  su  simétrico.  En  resumem 

Las  equidistantes  a  una  recta  r  son  las  cónicas  osculantes  a  la  cónica 
infinita  por  los  puntos  infinitos  de  r.  Más  exactamente,  son  los  dos 
arcos  en  que  estos  puntos  dividen  a  la  cónica. 

Reflexión  con  traslación  Una  reflexión  con  traslación  es  simplemente  la 
composición  de  una  traslación  con  la  reflexión  respecto  de  su  eje. 

Teorema  12.16  Toda  isometría  dei  plano  proyectivo  distinta  de  la  identidad 
es  de  uno  de  los  cinco  tipos  anteriores. 

DemostraciÓn  :  Recordemos  que  toda  homografía  en  una  cónica  determina 
un  centro  y  un  eje  (definición  10.40).  De  la  propia  defmición  se  sigue  que  el  eje 
pasa  por  los  puntos  fijos  de  la  cónica  si  es  que  los  hay.  Por  lo  tanto,  el  eje  es 
secante,  tangente  o  exterior  a  la  cónica  según  si  la  homografía  es  hiperbólica, 
parabólica  o  elíptica.  En  el  último  caso  el  eje  corta  a  la  cónica  en  dos  puntos 
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imaginários,  fijados  por  la  extensión  de  la  homografía  a  la  complexificación. 
Es  claro  entonces  que  la  homografía  ha  de  íijar  al  eje  en  cualquier  caso,  y 
por  consiguiente  también  al  centro,  que  es  su  polo.  Recordemos  también  el 
teorema  10.43,  según  el  cual  el  centro  de  la  composición  de  dos  involuciones  es 
la  intersección  de  los  ejes  de  éstas. 

Sea,  pues,  una  isometría  hiperbólica  /  de  centro  O  y  eje  r.  Si  O  es  un  punto 
finito  entonces  podemos  tomarlo  como  centro  dei  plano  de  Klein  y  concluir  que  / 
ha  de  ser  un  giro  o  una  reflexión  (porque  al  íijar  a  la  circunferência  y  a  su  centro, 
fija  a  la  recta  infinita,  luego  es  una  isometría  euclídea).  Como  la  restricción  de 
/  a  la  circunferência  infinita  es  elíptica  (el  eje  es  exterior)  de  hecho  ha  de  ser 
un  giro.  Así  pues,  los  giros  son  las  isometrías  hiperbólicas  con  centro  finito.  El 
centro  dei  giro  coincide  con  el  centro  en  el  sentido  general. 

Si  O  es  infinito,  podemos  descomponer  /  en  producto  de  dos  involuciones 
cuyos  ejes  pasan  por  O  y  no  pueden  ser  tangentes  (porque  no  hay  involuciones 
parabólicas)  luego  son  rectas  finitas  y  por  consiguiente  /  es  un  giro  infinito  de 
centro  O.  Concluímos  que  los  giros  infinitos  son  las  isometrías  hiperbólicas  de 
centro  infinito.  El  centro  dei  giro  coincide  con  el  centro  en  sentido  general. 

Si  O  es  ultrainfinito  entonces  el  eje  r  es  una  recta  finita.  Si  /  es  una  in- 
volución  entonces  es  la  reflexión  respecto  a  r.  En  caso  contrario  expresamos 
/  como  composición  de  dos  involuciones.  La  prueba  dei  teorema  9.57  muestra 
que  podemos  exigir  que  una  de  ellas  sea  hiperbólica,  es  decir,  una  reflexión.  Si 
ambas  son  reflexiones  entonces  /  es  una  traslación,  pues  los  ejes  de  las  refle¬ 
xiones  se  cortan  en  el  punto  ultrainfinito  O.  Notamos  también  que  el  eje  de  la 
traslación  coincide  con  el  eje  en  sentido  general. 

Si  una  de  las  involuciones  es  elíptica  el  determinante  de  /  ha  de  ser  negativo. 
Consideramos  la  reflexión  g  respecto  a  r.  Entonces  fg  fija  a  los  puntos  infinitos 
de  r,  luego  sigue  teniendo  eje  r,  pero  tiene  determinante  positivo.  Así  pues, 
ha  de  descomponerse  en  producto  de  dos  reflexiones  y  es,  por  consiguiente,  una 
traslación.  Por  consiguiente,  /  =  ( fg)g  es  una  simetria  con  traslación.  Es  fácil 
ver  que  fg  =  gf.  m 

Finalmente  probamos  que  las  isometrías  pueden  caracterizarse  como  en  el 
caso  euclídeo  como  las  biyecciones  que  conservan  las  distancias. 

Teorema  12.17  Una  biyección  f  de  (el  conjunto  de  puntos  finitos  dei)  plano 
hiperbólico  en  sí  mismo  que  cumpla  d(f(P),f(Q))  =  d(P,Q),  para  todo  par  de 
puntos  P  y  Q,  es  una  isometría. 

DemostraciÓN :  Dados  dos  puntos  P  y  Q,  existe  una  isometría  que  coincide 
con  /  sobre  ambos,  y  por  el  mismo  razonamiento  anterior  podemos  suponer  que 
/  fija  a  ambos.  Es  fácil  ver  que  /  fija  o  intercambia  los  semiplanos  respecto 
de  PQ.  Componiéndola  si  es  preciso  con  la  reflexión  respecto  de  PQ,  podemos 
suponer  que  los  fija.  Dado  cualquier  punto  R  exterior  a  PQ  sea  R'  =  f(R). 
Los  triângulos  PQR  y  PQR'  son  congruentes  y  están  en  el  mismo  semiplano 
respecto  a  PQ,  luego  han  de  ser  iguales,  luego  f(R)  =  R,  luego  /  es  la  identidad. 
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En  esta  última  sección  vamos  a  estudiar  el  plano  hiperbólico  desde  el  punto 
de  vista  de  la  geometria  diferencial.  Para  ello  tomamos,  por  ejemplo, 

H  =  { (a:,  y)  €  R2  |  x2  +  y2  <  1}, 

y  observamos  que  es  una  variedad  diferenciable  en  el  sentido  de  [An  6.1]  tomando 
como  carta  de  cualquier  punto  a  la  identidad  Xk  '■  L>k  — >  H ,  donde  Dk  =  H, 
pero  aqui  lo  llamamos  Dk  para  enfatizar  que  la  carta  Xk  identifica  los  puntos 
de  H  con  los  puntos  dei  plano  de  Klein. 

La  aplicación  Xp  =  Gpk  ■  Dp  — >  H  construida  en  la  sección  12.4  es 
también  una  carta  para  todos  los  puntos  de  H,  a  través  de  la  cual  dichos  puntos 
se  identifican  con  los  dei  plano  de  Poincaré  circular.  Si  componemos  Xp  con 
una  homografía  S  — >  Dp,  donde  S  =  {{x,y)  £  R2  |  y  >  0},  obtenemos  otra 
carta  que  nos  permite  identificar  los  puntos  de  H  con  los  de  S,  considerado 
como  semiplano  de  Poincaré. 

De  este  modo,  los  distintos  modelos  dei  plano  hiperbólico  pueden  identifi- 
carse  con  cartas  de  un  ínisrno  plano  hiperbólico  “abstracto” .  El  hecho  de  que 
desde  un  punto  de  vista  conjuntista  hayamos  definido  H  como  el  círculo  unitário 
en  R2  es  algo  “anecdótico”  que  podemos  “olvidar”  a  partir  de  este  momento, 
lo  que  equivale  a  “olvidar”  que  Xk  es  la  aplicación  identidad  y  pasar  a  pensar 
que  es  una  carta  más,  en  pie  de  igualdad  con  Xp  o  cualquier  otra  carta  de  H. 

En  estos  términos  tenemos,  por  ejemplo,  el  concepto  de  “recta  hiperbólica” , 
que  técnicamente  se  corresponde  con  las  rectas  dei  modelo  de  Klein,  pero  que 
conviene  pensar  que  es  un  concepto  “abstracto”  con  traducciones  distintas  en 
cartas  distintas.  Así,  las  antiimágenes  de  las  rectas  hiperbólicas  en  el  plano  de 
Klein  son  los  segmentos  de  recta  (euclídea)  que  contiene,  mientras  que  las  an¬ 
tiimágenes  de  estas  mismas  rectas  en  el  modelo  circular  de  Poincaré  son  los  arcos 
de  circunferência  ortogonales  a  la  circunferência  unidad,  y  sus  antiimágenes  en 
el  semiplano  de  Poincaré  S  son  las  semicircunferencias  con  centro  en  la  frontera 
dei  semiplano  y  las  rectas  verticales. 

El  tensor  métrico  Si  insistiéramos  en  recordar  que  hemos  definido  H  como 
un  cierto  abierto  en  R2,  entonces  tendríamos  que  concluir,  de  acuerdo  con  [An 
6.17]  que  su  tensor  métrico  (respecto  de  la  carta  Xk)  es  g  =  dx  (g>  dx  +  dy  ®  dy, 
pero  usando  este  tensor  obtendríamos  la  distancia  euclídea  entre  dos  puntos  de 
H  (visto  como  el  disco  unidad  en  R2),  y  no  es  esto  lo  que  nos  interesa.  Vamos 
a  ver  que  podemos  definir  un  tensor  métrico  en  H,  distinto  dei  inducido  por  su 
inclusión  en  R2,  que  induce  en  H  la  distancia  hiperbólica.  Dicho  tensor  tendrá 
la  forma 

g  =  E  dx  (g>  dx  +  F(dx  ®  dy  +  dy®  dx)  +  G  dy  ®  dy, 

para  ciertas  funciones  E,  F,  G  que  dependerán  de  la  carta  considerada.  Equiva¬ 
lentemente,  podemos  determinarias  encontrando  la  expresión  para  el  elemento 
de  longitud  hiperbólica: 

ds 2  =  E  dx2  +  2 F  dxdy  +  G  dy2 . 
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Consideremos  una  parametrización  a  :  [a,  b\  — >  H  de  un  segmento  de  recta 
hiperbólica,  es  decir,  una  biyección  entre  un  intervalo  en  I  y  un  segmento 
hiperbólico  de  modo  que  si  t±  <  t.2  <  Í3  entonces  a(t\)  —  «(^2)  —  a(í 3).  Sea 
(x(t),y(t))  la  expresión  en  coordenadas  de  a  respecto  dei  modelo  de  Klein.  Todo 
segmento  puede  parametrizarse  en  estas  condiciones.  Por  ejemplo,  si  p,  q  G  Dk 
son  las  coordenadas  de  sus  extremos,  basta  tomar  (x(t),y(t))  =  (1  —  t)p  +  tq , 
con  0  <  t  <  1. 

Llamemos  s  :  [a,  b]  — >  R  a  la  longitud  de  arco,  es  decir,  s(t)  =  d(a(a) ,  a(t)) , 
donde  d  representa  a  la  distancia  hiperbólica.  Es  claro  entonces  que 

|s(í  +  h)  —  s(í)|  =  d(a(t  +  h),  a(t)), 


pues  la  distancia  hiperbólica  es  aditiva  sobre  los  segmentos  de  recta.  Equiva¬ 
lentemente, 

s(t  +  h)  —  s(t)  d(a(t  +  h),a(t)) 
h  \h\ 


luego 


ds  d(a(t  +  h),a(t )) 

—  =  hm - — - 

dt  0  n 


(12.13) 


Para  calcular  este  limite  usamos  que,  en  general,  en  el  modelo  dei  plano  hi¬ 
perbólico  determinado  por  la  cónica  de  ecuación  f(X,X)  =  0,  la  distancia 
hiperbólica  cumple  (12.2),  que  equivale  a 


senhd(X,  Y) 


lp(X,Y)-f(X,X)f(Y,Y) 

f(X,X)f(Y,Y) 


Preferimos  la  expresión  en  términos  dei  seno  hiperbólico,  aunque  es  más  com¬ 
plicada,  porque  nos  permite  eliminar  dicho  seno  hiperbólico  usando  que 

senh  x 

hm - =  1. 

a;— >0  X 

En  estos  términos  tenemos  que  considerar  la  expresión  en  coordenadas  ho¬ 
mogéneas  X(t)  =  (x(t),y(t),  1),  y  entonces 

ds  d(X(t  +  h),X(t))  1  senh  d(X(t  +  h),X(t)) 

dt  _  h™  \h\  ~  h™ 3  senh  d(X(t+h),X(t))  \h\ 

1  1  d(X(t+h),X(t))  1  1 


=  lím2.  //2(^(0, x{t  +  hj)  -  f(x{t),x(t))f(x(t  +  h),x(t  +  h)) 

-0  W  V  f(x(t),x(t))f(x(t  +  h),x(t  +  h)) 

Sea  X(t  +  h)  =  X(t)  +  A X(t,  h).  Usando  que  /  es  bilineal  la  expresión  se 
simplifica: 

ds  =  J_  /  p(X,AX)-f(X,X)f(AX,AX) 
dt  ftTo  \h\  Y  f(X,X)(f(X,X)  +  2f(X,AX)  +  f(AX,AX)) 
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AX 


lím  < 
h-¥  o 


/2(X,A^)-/(X,X)/(^ 


h  > 


f(x,  X)  ( /(X ,  X )  +  2/(X,  AX)  +  /(Al,  AX)) 


/2(X,  X')  —  /(X,  X)/(X',  X') 


/2(X,X) 


A  partir  de  aqui  particularizamos  ya  al  caso  de  la  forma  bilineal  que  deter¬ 
mina  la  circunferência  imitaria,  es  decir,  /(X i,X2)  =  Z1Z2  —  X1X2  —  yiy2-  El 
resultado  es: 

/ds  \  2  _  ( xx '  -  yy')2  +  (1  -  x2  -  y2)(x'2  +  y'2) 

\dt )  (1  —  x2  —  y2)2 

Operando  y  multiplicando  por  dt 2  obtenemos  una  expresión  para  el  elemento 
de  longitud  hiperbólica  en  el  plano  de  Klein: 

j  2  da;2  +  dy2  —  (xdy  —  y  dx)2 
dS  =  (1  -x2-y2)2  ‘ 

Definición  12.18  Llamaremos  tensor  métrico  hiperbólico  al  tensor  en  el  plano 
hiperbólico  H  que  en  la  carta  correspondiente  al  plano  de  Klein  es  de  la  forma 


g  =  E  dx®  dx  +  F(dx  ®  dy  +  dy  ®  dx)  +  G  dy  ®  dy , 


donde 


E  = 


1  -y2 


(1  —  x2  —  y2)2  ’ 


F  = 


xy 


(1  —  x2  —  y2)2 


G  = 


1  —  x2 


(1  —  x2  —  y2)2  ' 


Hemos  probado  que  si  a  :  [a,  b]  — >  H  parametriza  iin  segmento  de  recta, 
entonces  la  función  s(t)  =  d(a(a),a(t))  verifica  que  s(a)  =  0  y 

^  =  ^«(t)(a'(í),a'(í))  =  V  Ex'2  +  2  Fx'y'  +  Gy ,2, 
por  lo  que  la  longitud  hiperbólica  dei  segmento  es 

f-b  _  pb 

s(b)  =  /  \/ Ex'2  +  2 Fx'y'  +  Gy'2  dt  =  /  \J E  dx2  +  2F  dxdy  +  G  dy 2, 

J  a  J  a 

y  que  el  tensor  métrico  que  acabamos  de  definir  es  el  único  tensor  en  H  para  el 
que  se  cumple  esto. 

Puesto  que  la  expresión  dei  tensor  métrico  en  el  plano  de  Klein  no  es  muy 
manejable,  antes  de  analizarlo  con  más  detalle  conviene  encontrar  expresiones 
alternativas  respecto  de  otras  cartas.  Consideremos,  por  ejemplo,  las  coorde¬ 
nadas  polares.  Si  diferenciamos  (x,  y)  =  (r  cos  9,r  sen  d)  y  sustituimos  en  la 
expresión  de  ds  obtenemos 


ds2  = 


dr 2 


+ 


(1  —  r2)2  1  —  r 


■  de2. 
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Si  un  punto  se  encuentra  a  una  distancia  hiperbólica  p  dei  centro  dei  plano 
de  Klein,  la  distancia  euclídea  es  r  =  tanh  p.  Al  diferenciar  esta  relación  y 
sustituir  en  la  expresión  anterior  obtenemos  el  elemento  de  longitud  hiperbólico 
en  coordenadas  polares  hiperbólicas,  que  resulta  ser 

ds 2  =  dp 2  +  senh2  pd62 .  (12.14) 


Esta  fórmula  es  intrínseca,  en  el  sentido  de  que  las  coordenadas  (p,  0)  de  un 
punto  P  representan  la  distancia  hiperbólica  de  P  a  un  punto  üjo  O  y  el  ângulo 
de  la  semirrecta  õfi  con  una  semirrecta  fija  de  origen  O,  y  nada  de  esto  depende 
dei  plano  de  Klein.  Por  lo  tanto  la  fórmula  es  válida  también  en  el  círculo  de 
Poincaré.  La  relación  entre  la  distancia  euclídea  r  y  la  distancia  hiperbólica  p 
de  un  punto  P  al  punto  0  en  el  círculo  de  Poincaré  es 


P  =  log 


1  +  r 
1  —  r  ’ 


de  donde 

,  2 r  2 dr 

senh  p  =  - g  >  dP  =  1 - ã  • 

1  _  rz  1  —  rz 

Por  consiguiente,  el  elemento  de  longitud  en  coordenadas  polares  (euclídeas) 
en  el  círculo  de  Poincaré  resulta  ser 

,  V dr2  +  r2  dd2 

ds  =  2 - - - . 


Observemos  que  el  numerador  es  el  elemento  de  longitud  euclídea  en  coordena¬ 
das  polares.  Si  usamos  la  notación  compleja  para  el  arco  z(t)  =  x(t)  +  i  y{t)  y 
llamamos  \dz\  =  \/ dx 2  +  dy2  al  elemento  de  longitud  euclídea,  entonces  tenemos 


La  transformación  circular 


convierte  el  círculo  \z\  <  1  en 


iw  +  1 

z  = - 

w  + 1 

el  semiplano  Inuo  >  0.  Se  comprueba4  que 


dz  = 


—2  dw 
(w  +  i)2 ' 


I  dz\  = 


2  \dw\ 

\in  -U  1 12 


l-\z[ 


4  y 

\w  +  i\ 2 


De  todo  esto  resulta  que 


*  =  M. 

y 


4 La  teoria  de  funciones  de  variable  compleja  justifica  que  es  lícito  calcular  dz  derivando 
la  expresión  anterior  como  si  w  fuera  una  variable  real  y  tratando  las  constantes  imaginarias 
como  constantes  reales.  Nosotros  no  hemos  probado  esto,  por  lo  que  el  lector  puede,  si  lo 
desea,  hacer  los  cálculos  en  términos  de  las  dos  variables  reales  x,  y,  pero  está  avisado  de  que 
llegará  al  mismo  resultado. 
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En  resumen,  hemos  encontrado  las  expresiones  siguientes  para  el  tensor 
métrico  hiperbólico: 


Carta 

Coordenadas 

E 

F 

G 

Modelo  de  Klein 

(x,y) 

i -v* 

(1 —x2—y2)2 

xy 

(1— x2— y2)2 

1—x2 

(1 —x2—y2)2 

en  polares 

(r,  0) 

1 

(1  — r2)2 

0 

r2 

1  —r2 

Coordenadas  polares 

(P,  °) 

1 

0 

senh2  p 

Círculo  de  Poincaré 

(x,y) 

4 

(1 —x'2—y'2)'2 

4 

(1 —x‘2—y‘2)‘2 

en  polares 

(r,  0) 

4 

(1  — r2)2 

0 

4  r2 

(1— r2)2 

Semiplano  de  Poincaré 

(x,y) 

i/y2 

0 

i/y2 

Ahora  es  claro  (por  ejemplo,  observando  la  expresión  para  el  senriplano  de 
Poincaré)  que,  para  cada  P  £  H,  la  forma  bilineal  gp  :  TpH  x  TpH  — >•  R 
es  un  producto  escalar,  pues  su  matriz  en  la  base  de  TpH  determinada  por  la 
carta  dei  senriplano  de  Poincaré  es  la  matriz  diagonal  [1  / j/2 , 1/y2],  que  tiene 
estrictamente  positivos  los  elementos  de  su  diagonal,  luego  gp{v,v)  >  0  para 
todo  vector  v  £  TpH  no  nulo. 

Esto  lrace  que  el  elemento  de  longitud  ds{P)  :  TpH  — >  R  dado  por 
ds  =  \J E  dx 2  +  2 F  dxdy  +  G  dy2 


está  bien  definido  para  todo  punto  y  todo  vector  y  podemos  definir  la  longitud 
hiperbólica  de  cualquier  curva  a  :  [a,  b]  — >  H  como 

fb 

L(a)  =  ds  = 

J  a 

donde  (x(t),y(t))  es  la  expresión  en  coordenadas  de  a. 

Hemos  demostrado  que  si  a  parametriza  un  segmento  hiperbólico,  entonces 
la  longitud  así  definida  es  la  distancia  hiperbólica  entre  sus  extremos. 

Más  aún,  podemos  afirmar  que,  si  s(t)  =  L(a\\a^),  entonces  s(a)  =  0  y 

L  =  VE^+2FlV  +  G^  =  lím  *<*  +  *>■<*». 
dt  h^o  |ft| 

En  efecto,  la  primera  igualdad  se  curnple  ahora  por  la  definición  de  longitud  y 
la  segunda  la  hemos  demostrado,  pues  en  el  argumento  que  hemos  dado  para 
parametrizaciones  de  segmentos  sólo  hemos  usado  realmente  que  a  es  una  tal  pa- 
rametrización  a  la  hora  de  justificar  la  igualdad  (12.13),  mientras  que  el  resto  dei 
argumento  (el  que  prueba  la  igualdad  entre  el  limite  y  la  expresión  en  términos 
dei  tensor  métrico)  es  válido  para  curvas  cualesquiera. 

Esta  expresión  muestra  que  la  longitud  hiperbólica  de  una  curva  es  inva¬ 
riante  por  isometrías  hiperbólicas,  pues  si  componemos  a  con  una  isometría  el 


rb  _ 

/  \ZEdx1  +  2F  dxdy  +  G  dy 2, 
J  a 
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argumento  dei  limite  de  la  expresión  anterior  no  se  altera.  A  su  vez,  esto  implica 
que  las  isometrías  hiperbólicas  son  isometrías  en  el  sentido  de  [An  6.18]. 

Posponemos  hasta  el  final  de  la  sección  la  discusión  sobre  por  qué  esta  de- 
finición  de  longitud  de  una  curva  es  razonable  (para  tratar  a  la  vez  la  cuestión 
análoga  respecto  de  otros  conceptos  que  vamos  a  considerar) . 

Observemos  que  las  expresiones  diferenciales  de  la  longitud  hiperbólica  mues- 
tran  la  naturaleza  de  la  distancia  hiperbólica  mucho  más  claramente  que  la 
fórmula  de  la  distancia  entre  dos  puntos.  Por  ejemplo,  en  el  caso  dei  círculo  de 
Poincaré: 


ds  = 


2  \J  dx 2 


dy 2 


1  —  x2  —  y2 

vemos  que,  prescindiendo  dei  2  que  aparece  para  normalizar  la  unidad  de  lon¬ 
gitud,  el  elemento  de  longitud  hiperbólica  es  el  mismo  que  el  euclídeo  salvo  un 
denominador  que  es  el  más  simple  posible  que  tiende  a  0  cuando  nos  acercamos 
a  la  frontera  clel  disco,  de  modo  que  la  distancia  hiperbólica  entre  dos  pun¬ 
tos  es  más  grande  cuanto  más  cerca  están  de  dicha  frontera.  Lo  mismo  se  ve 
en  la  expresión  para  el  semiplano  de  Poincaré,  donde  el  elemento  de  longitud 
hiperbólica  es  el  elemento  de  longitud  euclídea  dividido  entre  y,  para  que  las 
longitudes  se  dilaten  a  medida  que  nos  acercamos  a  la  frontera  dei  semiplano. 


Ejemplo  Usando  la  expresión  en  coordenadas  polares  es  fácil  calcular  la  lon¬ 
gitud  de  una  circunferência  de  radio  r: 

p2ir 

/  senh  r  dd  =  2ir  senh  r. 


Como  era  de  esperar,  para  valores  pequenos  de  r  el  resultado  se  asemeja  a  la 
longitud  euclídea  2nr.  Más  en  general,  la  expresión  (12.14)  para  el  elemento  de 
longitud  en  coordenadas  polares  se  aproxima  al  euclídeo  ds 2  =  dr2  +  p 2  dd  para 
valores  pequenos  de  p,  lo  cual  significa  que  la  distancia  hiperbólica  se  confunde 
con  la  euclídea  en  regiones  suficientemente  pequenas  dei  plano.  ■ 

Observemos  ahora  que,  según  ya  hemos  senalado,  el  producto  escalar  aso- 
ciado  al  tensor  métrico  en  el  semiplano  de  Poincaré  es 

gp{v,w )  =  \  v-  w, 

V 

por  lo  que  dos  vectores  son  ortogonales  si  y  sólo  si  su  representación  en  la 
carta  correspondiente  al  semiplano  son  ortogonales  en  el  sentido  euclídeo.  Pero 
a  su  vez,  la  ortogonalidad  para  el  producto  euclídeo  equivale  a  la  ortogonali- 
dad  respecto  de  la  geometria  circular,  que  a  su  vez  equivale  a  la  ortogonalidad 
hiperbólica. 

Por  consiguiente,  concluimos  que  dos  vectores  son  ortogonales  respecto  a  la 
geometria  hiperbólica  si  y  sólo  si  son  ortogonales  respecto  dei  tensor  métrico 
hiperbólico. 
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Hemos  probado  esto  considerando  la  carta  correspondiente  al  semiplano  de 
Poincaré,  pero  tanto  la  ortogonalidad  hiperbólica  como  la  ortogonalidad  res- 
pecto  dei  tensor  métrico  son  conceptos  intrínsecos  de  la  geometria  hiperbólica, 
independientes  de  la  carta  considerada,  por  lo  que  el  resultado  es  cierto  en 
general. 

Ejemplo  Veamos  un  sencillo  ejemplo  numérico  para  ilustrar  la  afirmación 
precedente.  Consideremos  el  plano  de  Klein,  tomemos  un  punto  ultrainfinito 
cualquiera,  por  ejemplo,  (1, 1).  Calculamos  su  polar,  que  es  x  +  y  =  1.  Tomemos 
un  punto  arbitrário  en  esta  recta,  por  ejemplo,  P  =  (0.8,  0.2).  Entonces,  dos 
vectores  perpendiculares  en  P  son  (—1, 1)  (el  vector  de  la  recta  polar)  y  (0.2,  0.8) 
(el  vector  que  une  P  con  el  polo  (1,1)).  Vemos  que  estos  vectores  no  son 
ortogonales  respecto  dei  producto  escalar  euclídeo,  pero  sí  que  lo  son  respecto 
dei  producto  escalar  hiperbólico,  que  en  dicho  punto  es  el  dado  por  la  matriz 

75  25 

8  16 
25  225 

16  64 

(esto  resulta  de  calcular  E,F,G  para  ( x,y )  =  (0.8, 0.2)  con  las  fórmulas  de  la 
primera  fila  de  la  tabla  precedente).  Ahora  es  fácil  comprobar  que 


(— 1, 1)M(0.8,0.2)  =  0. 


Hemos  probado  que  esto  no  es  casual. 


Geodésicas  Hemos  visto  que  el  tensor  métrico  hiperbólico  determina  tanto 
la  longitud  hiperbólica  como  la  perpendicularidad  hiperbólica.  Ahora  vamos  a 
demostrar  que,  de  hecho,  determina  las  propias  rectas  hiperbólicas,  pues  éstas 
resultan  ser  las  geodésicas  respecto  dei  tensor  métrico. 

La  definición  [An  6.19]  de  derivada  covariante  no  tiene  sentido  en  nuestro 
contexto,  pues  tiene  en  cuenta  la  forma  en  que  la  variedad  está  sumergida  en  Rm, 
mientras  que  nosotros  estamos  prescindiendo  de  dicha  inmersión,  pues  nos  lle- 
varía  a  la  métrica  euclídea.  En  su  lugar,  vamos  a  tomar  como  definición  de  los 
símbolos  de  Christoffel  a  las  ecuaciones 


r 


i 

n 


r 


2 

12 


Ex 

2E' 

r2  — 

1  ii  — 

Ey 

2  G' 

r1  - 
1  12  “ 

Ey 

■  2  E 

Gx 

2  G' 

r1  — 
1  22  — 

Gx 

2  E' 

r2  - 
1  22  - 

Gy 
2  G 

Al  final  de  esta  sección  discutiremos  por  qué  esta  definición  es  razonable. 
Admitiendo  estas  igualdades  por  definición,  recordamos  que  la  condición  general 
(en  términos  de  coordenadas)  para  que  una  curva  a(t)  =  {x\  (t), . . .  ,xn(t)  sea 
una  geodésica  es  que  su  aceleración  geodésica 


(*£+  E  r«*j®í) 


i,j  —  1 


sea  en  cada  punto  proporcional  a  a'  =  (x\ , . . . ,  x'n). 
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Si  consideramos  el  semiplano  de  Poincaré,  donde  el  tensor  métrico  tiene  la 
expresión  más  simple,  obtenemos  que  todos  los  símbolos  de  Christoffel  son  nulos 
excepto 


1  li  — 


1 


r1  —  r1 
1  12  —  1  21 


1  22  — 


1 


y 


y  y 


y  la  aceleración  geodésica  de  una  curva  (x(t),y(t))  es 


x'y'  // 

-2  -Ay"  + 


Con  esto  podemos  probar: 


Teorema  12.19  Las  geodésicas  dei  plano  hiperbólico  son  las  rectas. 


DemostraciÓN :  Continuamos  trabajando  en  el  semiplano  de  Poincaré, 
donde  tenemos  dos  tipos  de  rectas:  las  rectas  verticales  y  las  semicircunfe- 
rencias  con  centro  en  el  eje  real.  Las  rectas  verticales  se  parametrizan  como 
(x,y)  =  (xo ,t),  luego  ( x',y ')  =  (0,1)  y  (x",y")  =  (0,0).  La  aceleración 
geodésica  es  entonces  (0,  —  l/y),  que  ciertamente  es  proporcional  a  (0, 1),  luego 
las  rectas  verticales  son  geodésicas. 

Las  semicircunferencias  se  parametrizan  como  (x,y)  =  (xq  +  rcosí,rsení), 
de  modo  que  ( x',y' )  =  (— r  sen  t,r  cosí)  y  un  simple  cálculo  muestra  que  la 
aceleración  geodésica  es 


(r  cos  t, 


— r  cos2  t 
sen  t 


)  = 


cos  t  .  . 

- (— r  sen  t,  r  cos  t) , 

sent 


que  ciertamente  es  múltiplo  de  (x',y').  Con  esto  liemos  probado  que  todas  las 
rectas  son  geodésicas.  Teniendo  en  cuenta  que  por  cada  punto  pasa  una  única 
geodésica  en  cada  dirección  (véase  el  ejemplo  tras  el  teorema  [An  7.10])  y  que 
por  cada  punto  pasa  una  recta  en  cada  dirección,  concluímos  que  las  rectas  son 
las  únicas  geodésicas  dei  plano  hiperbólico.  ■ 


El  área  hiperbólica  En  [An,  sección  10.1]  se  muestra  que  el  tensor  métrico 
de  una  superfície  diferenciable  determina  también  su  elemento  de  área,  que  en 
términos  de  las  coordenadas  de  una  carta  es 

da  =  \J EG  —  F2  dx  dy. 

Una  vez  más,  provisionalmente  vamos  a  aceptar  esto  como  definición  dei 
área  hiperbólica  por  analogia,  y  dejamos  para  más  adelante  la  justificación  de 
tal  definición. 

Las  expresiones  más  simples  para  el  elemento  de  área  las  encontramos  en  el 
plano  de  Klein  en  coordenadas  polares,  en  el  que 

da  =  senh  p  dp  d6 

y  en  el  semiplano  de  Poincaré,  en  el  que  da  =  (l/y2)  dxdy. 
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Ejemplo  Vamos  a  usar  la  primera  para  calcular  el  área  de  un  círculo  hi¬ 
perbólico  de  radio  r: 


A  =  /  senh  p  dp  dd 

J  o  J  o 


27t  /  senh  p  dp  =  27r(coshr  —  1)  =  47r  senh2 

J  o 


r 

2' 


Como  era  de  esperar,  para  valores  pequenos  de  r  tenemos  que  A  ss  nr2.  ■ 


Consideremos  ahora  un  triângulo  rectángulo  como  indica  la 
figura.  Tomemos  como  origen  de  las  coordenadas  polares 
el  vértice  A.  Para  hallar  su  área  hemos  de  integrar  da 
variando  6  entre  0  y  a  y,  para  un  8  dado,  en  virtud  de  la 
relación  trigonométrica 

tanh  b  =  cos  8  tanh  p. 
vemos  que  p  ha  de  llegar  hasta 


tanh  b 

argtanh - — . 

cos# 


Por  lo  tanto  el  área  es 


/»ck  /»argtanh (tanh  bj  cos  6) 


/O  J  0 


senh  p  dpd8  = 


- 1  u# 


1  - 


tanh2  b 
cos2  6 


COS  0 


y  yj (cos2  0  —  1)  +  (1  —  tanh2  b) 
\ 

cosh  b  cos  8 


-  1  Ué» 


/ o  \  \Jl  —  (cosh  b  sen  é»)2 


—  1  \  d8  =  arcsen(cosh  b  sen  a)  —  a 


=  arcsen  cos  —  a  =  —  —  /3  —  a  =  7r  —  a  —  /3  —  7. 

Todo  triângulo  hiperbólico  T  se  puede  expresar  como  la  unión  o  la  diferencia 
de  dos  triângulos  rectángulos,  de  donde  es  fácil  concluir  que  en  general  que  el 
área  de  un  triângulo  de  ângulos  a,  /?,  7  es 


7T  —  ol  —  (d  —  7* 


Esto  nos  da  otra  prueba  de  que  la  suma  de  los  ângulos  de  un  triângulo  hiperbólico 
es  siempre  menor  que  n,  y  se  aproxima  más  a  n  cuanto  menor  es  el  triângulo. 


Ahora  vamos  a  usar  el  semiplano  de  Poincaré  para  calcular  el  área  de  un 
triângulo  con  sus  tres  vértices  infinitos.  En  principio,  nada  garantiza  que  dicha 
área  tenga  que  ser  finita,  pero  vamos  a  ver  que  es  así. 
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No  perdemos  generalidad  si  suponemos  que  los 
vértices  son  (—1,0),  (1,0)  y  el  punto  infinito.  La 
recta  que  une  los  dos  puntos  finitos  es  la  dada 
por  y  =  y/l  —  x2,  con  lo  que  tenemos  que  integrar 
d<j  =  (1  /y2)dxdy  en  el  recinto  sombreado  en  la 
figura. 


/»+oo 


1 


i- 1  j  s/ í-x2  y 


dy  dx. 


Para  calcular  la  integral  interior  usamos  el  teorema  de  la  convergência  monótona: 


/•  +  00 


1 


/v/ü=pr  y 


■  dy  =  lím 


1 


t^+°°  v 


2  dv 


lím 

£—>•+00 


i 

\/l  —  x2 


Por  lo  tanto: 


I- 1  \/l  —  : 


:  dx  =  [arcsen  x\1_1 


=  7 r. 


Concluimos  que  todos  los  triângulos  con  vértices  infinitos  tienen  área  7r  (lo  que 
viene  a  decir  que  sus  ângulos  son  nulos). 


Ejercicio:  Probar  que  el  área  de  un  triângulo  con  vértices  finitos  o  infinitos  es  igual 
a  7T  menos  sus  ângulos  finitos. 


La  curvatura  de  Gauss  La  curvatura  de  Gauss  mide  la  forma  en  que  una 
superfície  “se  curva”  en  el  espado  que  la  contiene.  Esto  no  tiene  sentido  en 
nuestro  contexto,  puesto  que  estamos  considerando  una  métrica  no  relacionada 
con  el  espado  R2  en  el  que  tenemos  sumergido  el  plano  hiperbólico.  No  obstante, 
en  el  capítulo  VI  de  [An]  vimos  que  la  curvatura  de  Gauss  de  una  superfície 
puede  medirse  exclusivamente  a  partir  dei  tensor  métrico,  sin  hacer  referencia 
a  nada  externo  a  la  superfície,  luego  tiene  sentido  plantearse  qué  obtendremos 
si  empleamos  dicho  procedimiento  de  medida  en  nuestro  contexto. 

Concretamente,  en  una  carta  en  la  que  F  =  OyE  =  G  =  A,  la  curvatura 
de  Gauss  puede  calcularse  mediante  la  fórmula 

1  /  d 2  log  A  d2  log  A  \ 

2 A  \  dx2  dy2  J  ' 

Si  aplicamos  esto  a  la  carta  correspondiente  al  semiplano  de  Poincaré,  en 
la  cual  A  =  1/y2,  obtenemos  K  =  —1.  Así  pues,  el  plano  hiperbólico  tiene 
curvatura  —1  en  todos  sus  puntos.  Aqui  influye  la  elección  de  la  unidad  de 
longitud.  Con  otra  elección,  la  curvatura  resultaria  igualmente  constante  y 
negativa,  pero  su  valor  seria  otro. 

Esto  significa  que  si  existiera  una  superfície  en  R3  isométrica  al  plano  hi¬ 
perbólico,  su  curvatura  tendría  que  ser  constante  igual  a  —1.  Puede  probarse 
que  no  existe  tal  superfície,  pero  si  que  conocemos  superfícies  con  curvatura 
constante  igual  a  —1.  Una  de  cilas  es  la  pseudoesfera  presentada  al  final  dei 
capítulo  VI  de  [An].  Vamos  a  analizar  su  relación  con  el  plano  hiperbólico. 
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La  pseudoesfera  En  [An]  liemos  visto  que  la  pseudoesfera  (con  l  =  1)  admite 
cartas 

X  :  ]a’o  —  7T,  Xo  +  7r[  x  ]1,  +oo[  — >  R3 

(para  cualquier  elección  de  cco)  respecto  de  las  cuales  el  tensor  métrico  tiene  la 
forma 

ds2  =  —7;{dx2  +  dy 2), 

V 

que  es  exactamente  el  tensor  métrico  dei  semiplano  de  Poincaré.  Por  lo  tanto, 
la  carta  X  es  una  isometría  entre  un  trozo  dei  semiplano  de  Poincaré  y  toda  la 
pseudoesfera  menos  un  meridiano. 

Esto  se  traduce  en  que  si  interpretamos  el  dominio  de  X  como  un  subcon¬ 
junto  dei  semiplano  de  Poincaré  o,  mejor  aún,  si  interpretamos  a  X  como  una 
biyección  /  :  U  — >  V  entre  un  abierto  en  el  plano  hiperbólico  y  un  abierto  en  la 
pseudoesfera,  la  longitud  hiperbólica  de  cada  curva  contenida  en  U  coincide  con 
la  longitud  (euclídea)  de  su  imagen  en  V,  el  área  hiperbólica  de  cualquier  región 
contenida  en  U  coincide  con  el  área  (euclídea)  de  su  imagen  en  V ,  una  curva 
contenida  en  U  es  una  geodésica  (respecto  a  la  definición  ad  hoc  que  hemos  dado 
para  el  plano  hiperbólico)  si  y  sólo  si  su  imagen  es  una  geodésica  euclídea,  etc. 

Para  entender  la  relación  que  este  hecho  establece  entre  el  plano  hiperbólico 
y  la  pseudoesfera,  conviene  pensar  en  la  relación  que  hay  entre  el  plano  euclídeo 
usual  y  el  cilindro,  pues  es  casi  la  rnisina.  Una  carta  para  un  cilindro  es 

X(x,y)  =  (cosa;,  sen x,  y), 

y  el  elemento  de  longitud  correspondiente  es  ds 2  =  dx2  +  dy2,  el  ínisrno  que  el 
euclídeo,  lo  cual  se  traduce  en  que  X  es  una  isometría  entre  un  trozo  de  plano 
y  el  cilindro  menos  un  meridiano.  Así,  el  cilindro  y  el  plano  son  localmente 
isométricos,  pero  no  son  isométricos,  en  el  sentido  de  que  no  es  posible  establecer 
una  isometría  entre  todo  el  plano  y  todo  el  cilindro.  La  isometría  local  significa 
que  alguien  que  “viva  en  un  cilindro”  no  puede  darse  cuenta  de  ello  estudiando 
la  geometria  de  su  entorno,  pues  ésta  es  la  misma  que  la  dei  plano.  Lo  único 
que  puede  hacer  para  detectar  que  no  “vive  en  un  plano”  es  constatar  que  si 
carnina  en  línea  recta  (=  geodésica)  en  la  dirección  adecuada,  al  cabo  de  un 
tiempo  vuelve  al  punto  de  partida,  cosa  que  nunca  podría  ocurrir  en  un  plano. 

Lo  rnisino  sucede  con  la  pseudoesfera:  alguien  que  “viva  en  ella”  se  encuentra 
con  que  la  geometria  de  su  entorno  es  exactamente  la  geometria  hiperbólica,  pero 
puede  descubrir  que  no  vive  en  un  plano  hiperbólico  constatando  que  si  carnina 
por  una  geodésica  adecuada  regresa  al  punto  de  partida.5 

*En  realidad,  en  este  caso  hay  una  segunda  diferencia,  y  es  que  la  pseudoesfera  se  inte- 
rrumpe  bruscamente  cuando  llegamos  a  y  =  0.  lo  cual  no  es  el  equivalente  a  llegar  a  y  =  0 
en  el  semiplano  de  Poincaré,  sino  a  llegar  en  éste  a  y  =  1.  La  diferencia  es  sustancial:  si  ca- 
minamos  verticalmente  hacia  y  =  0  por  el  semiplano  de  Poincaré  con  pasos  de  igual  longitud 
(hiperbólica),  nunca  llegaremos  a  y  =  0  (porque  la  longitud  euclídea  de  los  pasos  es  cada  vez 
menor),  pero  sí  que  rebasaremos  y  =  1.  En  la  pseudoesfera  sucede  lo  segundo:  si  caminamos 
hacia  abajo,  en  un  número  finito  de  pasos  llegamos  a  su  borde,  cosa  que  no  ocurriría  en  un 
plano  hiperbólico. 
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Discusión  de  las  definiciones  de  longitud  y  área  hiperbólicas  La  iso- 
metría  local  entre  el  plano  hiperbólico,  con  los  conceptos  geométricos  que  he¬ 
mos  definido  en  él  “arbitrariamente” ,  y  una  superfície  en  R3 ,  con  los  conceptos 
geométricos  “naturales”,  justifica  que  las  definiciones  que  hemos  dado  son  de 
hecho  “las  correctas” .  Esto  ha  de  entenderse  como  sigue:  aunque  técnicamente 
hay  que  definir  los  conceptos  de  longitud  de  un  segmento  o  área  de  una  región, 
lo  cierto  es  que  tales  definiciones  no  pueden  (o  no  deben)  ser  arbitrarias,  sino 
que  el  hecho  de  que  la  longitud  de  los  segmentos  hiperbólicos  esté  determinada 
hace  que  cada  curva  tenga  una  longitud  “de  verdad” ,  la  que  podríamos  calcular 
aproximando  la  curva  por  una  sucesión  de  pequenos  segmentos  de  recta  que 
nos  den  idea  de  cuántos  pasos  tendría  que  dar  para  recorreria  un  “viajante” 
tan  pequeno  que  sus  pasos  rectos  fueran  indistinguibles  de  arcos  de  la  curva,  e 
igualmente,  cada  región  dei  plano  tiene  un  área  “de  verdad” ,  la  que  podríamos 
calcular  cubriéndola  con  muchos  pequenos  fragmentos  indistinguibles  de  cua- 
clrados  euclídeos,  que  nos  informaran  de  “cuánta  tela”  hace  falta  trocear  en 
cuadraditos  para  cubrir  con  ellos  la  región. 

Consideremos  de  nuevo  la  isometría  /  :  U  — >  V  entre  un  abierto  dei  plano 
hiperbólico  y  un  abierto  de  la  pseudoesfera.  Las  longitudes  de  los  segmentos 
de  recta  son  los  mismos  en  U  y  en  V,  pero  en  V  las  longitudes  “de  verdad”  de 
las  curvas,  las  coherentes  con  la  longitud  hiperbólica  de  los  arcos  de  geodésica 
(que  en  V  es  también  la  longitud  “de  verdad”  de  dichos  arcos),  es  la  dada  por 
el  tensor  métrico  de  V,  que  es  el  ínisrno  que  el  de  U,  por  lo  que  la  longitud  que 
corresponde  “de  verdad”  a  las  curvas  de  U  es  la  que  hemos  definido  como  tal, 
la  determinada  por  el  tensor  métrico  hiperbólico,  y  lo  rnisino  se  aplica  al  área. 

Concluimos  así  que  las  definiciones  que  hemos  dado  de  longitud  y  de  área 
hiperbólica  son  “las  correctas”  al  menos  en  U.  Pero  ambas  son  invariantes  por 
isometrías,  y  existe  una  isometría  hiperbólica  que  transforma  cualquier  punto  en 
cualquier  otro,  luego  podemos  afirmar,  más  aún,  que  todo  punto  de  H  tiene  un 
entorno  en  el  que  nuestras  definiciones  de  longitud  y  de  área  son  “las  correctas” . 
Por  último,  el  hecho  de  que  las  definiciones  sean  “localmente  correctas”  implica 
que  lo  son  globalmente.  Por  ejemplo,  podemos  dividir  cualquier  curva  que  una 
dos  puntos  de  H  en  un  número  finito  de  arcos  lo  suficientemente  pequenos  como 
para  que  podamos  asegurar  que  su  longitud,  tal  y  como  la  hemos  definido  es  “la 
correcta” ,  y  entonces  la  longitud  total,  que  es  la  suma  de  dichas  longitudes,  es 
también  “la  que  debe  ser” .  Lo  rnisino  vale  para  el  área. 

En  cuanto  al  concepto  de  geodésica  hiperbólica,  ya  hemos  visto  que  se  corres¬ 
ponde  con  el  concepto  de  “recta  hiperbólica” ,  pero  esto  a  su  vez  tiene  una  inter- 
pretación.  Puede  probarse  que  en  cualquier  variedad  diferencial  las  geodésicas 
son  las  curvas  que  unen  dos  puntos  por  el  carnino  más  corto.6  Por  lo  tanto,  el 
hecho  de  que  las  rectas  hiperbólicas  sean  geodésicas  se  interpreta  como  que  las 
rectas  minimizan  las  distancias  entre  los  puntos  que  unen. 


®En  realidad  esto  sólo  es  cierto  localmente,  pues,  por  ejemplo,  podemos  unir  dos  puntos 
cercanos  de  un  cilindro  mediante  una  geodésica  que  dé  la  vuelta  al  cilindro,  y  su  longitud  será 
mayor  que  la  de  otras  curvas  que  unan  los  dos  puntos  sin  ser  geodésicas,  pero  sin  rodear  el 
cilindro.  No  obstante,  en  el  caso  dei  plano  hiperbólico  — pero  no  en  el  de  la  pseudoesfera — 
es  cierto  también  globalmente. 


Capítulo  XIII 


La  geometria  elíptica 


La  geometria  elíptica  es  la  que  resulta  de  dotar  de  una  métrica  al  plano  pro- 
yectivo  completo,  considerando  a  todos  los  puntos  finitos.  Así  como  la  geometria 
hiperbólica  incumple  el  axioma  de  las  paralelas  porque  por  un  punto  exterior  a 
una  recta  pasa  más  de  una  paralela,  la  geometria  elíptica  lo  incumple  en  sentido 
contrario:  como  bien  sabemos,  en  un  plano  proyectivo  no  existen  paralelas. 

Formalmente,  la  geometria  elíptica  se  puede  desarrollar  de  forma  completa¬ 
mente  análoga  a  la  hiperbólica.  El  único  cambio  es  que  vamos  a  tomar  como 
cónica  infinita  una  cónica  imaginaria,  de  modo  que  no  dé  lugar  a  ninguna  di- 
visión  de  los  puntos  dei  plano.  Al  igual  que  en  los  otros  casos,  podríamos  definir 
espacios  elípticos  de  cualquier  dimensión,  pero  nosotros  nos  limitaremos  al  caso 
plano  porque  es  completamente  representativo  y  más  simple  en  la  práctica. 


13.1  El  plano  elíptico 

Definición  13.1  Un  plano  elíptico  es  un  plano  proyectivo  real  en  el  que  hemos 
seleccionado  una  cónica  imaginaria  (cónica  infinita).  Diremos  que  dos  rectas 
son  perpendiculares  si  son  conjugadas  respecto  a  la  cónica  infinita.  Llamare- 
mos  grupo  elíptico  o  grupo  de  isometrías  al  grupo  de  las  homografías  que  fijan 
a  la  cónica  infinita.  Dos  figuras  son  congruentes  si  existe  una  isometría  que 
transforma  una  en  otra. 

Vamos  a  introducir  un  modelo  que  nos  permita  relacionar  la  geometria 
elíptica  con  la  euclídea.  El  plano  proyectivo  es  de  la  forma  P(V),  donde  V 
es  un  espacio  vectorial  tridimensional  real.  Existe  un  sistema  de  referencia  pro¬ 
yectivo  respecto  al  cual  la  cónica  infinita  tiene  ecuación  x2  +  y2  +  z2  =  0.  Este 
sistema  de  referencia  se  corresponde  con  una  base  de  V.  Dotamos  a  V  dei  pro- 
ducto  escalar  que  en  dicha  base  tiene  matriz  identidad,  es  decir,  el  producto 
respecto  al  cual  dicha  base  es  ortonormal.  Más  en  general,  podemos  considerar 
a  V  como  un  espacio  afín  euclídeo  en  el  que  hemos  fijado  un  sistema  de  refe¬ 
rencia  ortonormal  de  modo  que  los  puntos  dei  plano  proyectivo  son  las  rectas 
que  pasan  por  el  origen  O  y  las  coordenadas  homogéneas  de  un  punto  son  las 
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coordenadas  en  el  sistema  de  referencia  fijado  de  uno  de  los  puntos  (que  no 
sea  O)  de  la  recta  correspondiente. 

Dos  puntos  de  coordenadas  X  e  Y  son  conjugados  respecto  de  la  cónica 
infinita  si  y  sólo  si  XYl  =  0,  es  decir,  si  y  sólo  si  vistos  como  rectas  de  V  son 
ortogonales. 

Las  rectas  proyectivas  están  formadas  por  los  puntos  que  cumplen  una 
ecuación  ax  +  by  +  cz  =  0,  es  decir,  son  los  planos  de  V  que  pasan  por  O. 
También  es  claro  que  un  punto  y  una  recta  son  conjugados  si  y  sólo  si,  vistos 
como  recta  y  plano,  uno  es  perpendicular  al  otro. 

Todas  estas  relaciones  se  pueden  simplificar  si  escogemos  representantes  con¬ 
cretos  en  V  para  los  puntos  proyectivos.  Sea  S  la  esfera  en  V  de  centro  O  y 
radio  1.  Cada  recta  que  pasa  por  O  corta  a  S  en  dos  puntos  antípodas.  En 
términos  proyectivos,  cada  punto  tiene  dos  ternas  de  coordenadas  homogéneas 
sujetas  a  la  restricción  x2  +  y2  +  z2  =  1.  Podemos,  pues,  identificar  el  plano 
proyectivo  con  el  conjunto  de  los  pares  de  puntos  antípodas  de  S.  De  ahora  en 
adelante  y  salvo  que  indiquemos  lo  contrario,  cuando  hablemos  de  un  punto  de  S 
nos  referiremos  a  un  par  de  puntos  antípodas  considerados  como  un  solo  objeto. 
Las  rectas  proyectivas  se  corresponden  con  las  intersecciones  con  S  de  los  planos 
que  pasan  por  su  centro,  es  decir,  son  los  llamados  círculos  máximos  de  la  esfera, 
las  circunferências  cuyo  radio  coincide  con  el  de  la  esfera.  Dos  circunferências 
son  ortogonales  (en  el  sentido  de  la  geometria  elíptica)  si  la  perpendicular  por 
el  origen  dei  plano  de  una  pasa  por  la  otra.  En  otros  términos,  tomando  a  una 
como  ecuador  de  la  esfera,  sus  perpendiculares  son  las  circunferências  que  pasan 
por  los  polos. 

Consideremos  ahora  una  isometría  elíptica  /.  Podemos  veria  también  como 
un  automorfismo  de  V  (visto  como  espacio  vectorial).  Sean  X  e  Y  las  coordena¬ 
das  de  dos  puntos  y  sean  X'  e  Y'  las  coordenadas  de  sus  imágenes.  Puesto  que 
/  ha  de  conservar  la  polaridad  de  la  cónica  infinita,  los  puntos  serán  conjugados 
si  y  sólo  si  lo  son  sus  imágenes,  es  decir,  XY*  =  0  es  equivalente  a  X'Yn  =  0. 
Esto  significa  que  /  conserva  la  ortogonalidad  en  V,  luego  es  una  semejanza, 
luego  /  =  kg.  donde  k  es  un  número  real  no  nulo  y  g  es  una  isometría  lineal 
de  V .  Ahora  bien,  es  claro  que  /  y  g  inducen  la  misma  homografía  en  el  plano 
proyectivo,  luego  podemos  concluir  que  las  isometrías  elípticas  están  inducidas 
por  las  isometrías  lineales  de  V .  El  recíproco  es  cierto:  si  /  es  una  isometría 
lineal  y  A  es  su  matriz  en  el  sistema  de  referencia  que  estamos  considerando, 
un  punto  está  en  la  cónica  infinita  si  sus  coordenadas  (imaginarias)  cumplen 
XX *  =  0.  Su  imagen  por  /  tiene  coordenadas  XA  y,  como  A  es  una  matriz 
ortogonal,  XAA*^1  =  XX*  =  0,  luego  la  imagen  sigue  en  la  cónica.  En  re¬ 
sumem  las  isometrías  elípticas  son  exactamente  las  homografías  inducidas  por 
las  isometrías  lineales  de  V  o,  equivalentemente,  por  las  isometrías  de  V  (visto 
como  espacio  afín)  que  hjan  a  O. 

Definición  13.2  Llamaremos  modelo  esférico  de  la  geometria  elíptica  al  con¬ 
junto  S  formado  por  los  pares  de  puntos  antípodas  de  una  esfera  euclídea.  Las 
rectas  elípticas  son  los  círculos  máximos.  Dos  rectas  son  perpendiculares  si  lo 
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son  sus  tangentes  en  los  puntos  de  corte.  Una  isometría  elíptica  es  la  restricción 
a  S  de  una  isometría  dei  espado  euclídeo  que  fija  al  centro  de  S. 

Además  hemos  visto  que  el  polo  de  una  recta  en  el  modelo  esférico  es  el  par 
de  polos  (en  el  sentido  geográfico)  cuando  consideramos  a  la  recta  como  ecuador. 

Las  isometrías  dei  modelo  esférico  son  en  particular  homografías,  luego  con- 
servan  ângulos  en  el  sentido  de  la  sección  A. 3.  Podemos,  pues,  definir  el  ângulo 
entre  dos  rectas  elípticas  en  la  esfera  como  el  ângulo  euclídeo  entre  sus  tan¬ 
gentes  por  los  puntos  de  corte  y  es  claro  entonces  que  dos  pares  de  rectas  son 
congruentes  si  y  sólo  si  forman  el  mismo  ângulo.  Veamos  que  el  ângulo  entre 
dos  rectas  puede  definirse  sin  hacer  referencia  al  modelo  esférico  exactamente 
como  en  la  geometria  hiperbólica,  es  decir, 

fyp2  =  i  |arg  r2,  h,  /2)| , 

donde  I ±  e  I2  son  las  tangentes  a  la  cónica  infinita  por  el  punto  r\  fí  r2  y  el 
argumento  se  toma  en  ]— tt,  7r[. 

En  efecto,  el  ângulo  definido  así  es  sin  duda  invariante  por  isometrías.  Basta 
probar  que  ambas  defhnciones  coinciden  sobre  rectas  que  pasan  por  el  polo  norte 
(0,  0, 1).  Sus  coordenadas  homogéneas  serán  de  la  forma  (a,  ò,  0)  y  (a',  b' ,  0).  Sus 
tangentes  por  el  polo  norte  serán  las  intersecciones  de  los  planos  ax  +  by  =  0  y 
a'x  +  b'y  =  0  con  el  plano  z  =  1.  Ahora  bien,  podemos  identificar  el  plano  z  =  1 
con  el  plano  afín  que  resulta  de  eliminar  la  recta  z  =  0  en  el  plano  proyectivo 
de  partida.  Entonces  las  tangentes  cuyo  ângulo  hemos  de  medir  son  las  propias 
rectas  iniciales  (sin  su  punto  infinito).  Con  más  detallc:  en  este  plano  afín 
tenemos  ahora  una  estructura  euclídea,  de  modo  que  las  coordenadas  cartesianas 
(x,  y)  correspondientes  a  las  coordenadas  homogéneas  (x,  y,  1)  están  asociadas  a 
un  sistema  de  referencia  ortonormal.  Hasta  aqui  tenemos  que  el  ângulo  entre  las 
rectas  definido  en  el  modelo  esférico  corresponde  con  el  ângulo  entre  ellas  mismas 
respecto  a  esta  estructura  euclídea.  Este  ângulo  puede  calcularse  por  la  fórmula 
de  Cayley,  que  es  formalmente  idêntica  a  la  que  queremos  probar.  Sólo  hemos 
de  asegurarnos  de  que  las  tangentes  a  la  cónica  infinita  por  el  punto  de  corte 
(0,  0, 1)  coinciden  con  las  rectas  isótropas  por  dicho  punto,  pero  esto  es  obvio, 
pues  ambas  son  las  rectas  x  ±  iy  =  0.  En  efecto,  ambas  pasan  por  los  puntos 
circulares  (1,  ±i,  0)  y  sus  coordenadas  homogéneas  cumplen  x2  +  y2  +  z2  =  0. 

Podemos  plantearnos  la  fórmula  análoga  a  la  distancia  hiperbólica  entre  dos 
puntos  P  y  Q  en  términos  de  la  razón  doble  0l(P,  Q ,  Poo,  Qoo),  donde  Poo  y  Qoo 
son  los  puntos  de  corte  entre  la  cónica  infinita  y  la  recta  PQ.  Ahora  bien,  si  rq 
y  r2  son  las  polares  de  P  y  Q  y  se  cortan  en  un  punto  P,  la  recta  polar  de  R  es 
PQ,  luego  las  tangentes  I\  e  I2  a  la  cónica  infinita  que  pasan  por  R  cortan  a  PQ 
en  Poo  y  Qoo,  luego  3?(P,  Q,  Poo,  Qoo)  =  3£(rq,  r2,  h,h)-  Por  lo  tanto,  esta  razón 
doble  es  un  número  complejo  de  módulo  1  cuyo  argumento  (dividido  entre  2) 
es  el  ângulo  entre  dichas  polares.  Esto  nos  lleva  a  la  definición  siguiente,  donde 
recogemos  también  la  definición  de  ângulo  que  hemos  discutido  anteriormente. 
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Definición  13.3  Llamaremos  distancia  elíptica  entre  dos  puntos  P  y  Q  como 
d(P,Q)  =  ^  |arg3í(P,Q,P00,Q00)| , 

donde  PQ 0  y  Qoo  son  los  puntos  en  que  la  recta  PQ  corta  a  la  cónica  infinita  y 
el  argumento  se  toma  en  ]— 7r,  7t[. 

El  ângulo  elíptico  entre  dos  rectas  r\  y  r2  es 

rírg  =  ^  |arg3?(ri,r2,/i,/2)|  , 

donde  I\  e  I2  son  las  tangentes  a  la  cónica  infinita  por  el  punto  r\  fl  ?’2  y  el 
argumento  se  toma  en  ]— 7r,  tt[. 


Ambas  magnitudes  pueden  variar  en  [0, 7r/2[,  con  el  convénio  de  que  son 
nulas  si  los  puntos  o  las  rectas  son  iguales.  Ambas  se  conservan  por  isometrías. 
Hemos  probado  que  la  distancia  entre  dos  puntos  es  el  ângulo  entre  sus  polares. 
En  el  modelo  esférico  la  distancia  entre  dos  puntos  P  y  Q  coincide  con  el  ângulo 
entre  las  rectas  OP  y  OQ ,  donde  O  es  el  centro  de  la  esfera.  El  ângulo  entre 
dos  rectas  es  el  definido  en  la  sección  A. 3. 

También  es  claro  que  dos  pares  de  puntos/rectas  son  congruentes  si  y  sólo 
si  su  distancia/ ângulo  es  el  mismo. 

Exactamente  el  mismo  argumento  que  en  el  caso  de  la  geometria  hiperbólica 
nos  lleva  a  las  fórmulas: 


cos  d  = 


xx'  +  yy'  +  zz' 

\J  x1  +  y2  +  z2 \J  x'2  +  y'2  +  z'2 


.  xx  +  yy  +  zz 

cos  6  =  '  '  ; —  = , 

\J  x1  +  y2  +  z2\Jx'2  +  y'2  +  z'2 

donde  (a;,  y,  z )  y  (x',  y',  z')  son  las  coordenadas  homogéneas  de  dos  puntos/rec¬ 
tas.  No  obstante,  estas  fórmulas  se  siguen  inmediatamente  dei  modelo  esférico 
usando  las  propiedades  dei  producto  escalar  en  V. 


13.2  Biláteros  y  triângulos 

La  ordenación  circular  de  la  geometria  elíptica  confiere  a  plano  propiedades 
muy  distintas  de  las  que  se  siguen  de  la  ordenación  lineal  de  las  geometrias 
euclídea  e  hiperbólica.  Para  empezar  hemos  de  tener  presente  que  dos  puntos  no 
determinan  un  segmento,  sino  dos  segmentos  complementarios.  De  este  modo, 
cuando  hablemos  de  un  segmento  AB  habremos  de  entender  que  se  trata  de  uno 
de  los  dos  segmentos  de  extremos  Ay  B.  Recordemos  que  habíamos  adoptado 
el  convénio  de  llamar  ACB  al  segmento  de  extremos  Ay  B  que  contiene  a  C. 

Es  fácil  ver  que  un  segmento  y  su  complementario  no  son  congruentes  salvo 
que  los  extremos  disten  7r/2.  Por  ello  no  podemos  definir  la  longitud  de  un  seg¬ 
mento  como  la  distancia  entre  sus  extremos,  ya  que  en  tal  caso  estaríamos  asig- 
nando  la  misma  longitud  a  segmentos  complementarios  no  congruentes.  Para 
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definir  adecuadamente  la  longitud  de  un  segmento  nos  basaremos  en  el  hecho 
siguiente,  que  se  comprueba  sin  dificultad  en  el  modelo  esférico: 

Cada  segmento  elíptico  AB  contiene  un  único  punto  C  con  la  pro- 
piedad  de  que  d{A,C)  =  d{C,B).  Lo  llamaremos  punto  medio  dei 
segmento. 


Aliora  definimos  la  longitud  de  un  segmento  como  el  doble  de  la  distancia  de 
sus  extremos  a  su  punto  medio.  La  idea  es  que  en  el  modelo  esférico  un  segmento 
es  un  arco  de  circunferência  de  amplitud  menor  que  7 r  (en  realidad  es  un  par  de 
arcos  antípodas  de  amplitud  menor  que  7 r) ,  por  lo  que  la  mitad  de  un  segmento 
es  un  arco  de  amplitud  menor  que  7t/2  y  así  la  amplitud  de  este  arco  sí  coincide 
con  la  distancia  entre  sus  extremos,  luego  la  longitud  dei  segmento  completo  así 
definida  coincide  con  su  amplitud  como  arco.  Aliora  sí  podemos  afirmar  que  dos 
segmentos  son  congruentes  si  y  sólo  si  tienen  la  misma  longitud.  Es  fácil  probar 
que  la  longitud  de  un  segmento  y  la  de  su  complementario  suman  n.  Podemos 
expresar  esto  diciendo  que  las  rectas  tienen  longitud  7r. 

Una  recta  no  divide  al  plano  en  dos  partes.  Dos  rectas 
no  lo  dividen  en  cuatro  ângulos,  sino  en  dos  regiones  que 
podemos  llamar  biláteros.  Un  bilátero  tiene  un  vértice  y 
dos  lados.  Dos  puntos  están  en  el  mismo  bilátero  si  existe 
un  segmento  que  los  une  sin  cortar  a  los  lados.  Una  forma 
fácil  de  probar  estos  hechos  es  observar  que  los  biláteros 
son  simplemente  los  semiplanos  que  determina  una  recta 
en  el  espado  afín  que  resulta  de  tomar  a  la  otra  como 
recta  infinita.  Podemos  asignar  una  medida  al  ângulo  de  cada  bilátero  dei 
mismo  modo  que  hemos  hecho  con  los  segmentos.  La  suma  de  los  ângulos  de 
dos  biláteros  complementados  es  tt. 


'JQ>  J 

B 

Nds 

N 

1  c 
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_  --V*' 
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Consideremos  tres  puntos  no  colineales  A ,  B ,  C.  To¬ 
memos  AB  como  recta  infinita.  Entonces  los  biláteros  de 
vértice  A  y  lados  AB  y  AC  se  convierten  en  los  dos  semi¬ 
planos  determinados  por  AC.  La  recta  BC  es  secante  a 
AC ,  luego  divide  al  plano  en  cuatro  ângulos.  Dos  puntos 
están  en  el  mismo  ângulo  si  y  sólo  si  el  segmento  (afín) 
que  los  une  no  corta  a  BC  ni  a  AC ,  o  equivalentemente, 
si  y  sólo  si  existe  un  segmento  que  los  une  y  no  corta  a 
ninguna  de  las  rectas  AB,  AG,  BC. 

Esta  caracterización  es  simétrica  y  no  depende  de  la  recta  que  hemos  to¬ 
mado  como  infinita  ni  dei  orden  de  los  puntos,  luego  podemos  afirmar  que  tres 
puntos  no  colineales  A,  B,  C  dividen  al  plano  en  cuatro  partes  que  llamaremos 
triângulos  de  vértices  A,  B,  C.  Es  claro  por  las  definiciones  que  dos  puntos 
están  en  el  mismo  triângulo  de  vértices  A,  B,  C  si  y  sólo  si  están  en  el  mismo 
bilátero  de  vértice  A  y  lados  AB,  AC,  en  el  mismo  bilátero  de  vértice  B  y  lados 
BA,  BC  y  en  el  mismo  bilátero  de  vértice  C  y  lados  CA  y  CB.  Llamaremos 
A,  B  y  C  para  un  triângulo  dado  T  a  los  biláteros  de  vértices  A,  B,  C  que 
contienen  a  T,  y  los  llamaremos  ângulos  de  T. 
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Sea  T  un  triângulo  de  vértices  A,  B,  C.  Podemos  tomar  una  recta  que  pase 
por  A  pero  no  esté  contenida  en  A.  Si  la  convertimos  en  recta  infinita  las  rectas 
AB  y  AC  se  vuelven  paralelas  y  T  se  convierte  en  el  conjunto  de  los  puntos 
comprendidos  entre  ambas  y  que  están  en  uno  de  los  semiplanos  determinados 
por  BC.  Vemos  entonces  que  de  los  dos  segmentos  que  B  y  C  determinan  en 
BC,  uno  está  contenido  en  el  ângulo  A  y  el  otro  es  exterior  a  él. 

En  general,  llamaremos  lado  opuesto  al  vértice  A  al  segmento  de  BC  conte¬ 
nido  en  A.  Lo  mismo  vale  para  los  otros  vértices.  Dado  un  triângulo  T,  cada  uno 
de  los  otros  tres  triângulos  con  sus  mismos  vértices  comparte  con  T  un  ângulo 
y  su  lado  opuesto.  Los  otros  dos  lados  y  ângulos  son  los  complementarios  de  los 
de  T. 

Si,  al  igual  que  antes,  representamos  a  un  triângulo  T  como  el  conjunto  de 
puntos  afines  comprendidos  entre  dos  rectas  paralelas  y  situados  en  un  mismo 
semiplano  respecto  a  una  tercera  recta  r,  veremos  claramente  que  existe  una 
recta  que  no  corta  a  ninguno  de  sus  lados  (ni  pasa  por  sus  vértices).  Basta 
tomar  una  recta  paralela  a  r  en  el  semiplano  opuesto  a  T.  Tenemos,  pues,  que 
siempre  existe  una  recta  que  no  corta  a  ninguno  de  los  lados  de  un  triângulo.  Si 
tomamos  esta  recta  como  infinita  T  se  convierte  en  un  triângulo  afín  ordinário. 
De  aqui  podemos  traducir  al  plano  elíptico  algunos  teoremas  sobre  la  ordenación 
lineal.  Por  ejemplo,  una  recta  no  puede  cortar  a  los  tres  lados  de  un  triângulo. 
Sin  embargo,  el  hecho  de  que  exista  una  recta  que  no  corta  a  los  vértices  y  lados 
de  un  triângulo  implica  que  corta  a  los  complementarios  de  los  lados,  luego  estos 
segmentos  no  son  los  lados  de  ningún  triângulo. 

Esto  muestra  que  tres  segmentos  pueden  conectar  tres 
puntos  y  pese  a  ello  no  ser  los  lados  de  ningún  triângulo. 

Con  más  detalle:  digamos  que  un  triângulo  tiene  lados  a, 
b,  c  y  llamemos  —a,  —b,  —  c  a  los  complementarios.  Enton¬ 
ces  los  otros  triângulos  tienen  lados  (a,  — b ,  — c),  (—a,  b,  — c) 
y  (— a,  — 6,  c).  Las  otras  cuatro  combinaciones  son  imposi- 
bles.  Vemos  entonces  que  si  en  una  combinación  posible  de 
segmentos  cambiamos  uno  por  su  complementario  obtenemos  una  combinación 
imposible  y  viceversa. 

Teorema  13.4  Un  lado  de  un  triângulo  es  menor  que  la  suma  de  los  otros  dos. 

DemostraciÓN:  Consideremos  un  triângulo  elíptico  ABC.  Supongamos 
que  AB  es  el  lado  mayor.  Si  el  triângulo  tiene  dos  lados  iguales  mayores  o  iguales 
que  el  tercero  la  desigualdad  es  obvia.  Bastará  probar  que  AB  <  AC  +  CB. 
Trabajamos  en  el  modelo  esférico.  Sea  O  el  centro  de  la 
esfera.  En  cuanto  sigue  AB  representará  el  segmento  '  ' 

euclídeo  de  extremos  A  y  B  y  en  lugar  dei  segmento 
elíptico  correspondiente. 

Sea  D  el  punto  sobre  AB  que  hace  AOD  =  AOC. 

Sea  C  el  punto  sobre  la  semirrecta  OÒ  que  cumple 
OC  =  OD.  Entonces  AOC  =  AOD ,  pues  tienen  dos 
lados  iguales  y  el  ângulo  entre  ellos,  luego  AC  =  AD.  C 


13.2.  Biláteros  y  triângulos 
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Ahora,  BC  >  AB  -  AC  =  AB-AD  =  DB.  Los  triângulos  O  BC  y  OBD 
tienen  dos  lados  iguales  y  un  lado  desigual  BC  >  DB,  luego  BOC  >  BOD  = 
AOB  —  AOD ,  es  decir,  BOC  >  AOB  —  AOC,  que  en  términos  dei  triângulo 
elíptico  original  es  AB  <  AC  +  CB,  como  había  que  probar.  ■ 

Ejercicio:  Probar  que  un  lado  de  un  triângulo  elíptico  es  siempre  mayor  que  la 
diferencia  de  los  otros  dos. 

Teorema  13.5  La  suma  de  los  lados  de  un  triângulo  es  menor  que  2tt. 

DemostraciÓn:  Si  cl  triângulo  tiene  lados  a,  b,  c,  consideramos  uno  de 
los  triângulos  adyacentes,  digamos  el  de  lados  n  —  a,  ir  —  b,  c.  Por  el  teorema 
anterior  c  <  tt  —  a  +  ir  —  b,  luego  a  +  b  +  c  <  2ir.  ■ 

Al  aplicar  la  polaridad  de  la  cónica  infinita  a  las  rectas  que  pasan  por  el 
vértice  de  un  bilátero  y  están  contenidas  en  él  obtenemos  un  segmento.  Es 
fácil  ver  que  si  el  ângulo  dei  bilátero  mide  a  lo  sumo  tt/2  lo  mismo  le  ocurre  al 
segmento,  y  en  tal  caso  el  ângulo  dei  bilátero  coincide  con  el  que  forman  sus 
lados  y  la  longitud  dei  segmento  coincide  con  la  distancia  entre  sus  extremos, 
y  además  sabemos  que  ambas  coincidem  Es  decir,  la  polaridad  transforma 
biláteros  rectos  y  agudos  en  segmentos  de  la  misma  longitud.  Pasando  por  los 
complementarios  vemos  que  también  es  cierto  para  biláteros  obtusos. 

En  particular  la  polaridad  transforma  los  tres  ângulos  de  un  triângulo  T 
en  tres  segmentos  que  conectan  los  polos  de  sus  lados.  La  longitud  de  cada 
segmento  es  igual  a  la  amplitud  dei  ângulo  dei  que  proviene.  Sin  embargo  estos 
segmentos  no  son  los  lados  de  ningún  triângulo.  Para  probarlo  observamos  que 
un  punto  P  dei  triângulo  está  contenido  en  una  recta  contenida  en  cada  ângulo, 
luego  su  recta  polar  pasa  por  un  punto  de  cada  segmento.  Por  consiguiente, 
los  complementarios  de  estos  segmentos  sí  son  los  lados  de  un  triângulo  (al 
tomar  complementarios  tres  veces  pasamos  de  una  combinación  imposible  a 
otra  posible). 

Definición  13.6  Llamaremos  triângulo  polar  de  un  triângulo  elíptico  T  al  tri¬ 
ângulo  que  tiene  por  vértices  los  polos  de  las  prolongaciones  de  sus  lados  y  por 
lados  los  complementarios  de  los  segmentos  formados  por  los  polos  de  las  rectas 
contenidas  en  sus  ângulos. 

Hemos  probado  que  si  T'  es  el  triângulo  polar  de  T  y  los  ângulos  de  T  miden 
a,  j3  y  7,  entonces  los  lados  de  T'  miden  7r  —  a,  ir  —  (3,  n  —  7. 

Veamos  que  los  ângulos  de  T'  son  los  complementarios  de  los  biláteros  for¬ 
mados  por  las  polares  de  los  puntos  de  los  lados  de  T.  Digamos  que  los  vértices 
de  T  son  A,  B,  C  y  sus  lados  opuestos  son  a,  b,  c.  Tomemos  un  punto  Q  de  la 
recta  BC.  Entonces  Q  estará  en  a  si  y  sólo  si  la  recta  AQ  está  en  À,  si  y  sólo  si 
p(AQ )  no  está  en  el  lado  de  T'  de  extremos  p(AB),  p(AC),  si  y  sólo  si  p(Q)  no 
está  en  el  bilátero  de  vértice  p(BC),  si  y  sólo  si  p{Q)  está  en  el  complementado 
de  dicho  bilátero. 

Con  esto  es  inmediato  el  teorema  siguiente: 
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Teorema  13.7  Si  T  es  un  triângulo  elíptico  y  T'  es  su  triângulo  polar,  entonces 
T  es  el  triângulo  polar  de  T' .  Si  los  ângulos  de  T  miden  a,  /3,  j  y  sus  lados 
miden  a,  b,  c,  entonces  los  lados  de  T'  miden  ir  ~  a,  7r  —  /3?  n  —  7  y  sus  ângulos 
miden  tt  —  a,  ir  —  b,  tt  —  c. 

Este  teorema  nos  permite  extender  a  la  geometria  elíptica  el  principio  de 
dualidad  de  la  geometria  proyectiva.  Veamos  una  primera  aplicación: 

Teorema  13.8  La  suma  de  los  ângulos  de  un  triângulo  es  mayor  que  tt  y  menor 
que  37 r. 

DemostraciÓN :  Si  los  ângulos  dei  triângulo  son  a,  /?,  7,  entonces  el  teorema 
anterior  aplicado  al  triângulo  polar  nos  da  0  <  7r  —  a  +  7r  —  /3  +  tt  —  7  <  27r, 
luego  7t<o  +  /3  +  7<  37t.  ■ 

Ejercicio:  Probar  que  un  triângulo  coincide  con  su  polar  si  y  sólo  si  todos  sus  lados 
y  ângulos  miden  tt/2. 


13.3  Isometrías  elípticas 

Las  isometrías  elípticas  son  mucho  más  simples  que  las  euclídeas  o  las  hi¬ 
perbólicas.  Consideremos  el  modelo  esférico.  Una  isometría  elíptica  está  indu- 
cida  por  una  isometría  euclídea  que  fija  a  la  esfera,  y  sabemos  que  en  un  sistema 
de  referencia  adecuado  su  matriz  ha  de  ser  de  la  forma 

(cos  0  sen  0  0  \ 

—  sen  6  cos  6  0 

0  0  ±1  J 

Si  multiplicamos  todos  los  coeficientes  por  —1  obtenemos  otra  isometría 
euclídea  que  induce  la  misma  isometría  elíptica  (pues  estamos  componiéndola 
con  la  isometría  que  intercambia  los  puntos  antípodas).  Por  consiguiente  po¬ 
demos  suponer  que  la  última  entrada  es  un  +1.  En  definitiva,  cada  isometría 
elíptica  está  inducida  por  un  único  giro  en  R3. 

El  eje  dei  giro  corta  al  plano  elíptico  en  un  único  punto  O.  Es  claro  que  O 
es  un  punto  hjo,  al  igual  que  lo  es  su  recta  polar  r.  Si  el  ângulo  d  es  distinto 
de  tt  entonces  O  es  el  único  punto  fijo  y  r  la  única  recta  fija.  Si  9  =  7r  entonces 
la  isometría  fija  también  a  todos  los  puntos  de  r  y  a  todas  las  rectas  que  pasan 
por  O.  En  definitiva: 

Teorema  13.9  Si  f  es  una  isometría  dei  plano  elíptico  distinta  de  la  identi- 
dad,  existen  un  punto  O  y  una  recta  r  univocamente  determinados,  a  los  que 
llamaremos  centro  y  eje  de  f  de  modo  que  los  únicos  puntos  fijados  por  f  son 
O  y  quizá  los  puntos  de  r,  y  las  únicas  rectas  fijadas  por  f  son  r  y  quizá  las 
rectas  que  pasan  por  O.  Además  r  es  la  recta  polar  de  O. 

Por  razones  obvias  las  isometrías  elípticas  se  llaman  también  giros. 


13.4.  Trigonometria  elíptica 


473 


13.4  Trigonometria  elíptica 


La  trigonometria  elíptica  es  completamente  análoga  a  la  hiperbólica.  Con¬ 
sideremos  un  triângulo  de  vértices  A,  B,  C,  lados  a,  b,  c  y  ângulos  a,  /3,  7, 
relacionados  como  es  habitual.  Comenzaremos  demostrando  el  teorema  dei  co- 
seno. 

Supongamos  primeramente  que  a  y  b  son  agu¬ 
dos.  Sea  P  la  proyección  ortogonal  de  C  sobre  el 
plano  AOB  y  sea  M  su  proyección  ortogonal  so¬ 
bre  O  A.  El  plano  CPM  es  perpendicular  a  OA, 
pues  contiene  las  rectas  CP  y  CM,  ambas  perpen¬ 
diculares  a  O  A.  Por  consiguiente,  las  rectas  MP 
y  MC  son  paralelas  a  las  tangentes  a  la  esfera 
por  M  contenidas  en  los  planos  OAB  y  O  AC  res¬ 
pectivamente,  es  decir,  CMP  =  a.  Claramente 
se  tiene  además  que  O  AI  =  cos  b,  MC  =  sen  b, 

MP  =  sen  ò  cos  a,  PC  =  sen  6  sen  a. 


Consideremos  la  suma  de  vectores  OM  +  AlP  +  PÒ  =  OÒ  y  proyectémosla 
ortogonahnente  sobre  la  recta  OB.  Si  llamamos  p  a  la  proyección  es  fácil  com- 
probar  que 


p(OM) 

=  cos  b  cos  c, 

p(mP) 

=  sen b  cosa  cos(7r/2 

p(pÕ) 

=  0, 

p(õè) 

=  cosa. 

c)  =  sen b  senc  cosa, 


Por  lo  tanto 

cos  a  =  cos  b  cos  c  +  sen  b  sen  c  cos  a.  (13-1) 

Si  a  >  7t/2  entonces  cambia  el  sentido  de  MP,  pero  también  cambia  el  signo 
de  cosa,  luego  la  fórmula  sigue  siendo  válida.  Si  b  >  it/2  entonces  aplicamos 
la  fórmula  al  triângulo  adyacente  de  lados  a,  n  —  b,  7r  —  c  y  el  mismo  ângulo 
a  y  obtenemos  la  misma  fórmula  para  el  triângulo  dado.  Si  a  =  7r/2  entonces 
M  =  Pysiò  =  7r/2  entonces  O  =  M.  En  ambos  casos  la  fórmula  se  deduce  sin 
dificultad. 


Volviendo  al  caso  en  que  ay  b  son  agudos,  consideremos  ahora  la  proyección 
sobre  el  eje  perpendicular  al  plano  AOB.  Entonces 


p{OM) 

p(M$) 

p(PÕ) 

p(õÔ) 


0, 

0, 

sen  b  sen  a, 
sen  hc, 
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donde  hc  es  la  altura  dei  triângulo  que  une  C  con  c.  Tenemos,  pues, 

sen  hc  =  sen  b  sen  a, 

y  como  antes  se  comprueba  que  esta  relación  es  válida  en  cl  caso  general. 
Aplicándola  a  /3  obtenemos  senhc  =  sen  a  sen  /3.  Despejando  sen  hc  e  igualando 
obtenemos  el  teorema  de  los  senos.  Así  pues, 

sen  a  sen  b  senc  .  . 

.  (13.2) 

sen  a  sen  p  sen  7 

Las  fórmulas  (13.1)  y  (13.2)  se  conocen  como  fórmulas  de  Bessel. 

La  fórmula  (13.1)  muestra  que  si  dos  triângulos  tienen  los  lados  iguales 
entonces  también  tienen  los  ângulos  iguales,  y  de  aqui  se  sigue  fácilmente  que 
son  congruentes.  Por  dualidad,  si  dos  triângulos  tienen  los  ângulos  iguales 
también  son  congruentes.  De  hecho,  aplicando  la  fórmula  (13.1)  al  triângulo 
polar  obtenemos  el  teorema  dei  coseno  para  un  lado: 

cosa  =  —  cos /3 cos 7  +  sen  j3 sen 7  cosa.  (13.3) 

Dejamos  a  cargo  dei  lector  la  comprobación  de  que  todas  las  fórmulas  de 
la  trigonometria  hiperbólica  son  válidas  para  triângulos  elípticos  cuando  las 
razones  hiperbólicas  se  sustituyen  por  las  correspondientes  circulares.  Todas 
las  comprobaciones  son  fáciles  a  partir  de  las  fórmulas  que  ya  tenemos.  Por 
ejemplo,  el  teorema  dei  coseno  cuando  a  =  7t/2  se  convierte  en  el  teorema  de 
Pitágoras  elíptico: 

cos  a  =  cos  b  cos  c. 

Cada  relación  tiene  su  dual,  resultante  de  aplicaria  al  triângulo  polar.  Por 
ejemplo,  todo  triângulo  rectilátero  (con  un  lado  recto,  digamos  a)  cumple 

cos  a  =  —  cos  j3  cos  7. 


Como  en  el  caso  de  la  geometria  hiperbólica,  todas  las  fórmulas  de  la  tri¬ 
gonometria  elíptica  se  convierten  en  las  equivalentes  euclídeas  si  sustituimos 
los  senos  y  cosenos  de  las  longitudes  de  segmentos  por  sus  aproximaciones  de 
orden  2: 


sen  2:  sa  x, 


cosx 


Así  pues,  la  geometria  elíptica  es  también  localmente  euclídea. 


También  es  claro  que  es  posible  definir  geométricamente  una  unidad  de  lon- 
gitud,  sin  recurrir  a  ninguna  característica  física.  Por  ejemplo,  con  la  distancia 
que  hemos  definido  es  fácil  ver  que  los  lados  de  un  triângulo  con  tres  ângulos 
rectos  miden  7r/2,  por  lo  que  podemos  definir  la  unidad  “natural”  de  longitud 
elíptica  como  2/tt  veces  la  longitud  dei  lado  de  un  triângulo  con  tres  ângulos 
rectos. 


13.5.  La  geometria  diferencial  elíptica 


475 


13.5  La  geometria  diferencial  elíptica 

Veamos  ahora  que  podemos  considerar  al  plano  elíptico  como  una  variedad 
diferenciable.  Intuitivamente,  la  situación  es  mucho  más  simple  que  la  análoga 
correspondiente  al  plano  hiperbólico,  pero  formalmente  nos  encontramos  con 
un  problema  técnico  no  trivial.  En  efecto,  desde  un  punto  de  vista  intuitivo,  el 
modelo  esférico  nos  muestra  que  la  geometria  dei  plano  elíptico  E  menos  una 
recta  r  es  exactamente  la  de  una  semiesfera  de  radio  1,  pues  la  recta  r  se  corres¬ 
ponde  con  un  círculo  máximo  de  la  esfera,  y  cada  punto  de  E  \  r  se  corresponde 
con  un  único  punto  de  una  de  las  semiesferas  determinadas  por  r,  de  modo  que 
la  longitud  de  un  segmento  de  recta  es  su  longitud  euclídea  como  arco  en  la 
esfera  (es  decir,  el  ângulo  que  forman  los  rádios  de  la  esfera  correspondientes 
a  los  extremos  dei  segmento),  por  lo  que  “lo  razonable”  es  considerar  que  la 
longitud  de  una  curva  arbitraria  y  el  área  de  una  región  arbitraria  enü\r  son 
las  calculadas  a  partir  de  la  geometria  diferencial  de  la  esfera. 

En  otros  términos,  el  plano  elíptico  es  localmente  isométrico  a  una  esfera 
igual  que  el  plano  hiperbólico  es  localmente  isométrico  a  una  pseudoesfera.  En 
particular,  podemos  afirmar  que  la  curvatura  dei  plano  elíptico  es  1  en  todos  los 
puntos  (donde  el  valor  unitário  depende  de  la  elección  canónica  que  hemos  hecho 
de  la  unidad  de  longitud),  y  que  las  geodésicas  dei  plano  elíptico  son  las  rectas 
elípticas,  pues  unas  y  otras  coinciden  con  los  círculos  máximos  de  la  esfera. 

Ahora  bien,  existe  un  problema  técnico  que  nos  impide  considerar  como 
rigurosas  las  afirmaciones  precedentes,  y  es  que  no  estamos  en  condiciones  de 
afirmar  que  el  plano  elíptico  sea  una  variedad  diferenciable  en  el  sentido  que 
conocemos,  es  decir,  en  el  de  la  definición  [An  6.1].  En  efecto,  dicha  definición 
requeriría  considerar  a  E  como  un  subconjunto  de  K.m,  para  cierto  m  y  lo 
máximo  que  tenemos  es  que  los  puntos  de  E  pueden  identificarse  con  pares  de 
puntos  antípodas  en  una  esfera  de  radio  1,  pero  esto  no  nos  permite,  con  rigor, 
considerar  que  BcR3. 


La  topologia  proyectiva  Antes  de  considerar  el  problema  más  a  fondo  vamos 
a  precisar  lo  que  acabamos  de  decir.  De  momento  podemos  razonar  en  dimensión 
arbitraria  sin  ningún  esfuerzo  adicional.  Llamamos 

sn  =  {ie  Rn+1  |  xi  +  ■  ■  ■  +  x2n  =  1} 

y  consideramos  la  aplicación  tt  :  Sn  — >  P”(M)  dada  por  tt(x)  =  ( x ),  es  decir, 
la  aplicación  que  a  cada  x  £  Sn  le  asigna  el  punto  de  Pn(R)  que  tiene  a  x  por 
vector  de  coordenadas  homogéneas.  Claramente  tt  es  suprayectiva  y  cada  punto 
de  Pn(]R)  tiene  dos  antiimágenes  de  la  forma  ±x.  Conviene  considerar  también 
el  homeomorfismo  a  :  Sn  — >  Sn  dado  por  a(x)  =  —x,  que  a  cada  punto  le 
asigna  su  antípoda.  Obviamente  aoir  =  tt. 

Podemos  usar  tt  para  definir  una  topologia  en  P"(M):  diremos  que  un  con¬ 
junto  V  C  P"(R)  es  abierto  si  7r_1[V]  es  abierto  en  Sn.  Es  inmediato  comprobar 
que  los  abiertos  así  definidos  forman  realmente  una  topologia  en  el  espacio  pro- 


476 


Capítulo  13.  La  geometria  elíptica 


yectivo.  En  lo  sucesivo  consideraremos  siempre  como  espacios  topológicos  a  los 
espacios  proyectivos  reales  con  esta  topologia.1 

Observemos  que  los  espacios  proyectivos  son  espacios  de  Hausdorff.  En 
efecto,  dados  dos  puntos  distintos  P,Q  €  Pn(R),  cada  uno  de  cllos  tendrá  dos 
antiimágenes  distintas  ±x,  ±y,  respectivamente.  Claramente,  existe  une  >  0  tal 
que  las  bolas  Be(±x)  y  Be(±y)  son  disjuntas  dos  a  dos,  y  entonces  U  =  Ti[Bt{x)\ 
y  V  =  7 T[Be(y)\  son  dos  entornos  disjuntos  de  P  y  Q  en  P”(R).  En  efecto,  son 
abiertos  porque  7r_1[C/]  =  Be(x)  U  Be(—x)  es  abierto  en  Sn,  e  igualmente  se 
razona  con  V.  También  es  fácil  ver  que  son  disjuntos. 

Una  consecuencia  trivial  de  la  definición  de  la  topologia  proyectiva  es  que 
la  aplicación  7r  :  Sn  — >■  P”(R)  es  continua,  y  como  la  esfera  Sn  es  compacta, 
concluimos  que  los  espacios  proyectivos  son  compactos. 

Más  aún,  conviene  observar  que  7r  es  abierta,  pues  si  U  es  cualquier  abierto 
en  Sn,  entonces  tt[U]  es  abierto  en  P"(R)  porque  7r”1[7r[Lr]]  =  UUa[U]  es  abierto 
en5". 

Si  P  es  cualquier  punto  de  Pn(R)  y  x  £  Sn  es  una  de  sus  antiimágenes  por  7 r, 
podemos  considerar 

Ux  =  {y  €  Sn  |  *  •  y  >  0}, 

que  no  es  sino  la  semiesfera  abierta  que  tiene  a  x  “en  la  cima” .  Si  llamamos 
H  =  7 r[{y  €  Sn  \  x  ■  y  =  0}]  al  hiperplano  polar  de  x,  es  inmediato  que  7 r  se 
restringe  a  un  homeomorfismo  7r\ux  ■  Ux  — >  Pra(R)  \  H .  Así  pues: 

El  abierto  que  resulta  que  eliminar  un  hiperplano  dei  espacio  proyec- 
tivo  de  dimensión  n  es  homeomorfo  a  una  semiesfera  de  dimensión  n. 

A  partir  de  aqui  nos  centramos  en  el  caso  bidimensional. 

Inmersiones  de  P2(R)  Acabamos  de  probar  que,  cuando  al  plano  elíptico 
P2(R)  le  quitamos  una  recta  proyectiva,  el  abierto  resultante  es  homeomorfo 
a  una  semiesfera  abierta  de  radio  1.  Observemos  que  cl  radio  es  irrelevante, 
porque  todas  las  semiesferas  son  homeomorfas  entre  si,  e  igualmente  podríamos 
haber  dicho  un  disco  abierto  en  lugar  de  una  semiesfera.  No  obstante,  es  fácil 
probar  que  el  homeomorfismo  que  hemos  encontrado  es  una  isometría  de  espacios 
métricos  (y  ahora  si  que  es  relevante  que  esternos  considerando  una  esfera  de 
radio  1).  Esta  es  una  de  las  propiedades  que  senalábamos  al  principio  de  esta 
sección:  que  la  distancia  entre  dos  puntos  dei  plano  elíptico  coincide  con  su 
distancia  euclídea  cuando  los  identificamos  con  puntos  de  una  semiesfera. 

El  problema  que  tenemos  planteado  es  que  querríamos  probar  que  es  una 
isometría  de  variedades  diferenciales,  pues  eso  nos  permitiría  hablar  de  la  longi- 
tud  elíptica  de  una  curva  arbitraria,  o  dei  área  elíptica  de  una  región  arbitraria 
(razonable).  Y  aqui  retomamos  el  problema  de  que  no  podemos  aplicar  la  defi- 
nición  [An  6.1]  a  P2(R)  porque  no  es  un  subconjunto  de  Rm,  para  ningún  m. 

1  Más  en  general,  todo  esto  vale  igualmente  para  espacios  proyectivos  complejos  sin  más 
que  cambiar  R  por  C  en  todo  momento. 
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De  hecho,  se  puede  demostrar  que  P2(R)  no  es  homeomorfo  a  ningún  subes- 
pacio  de  R3  (ni,  por  consiguiente,  de  R2). 

En  principio,  podemos  decir  que  P2(R)  es  una  variedad  topológica  de  di- 
mensión  2  (o  una  superfície  topológica),  lo  cual  significa  que  es  un  espado  to- 
pológico  tal  que  cada  uno  de  sus  puntos  tiene  un  entorno  homeomorfo  a  un 
abierto  en  R2  (porque  todo  punto  tiene  un  entorno  homeomorfo  a  una  semies- 
fera  abierta,  la  cual  es  a  su  vez  homeomorfa  a  un  disco  abierto). 

La  solución  “moderna”  a  este  problema  consiste  en  introducir  un  concepto 
de  variedad  diferenciable  más  abstracto  que  el  presentado  en  [An  6.1],  de  modo 
que  cualquier  variedad  topológica  X  puede  dotarse  de  estructura  de  variedad 
diferenciable  (sin  necesidad  de  ser  un  subespacio  de  ningún  Rm)  tomando  como 
cartas  ciertos  homeomorfismos  entre  abiertos  de  X  y  abiertos  de  R"  que  cumplan 
cierta  condición  de  diferenciabilidad. 

Así,  el  lector  familiarizado  con  la  geometria  diferencial  abstracta  no  tendrá 
dificultades  en  comprobar  que  las  restricciones  de  n  a  distintas  semiesferas  defi- 
nen  un  sistema  de  cartas  que  dotan  a  P2(R)  de  estructura  de  superfície  diferen¬ 
ciable.  Sin  embargo,  para  mantenernos  en  el  contexto  dei  capítulo  VI  de  [An] 
vamos  a  probar  que  P2(R)  es  homeomorfo  a  un  subespacio  de  R4. 

Para  ello  consideramos  la  aplicación  F  :  R3  — >  R4  dada  por 
F(x,  y,  z)  =  (xy,  xz,  yz,  x2  -  y2). 

Claramente  es  continua  y  curnple  que  F(p)  =  F(—p),  para  todo  p  £  R3.  Lla- 
mamos  E  =  F^2]  y  f  :  S2  — >  E  a  la  restricción  de  F,  que  es  una  aplicación 
continua  y  suprayectiva.  Vamos  a  probar  que  f(p)  =  f(q)  si  y  sólo  si  q  =  ±p. 

En  efecto,  una  implicación  es  obvia,  y  si  p  =  (xi,yi,zi)  y  q  =  (x2,  y2,  z2) 
cumplen  f(p)  =  f(q),  tenemos  que 

(xi  +  yii)2  =  x\-y\  +  2xiyii  =  x\  -  y\  +  2x2 yxi  =  {x2  +  y2 i)2, 

luego  x\  +  y\i  =  ±*1  +?/2*,  es  decir,  (xi,yi)  =  ±{x2,y2).  Si  {xx,y{)  =  (0,0), 
entonces  p  =  ±(0,0,1)  y  q  =  ±(0,0,1),  luego  p  =  ±q.  En  caso  contrario, 
las  relaciones  X\Z\  =  x2z2,  y\Z\  =  y2z2  nos  permiten  concluir  igualmente  que 
P  =  ±ú- 

Esto  implica  que  /  induce  una  biyección  /  :  P2  (R)  — >  E,  caracterizada  por 
la  conmutatividad  dei  diagrama 


P2(R)  — — — E 


S2 

Observemos  que  f  es  trivialmente  continua,  pues  si  U  es  abierto  en  E,  en¬ 
tonces  /_1[í 7]  es  abierto  en  P2(R)  porciue  7T”1]/”1]!/]]  =  / — 1  [L/]  es  abierto  en  la 
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esfera.  Como  P2(R)  es  compacto,  tenemos  que  /  es  un  homeomorfismo.  Iden¬ 
tificando  los  puntos  de  P2(R)  con  sus  imágenes  por  /  podemos  considerar  que 
P2(R)  c  M4. 

Ahora  podríamos  demostrar  que  E  cumple  la  definición  [An  6.1]  de  variedad 
diferenciable,  pero  sucede  que  con  la  métrica  que  hereda  de  M4  no  es  localmente 
isométrica  a  S2.  Esto  nos  obligaría  a  hacer  lo  mismo  que  liemos  hecho  con  el 
plano  hiperbólico:  prescindir  dei  tensor  métrico  definido  a  partir  dei  de  M4  y 
definir  otro  alternativo  a  partir  de  la  distancia  hiperbólica  (en  nuestro  caso  de 
la  distancia  elíptica)  para  que  la  longitud  de  los  segmentos  de  recta  elíptica  sea 
la  que  requiere  la  geometria  elíptica.  No  obstante,  hay  una  solución  mejor,  y 
es  que,  aunque  hemos  presentado  la  inmersión  /  por  ser  la  más  simple  posible 
que  nos  permite  identificar  el  plano  proyectivo  con  un  subespacio  de  un  R", 
retocándola  ligeramente  podemos  conseguir  una  inmersión  que  sea  localmente 
isométrica  a  la  esfera  con  el  tensor  métrico  natural,  sin  necesidad  de  cambiarlo 
por  otro.  El  precio  que  tenemos  que  pagar,  aparte  de  introducir  algún  coeficiente 
en  la  definición  de  F,  es  considerar  R5  en  lugar  de  R4.  Concretamente,  ahora 
consideramos  la  función  F  :  R3  — >  R5  dada  por 

F(x,  y,  z)  =  {xy,  xz,  yz,  x 2  -  y2),  ^=(x2  +  y2  -  2 z2)). 

Claramente  F(j>)  =  F(—p),  por  lo  que  la  misma  comprobación  precedente 
(sin  más  que  no  tener  en  cuenta  para  nada  la  quinta  función  coordenada  de  F) 
muestra  que  la  restricción  /  =  F\g2  cumple  f(p)  =  f(q)  si  y  sólo  si  p  =  ±q. 

Ahora  llamamos  E  =  F[52],  de  modo  que  f  :  S2  — >  E  es  igualmente 
continua  y  suprayectiva  e  induce  una  biyección  /  :  P2(R)  — >  E  que  trivialmente 
es  un  homeomorfismo. 

Así  estamos  en  una  situación  análoga  a  la  precedente,  que  nos  permite  con¬ 
siderar  P2(R)  C  R5  identificando  sus  puntos  con  los  de  E  a  través  de  /.  Sin 
embargo,  vamos  a  ver  que  con  esta  identificación  P2(R)  resulta  ser  una  superfície 
diferenciable  localmente  isométrica  a  la  esfera,  tal  y  como  queríamos. 

Para  ello  observamos  en  primer  lugar  que  la  matriz  jacobiana  de  F  es 

í  y  z  0  x  x/y/Z  \ 

£  0  z  -y  y/V 3 

\  0  x  y  0  —2 zjyfi  ) 


Es  fácil  comprobar  que  su  rango  es  3  en  todos  los  puntos  (x,  y,  z)  ^  (0,  0, 0). 
Por  ejemplo,  el  determinante  de  las  tres  primeras  columnas  es  —2 xyz,  luego 
para  que  el  rango  fuera  <  3  tendría  que  ser  0  una  de  las  tres  coordenadas,  y 
una  comprobación  rutinaria  en  los  tres  casos  muestra  que  en  todos  ellos  el  rango 
es  3.  Por  ejemplo,  en  el  caso  2  =  0  la  matriz  se  reduce  a 


(  y  o 

cc  0 

V  o 


x/V3  \ 

y/V3  I 


X 


0 

0 

y 


X 

-y 

o 
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El  determinante  de  las  columnas  1,2,4  sólo  puede  ser  0  si  x  =  0,  y  el  de  las 
columnas  1,3,4  sólo  puede  ser  0  si  y  =  0,  con  lo  que  llegamos  a  que  el  punto 
tiene  que  ser  el  (0,  0,  0),  que  habíamos  descartado. 

Ahora  tomamos  un  punto  P  G  E  arbitrário  y  sea  x  £  S2  tal  que  F(x)  =  P. 
Sea  X  :  U  — >  S2  una  carta  de  S2  alrededor  de  x,  lo  cual  significa  que  X[U] 
es  abierto  en  S2  y  que  JX  tiene  rango  2  en  todo  punto  de  U.  Entonces,  la 
composición  X  =  X  o  F  :  U  — >  E  cumple  que  X[U]  =  /[X[[/]]  es  un  abierto 
en  E  y  JX  =  JX  ■  JF  tiene  rango  2  en  cada  punto  p,  porque  es  la  matriz  de 
la  composición  de  dos  monomorfismos  R2  — >  R3  — >  R5  (concretamente,  es  la 
matriz  de  dX ( p )  o  dF(X (p))).  Esto  prueba  que  X  o  F  es  una  carta  de  E  alrede¬ 
dor  de  P,  luego  E  es  una  variedad  diferenciable,2  de  acuerdo  con  la  definición 
[An  6.1].  Además,  la  aplicación  /  :  S2  — >  E  es  obviamente  diferenciable,  según 
la  definición  [An  6.11]. 

Ahora  vamos  a  comparar  los  tensores  métricos  de  S2  y  de  E.  Por  simplicidad 
estudiaremos  los  elementos  de  longitud  correspondientes,  pues  el  tensor  métrico 
y  el  elemento  de  longitud  se  determinan  mutuamente.  Para  ello  consideramos 
las  restricciones  x,  y,z  :  S2  — >  R  de  las  funciones  coordenadas  de  R3,  de  modo 
que  el  elemento  de  longitud  de  S2  es ds2  =  dx2  +  dy 2  +  dz2. 

Fijada  una  semiesfera  abierta  U  en  S 2  y  su  imagen  U'  =  f[U],  tenemos  que 
f\u  :  U  — >  U'  es  biyectiva  y  diferenciable,  por  lo  que  podemos  considerar  las 
aplicaciones  x,y,z  :  U'  — >  R  que  resultan  de  componer  (/|c/)_1  con  x,y,z. 
Obviamente  cumplen  la  relación 

x2  +  f  +  z2  =  1.  (13.4) 

A  su  vez,  calculando  la  diferencial  de  ambos  miembros  resulta  que 

x  dx  +  y  dy  +  z  dz  =  0.  (13.5) 


Por  otra  parte,  podemos  considerar  las  restricciones  Xi, . . .  ,x§  :  E  — >  R 
de  las  funciones  coordenadas  de  R5,  de  modo  que  el  elemento  de  longitud  de  E 
viene  dado  por 

ds2  =  dx2  +  dx\  +  dx\  +  dx2  +  dx\ . 

La  definición  de  /  nos  da  las  relaciones  siguientes: 


x\  =  xy,  x2  =  xz,  x3  =  yz, 


1,-2  -2  \  1  /  —2  I  -2  o-2\ 

X4  =  2 (x  -y  )>  x5  =  +y  ~ 2z  )■ 


De  ellas  deducimos  las  relaciones  entre  las  diferenciales: 


dx i  =  ydx  +  x  dy ,  dx2  =  zdx  +  x  dz,  dx 3  =  zdy  +  y  dz, 

dxr  =  x  dx  —  ydy,  dx$  =  —j=(x  dx  +  ydy  —  2 zdz)  =  — VSzdz , 

V  3 

donde  hemos  simplificado  dx$  usando  (13.5). 

2  Si  el  lector  trata  de  probar  que  la  inmersión  en  R4  que  liemos  definido  anteriormente 
también  es  una  variedad  diferenciable  se  encontrará  con  que  la  matriz  jacobiana  de  F  no  tiene 
rango  3  en  todos  los  puntos,  lo  que  obliga  a  tomar  cartas  de  S 2  y  comprobar  direct amente  que 
las  composiciones  R2  — >  R3  — >  R3  de  las  diferenciales  tienen  rango  2  en  todos  los  puntos. 
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Esto  nos  permite  expresar  el  elemento  de  longitud  de  E  en  términos  de 
x.  y,  z.  Como  la  expresión  es  larga  operamos  por  separado  cada  cuadrado: 

dx\  =  y 2  dx 2  +  x2  dy2  +  2 xy  dx  dy, 
dx\  =  z 2  dx2  +  x2  dz 2  +  2 xz  dx  dz, 
dx2  =  z2  dy2  +  y 2  dz2  +  2yz  dy  dz, 
dx2  =  x2  dx 2  +  y2  dy2  —  2 xy  dx  dy, 
dx2  =  3z2  dz2 . 

Al  sumar  todos  los  términos,  usando  (13.4),  obtenemos 

ds 2  =  dx2  +  dy2  +  dz2  +  2(x  dx  +  ydy  +  z  dz)dz  =  dx 2  +  dy2  +  dz2. 

Equivalentemente,  el  tensor  métrico  de  E  en  U'  es 

gE  =  dx  0  dx  +  dy  0  dy  +  dz  (8  dz, 
mientras  que  el  de  S 2  en  U  es 

gs 2  =  dx  ®  dx  +  dy  ®  dy  +  dz  ®  dz. 

Esto  implica  que  f\u  ■  U  — >  U'  es  una  isometría,  pues,  para  todo  punto 
p  G  U  y  todos  los  vectores  v,  w  G  TpS,  se  cumple  que 

9nP)(df(p){v),df(p){w))  =  dx(f(p)){df(p)(v))dx(f(p))(df{p)(w)) 

+dy{f(p)){df(p){v))dy(f(p))(df(p)(w))  +  dz(f(p)){df(p)(v))dz(f(p))(df(p)(w)) 
=  d(f  o  x)(p)(v)  d(f  o  x)(p){w)  +  d(f  o  y){p){v)  d(f  o  y)(p)(w) 

+d(f  o  z){p){v)  d(f  o  z)(p){w)  = 

dx(p)(v)  dx(p)(w)  +  dy(p)(v)  dy(p)(w)  +  dz(p)(v)  dz(p)(w)  =  gp(v,w). 

A  partir  de  aqui  consideraremos  el  plano  elíptico  P2  (R)  con  la  estructura  de 
variedad  diferencial  que  resulta  de  identificar  sus  puntos  con  los  de  £  a  través 
dei  homeomorfismo  /.  El  teorema  siguiente  resume  lo  que  liemos  obtenido: 

Teorema  13.10  El  plano  elíptico  E  =  P2(R)  es  una  superfície  diferenciable 
tal  que  existe  una  aplicación  diferenciable  f  :  S 2  — >  E  suprayectiva  con  la 
propiedad  de  que  f(p)  =  f(q)  si  y  sólo  si  p  =  ±q  y  de  modo  que  r  C  E  es 
una  recta  elíptica  si  y  sólo  si  f  ^1[r]  es  un  círculo  máximo  en  S2 ,  y  si  U  es 
una  de  las  semiesferas  en  que  F  divide  la  esfera,  entonces  U'  =  f[U]  =  E  \  r  y 
f\u  :  U  — >  U’  es  una  isometría. 

En  efecto,  observemos  que  una  recta  de  r'  C  P2(R)  se  identifica  (por  defi- 
nición)  con  r  =  f[r']  como  subconjunto  de  E,  de  modo  que  f~1[r ]  =  ir ~l[r']  es 
un  círculo  máximo  en  S2 .  Es  claro  entonces  que  ir\u  :  U  — >  P2(R)\?,/  es  un  ho- 
meomorfismo,  que  compuesto  con  /  nos  da  el  homeomorfismo  f\u  '■  U  — >  E\r, 
y  acabamos  de  probar  que  es  una  isometría. 
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A  partir  de  este  punto  ya  podemos  “olvidamos”  dei  modo  concreto  en  que 
hemos  sumergido  P2(R)  en  R5.  Nos  basta  con  saber  que  P2(R)  es  localmente 
isométrico  a  S2  en  las  condiciones  dei  teorema  anterior.  Si  hubiéramos  contado 
con  el  concepto  abstracto  de  variedad  diferenciable  podríamos  haber  definido 
directamente  una  estructura  de  variedad  en  P2(R)  (junto  con  un  tensor  métrico 
adecuado)  de  modo  que  tendríamos  la  situación  dei  teorema  sin  necesidad  de 
haber  buscado  una  forma  de  sumergir  el  plano  elíptico  en  ningún  espacio  Rm. 

Conviene  hacer  una  precisión  adicional,  y  es  que  el  teorema  anterior  no  nos 
obliga  a  fijar  un  sistema  de  referencia  en  M3,  sino  que,  tomando  un  sistema  de 
referencia  ortonormal  arbitrário  con  centro  en  el  centro  de  la  esfera  S2,  podemos 
considerar  coordenadas  x,  y,  z  respecto  a  las  cuales  cualquier  punto  prefijado 
tenga  cualquier  terna  de  coordenadas  prefijada.  En  particular,  dado  un  punto 
P  £  E,  siempre  podemos  tomar  un  sistema  de  referencia  en  M3  de  modo  que 
las  antiimágenes  de  P  tengan  coordenadas  (0, 0,  ±1),  con  lo  que  tomando  como 
U  la  semiesfera  2  >  0,  una  carta  alrededor  de  P  está  formada  por  la  carta 
(x,y)  i-p-  (a :,y,  y/l  —  z 2)  de  S2  compuesta  con  f\jj.  En  particular,  es  una  carta 
que  asigna  al  punto  prefijado  las  coordenadas  (0,0). 


El  elemento  de  longitud  El  modelo  esférico  ya  muestra  que  el  elemento  de 
longitud  en  P2(R)  respecto  al  cual  la  longitud  de  un  segmento  de  recta  es  su 
longitud  elíptica  es  precisamente  el  de  la  estructura  de  superfície  diferenciable 
que  hemos  considerado,  pues  la  longitud  de  un  segmento  de  recta  cuando  se 
identifica  con  un  arco  de  círculo  máximo  en  la  esfera  es  precisamente  (de  acuerdo 
con  el  modelo  esférico)  su  longitud  euclídea,  que  es  la  que  obtenemos  con  la 
estructura  diferencial  que  hemos  dado  a  P2(R),  en  virtud  de  la  isometría  local 
con  S2.  Ahora  bien,  es  interesante  observar  que  podemos  llegar  a  ello  por 
un  camino  totalmente  análogo  al  que  empleamos  en  el  capítulo  anterior  para 
determinar  el  elemento  de  longitud  hiperbólica. 

Partimos  de  una  cónica  imaginaria  en  P2(i?)  de  ecuación  f(X,X)  =  0  en 
coordenadas  homogéneas  y  consideramos  una  curva  X(t)  =  (x(t),  y(t),z(t)).  La 
expresión  que  hemos  obtenido  para  la  distancia  elíptica  equivale  a 


send(X,  Y) 


l~f2(X,Y)  +  f(X,X)f(Y,Y) 
f(X,X)f(Y,Y) 


donde  hemos  cambiado  el  coseno  por  un  seno  para  usar  que  — >  1.  Exacta- 

mente  el  mismo  razonamiento  que  en  el  caso  hiperbólico  nos  lleva  a  que 


d(X(t  +  h),X(t))  l-f2(X,X')  +  f(X,X)f(X',X') 

\h\  V  f2(X,X) 


Si  suponemos,  más  concretamente,  que  f(X i, X2)  =  X1X2  +  2/12/2  +  Z1Z2  y  que 
f(X(t),X(t))  =  1,  es  decir,  que  elegimos  las  coordenadas  homogéneas  de  cada 
punto  de  la  curva  en  la  esfera  imitaria,  entonces  al  derivar  queda  f{X,  Xr)  =  0, 
luego 

d(X(t  +  h),  X(t)) 

hm - — - 

h-y  0  \h\ 


y/x'2  +  y'2  +  z'2. 
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En  el  caso  en  que  X  :  [a,  6]  — >  P2(R)  parametriza  un  segmento  de  recta, 
como  en  el  caso  hiperbólico  se  razona  que  el  limite  es  la  derivada  de  la  longitud 
elíptica  s(t)  =  L(X |[0jt]),  por  lo  que  la  longitud  dei  segmento  es 


es  decir,  la  longitud  de  la  curva  determinada  por  el  elemento  de  longitud 

s2  =  dx2  +  dy 2  +  dz2. 

Esto  justifica  que,  una  vez  tenemos  una  estructura  de  superfície  diferenciable 
en  P2(R),  para  que  su  métrica  sea  la  elíptica  es  necesario  que  el  tensor  métrico 
sea  el  anterior,  es  decir,  el  mismo  que  el  de  la  esfera,  y  por  ello  la  estructura 
diferencial  que  hemos  definido  sobre  el  plano  proyectivo  (eligiendo  adecuada- 
mente  su  inmersión  en  M5)  es  la  que  proporciona  ciertamente  el  tensor  métrico 
correspondiente  a  la  geometria  elíptica. 

Por  ello,  las  longitudes  de  curvas  arbitrarias  y  las  superfícies  de  regiones 
arbitrarias  (razonables)  calculadas  con  la  estructura  diferencial  de  P2(R)  son 
las  “correctas”  para  la  geometria  elíptica,  en  el  sentido  de  que  son  las  únicas 
compatibles  con  la  longitud  elíptica  definida  al  principio  de  este  capítulo  (sin 
consideraciones  de  geometria  diferencial).  Más  detalladamente,  la  situación  es 
la  misma  que  teníamos  con  el  plano  hiperbólico  y  la  pseudoesfera:  alguien  que 
“viva”  en  un  plano  elíptico  y  que  sepa  calcular  longitudes  de  segmentos  (y  las 
use  para  aproximar  longitudes  de  curvas  y  áreas  de  regiones)  no  puede  distin¬ 
guir  la  geometria  de  su  entorno  de  la  geometria  de  una  semiesfera,  por  lo  que 
las  longitudes  y  las  áreas  “correctas”  correspondientes  con  su  forma  de  medir 
segmentos  de  recta  son  las  que  sabemos  que  son  correctas  sobre  la  esfera. 

Es  interesante  expresar  el  elemento  de  longitud  elíptica  en  términos  de  coor¬ 
denadas  polares.  Dado  un  punto  arbitrário  O  dei  plano  elíptico,  podemos  iden¬ 
tificado  con  el  polo  Norte  (0,  0, 1)  de  la  esfera,  y  es  claro  que  los  puntos  que  se 
encuentran  a  una  distancia  p  de  dicho  polo  Norte  son  los  de  la  forma 

( x,y,z )  =  (sen  p  cos  0,  sen  p  sen  0,  cosp). 

Cada  punto  de  P2(R)  distinto  de  O  y  que  no  esté  sobre  la  recta  polar 
de  O  está  determinado  por  una  única  coordenada  p  >  0  y  por  un  ângulo  6 
univocamente  determinado  salvo  múltiplos  de  27t.  Estas  son  las  coordenadas 
polares  elípticas.  Diferenciando  obtenemos  que 

dx  =  cos  p  cos  9  dp  —  sen  p  sen  9  d9 ,  dy  =  cos  p  sen  9  dp  +  sen  p  cos  9  d9 , 

dz  =  —  sen  p  dp , 

lo  cual  nos  da  a  su  vez  que  el  elemento  de  longitud  es 

ds 2  =  dp2  +  sen 2  pd92 . 

Así  es  fácil  ver  que  la  longitud  de  una  circunferência  de  radio  elíptico  r  es 

L  =  2tt  sen  r. 
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Curvatura  y  geodésicas  Ahora  ya  podemos  afirmar  con  rigor  que  la  curva¬ 
tura  dei  plano  elíptico  es  constante  igual  a  1  y  que  sus  geodésicas  sou  las  rectas, 
tal  y  como  afirmábamos  “intuitivamente”  al  principio  de  la  sección. 

El  área  elíptica  El  elemento  de  área  elíptico  es  el  mismo  que  el  de  la  esfera. 
Si  lo  expresamos  en  coordenadas  polares,  dei  elemento  de  longitud  obtenemos 
que 

E  =  1,  F  =  0,  G  =  sen2  p, 

luego  da  =  \/EG  —  F2  dpdO  =  sen  pdpdd.  De  aqui  se  sigue,  por  ejemplo,  que 
el  área  de  un  círculo  elíptico  de  radio  r  es 

f  2n  f  r 

A  =  /  sen  pdpdd  =  2tt(1  —  cosr)  =  47rsen2 

J  o  do  2 

En  particular,  al  igual  que  las  rectas  elípticas  tienen  longitud  finita  n,  el  área 
dei  plano  elíptico  es  finita  y  vale 

9  7T 

A  =  47T  sen  —  =  2tt 
4 

(la  mitad  dei  área  de  la  esfera,  como  era  de  esperar).  Es  fácil  ver  que  el  área 
de  un  bilátero  de  ângulo  a  es  2a.  Consideremos  ahora  un  triângulo  elíptico  T 
de  lados  a,  b,  c  y  ângulos  a,  /3, 7.  El  plano  elíptico  es  la  unión  de  T  y  sus  cuatro 
triângulos  adyacentes.  Si  llamamos  Ta  al  triângulo  adyacente  que  comparte  con 
T  el  lado  a,  tenemos  que  T  LiTa  es  un  bilátero  de  ângulo  a,  luego 

m{T)  +  m{Ta)  =  2a, 

(donde  m  representa  el  área  elíptica).  Sumando  las  ecuaciones  análogas  para 
los  otros  triângulos  adyacentes  obtenemos  que 

3  m(T)  +  m{Ta)  +  m{Tb)  +  m{Tc)  =  2a  +  2/3  +  2q, 

pero  m(T)  +m(Ta)  +m(Tb)  +m(Tc)  =  2ir,  porque  los  cuatro  triângulos  cubren 
el  plano,  luego 

m(T )  =  a  +  /3  +  7  —  n. 

Esto  nos  da  una  prueba  analítica  de  que  los  ângulos  de  un  triângulo  elíptico 
surnan  siempre  más  de  n. 


Apêndice  A 

La  geometria  inversiva 


Aqui  vamos  a  presentar  una  geometria  intermedia  entre  la  geometria  afín  y 
la  geometria  euclídea.  Como  está  relacionada  con  diferentes  capítulos  de  este 
libro,  la  exponemos  en  un  apêndice  para  reunir  así  resultados  que,  de  otro  modo, 
tendrían  que  quedar  dispersos  en  el  libro. 

Al  final  de  la  sección  2.5  de  [An]  hemos  visto  que  si 
S  =  {x  €  Rn+1  |  ||x||2  =  1} 

es  la  esfera  unitaria  en  R”+1  y  E°°  =  K™  U  {00}  es  la  compactificación  de  Ale- 
xandroff  de  R.n  (definida  en  la  sección  3.2  de  [An]),  la  proyección  estereográfica 
induce  un  homeomorfismo  n  :  Sn  — >  E°°  dado  por 

%i  xn  \ 

1  Xn+l  1  Xn+1  / 

entendiendo  que  el  polo  norte  N  =  (0, ...  ,0, 1)  tiene  imagen  7 t(N)  =  00.  Su 
inversa  es 

,-iu  _  (  2y »  M2-1 

[y>  VIMI2  +  i’”’’  lly|l2  +  i’  lbll2  +  i 

Como  todas  las  consideraciones  que  vamos  a  hacer  van  a  ser  de  carácter 
geométrico  y  no  topológico,  técnicamente  podemos  trabajar  en  E  =  Rn,  donde  R 
es  cualquier  cuerpo  ordenado  euclídeo  (y,  correspondientemente,  con  S  C  i?"+1). 

La  idea  fundamental  de  la  geometria  inversiva  consiste  en  pensar  que,  los 
puntos  de  E  son  “en  realidad”  coordenadas  de  puntos  de  5,  pero  que  “hay”  un 
punto  más,  el  punto  00,  que  no  está  tiene  coordenadas,  pero  que  es  “tan  real” 
como  los  demás  puntos  que  consideramos. 


A.l  La  proyección  estereográfica 

En  esta  primera  sección  mostraremos  que  la  proyección  estereográfica  con¬ 
serva  ciertas  propiedades  geométricas,  que  son  precisamente  las  propiedades 
significativas  en  la  geometria  inversiva. 
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Consideremos  en  primer  lugar  un  hiperplano  II  en  Rn+1 ,  que  estará  formado 
por  los  puntos  x  £  Rn+1  que  satisfacen  una  ecuación  de  la  forma  ax  =  a ,  para 
cierto  a  £  Rn+1  no  nulo.  Multiplicando  la  ecuación  por  una  constante  podemos 
suponer  que  ||a||  =  1  y  a  >  0,  con  lo  que  aa  £  II  y 

n  =  Rn+1  |  a(x  —  aa)  =  0}. 


Por  consiguiente, 


S  D  II  =  {x  £  II  |  \\x  —  aa\\ 2  =  1  —  a2}. 

En  efecto,  si  x  £  S  D  II,  entonces 

\\x  —  aa||2  =  (x  —  aa)(x  —  aa)  —  ||a;||2  +  a2  —  2  aax  =  1  +  a2  —  2a2  =  1  —  a2 
y,  recíprocamente,  si  x  £  II  cumple  \\x  —  aa\\2  =  1  —  a2,  entonces 

||a;||2  =  (x  —  aa  +  aa)(  x  —  aa  +  aa)  =  ||x  —  aa\\2  +  a2  =  1, 
luego  i£Snn. 

Concluímos  así  que  S'nlI  =  0sia>l,S'nn  =  {a}  si  a  =  1,  mientras  que, 
para  0  <  a  <  1,  tenemos  que  S  D  II  es  una  esfera  de  radio  \/l  —  a2  en  II. 

Definición  A.l  Llamaremos  hiperesferas  en  S  a  las  intersecciones  no  triviales 
de  S  con  hiperplanos,  es  decir,  las  intersecciones  que  consten  de  más  de  un 
punto. 

Hemos  probado  que  las  hiperesferas  son,  concre¬ 
tamente  las  intersecciones  de  S  con  hiperplanos  de 
ecuación  ax  =  a,  con  ||a||  =  1  y  0  <  a  <  1.  Note¬ 
mos  que  si  n  =  2  las  hiperesferas  son  simplemente  las 
circunferências  contenidas  en  S. 

Veamos  ahora  cómo  se  comporta  la  proyección  es- 
tereográfica  sobre  las  hiperesferas: 

Teorema  A. 2  La  proyección  estereográfica  transforma  las 
no  pasan  por  el  polo  norte  N  en  las  esferas  de  E,  y  las  hiperesferas  de  S  que 
pasan  por  el  polo  norte  en  los  hiperplanos  de  E°°  ( definidos  como  los  hiperplanos 
de  E  a  los  que  anadimos  el  punto  oo). 

DemostraciÓN :  Sea  n  un  hiperplano  que  defina  una  hiperesfera  en  S ,  con 
ecuación  ax  =  a.  La  hiperesfera  pasa  por  N  si  y  sólo  si  ara+i  =  a.  Conviene 
representar  a  =  (ã,an+i).  La  imagen  de  la  hiperesfera  está  formada  por  los 
puntos  y  £  E°°  que  cumplen  an~1(y)  =  a.  Si  y  es  finito  esto,  equivale  a 

2aiyi  2 anyn  \\y\\2  - 1 

IMI2  +  1  Nl2  +  i  ”+1IMI2  +  i 

o  también  a  (a  —  an+i)||y||2  —  2 ây  +  an+i  +  a  =  0. 


=  a, 
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Si  la  hiperesfera  pasa  por  N,  los  puntos  finitos  de  su  imagen  cumplen  la 
ecuación  2 ây  =  a„+i  +  a,  luego  es  un  hiperplano  en  E.  Recíprocamente,  los 
puntos  de  un  hiperplano  en  E  cumplen  una  ecuación  ay  =  a,  con  a  no  nulo,  y 
sus  imágenes  por  7 r_1  son  los  puntos  de  S  \  {AT}  que  cumplen  la  ecuación 

CL\X\  CLnXn 

- - +  •  •  •  +  - - =  a, 

1  Xn+ 1  1  Xn-\-\ 

que  equivale  a  a\X\  +  •  •  •  +  anxn  +  axn+i  =  a,  luego  son  los  puntos  de  una 
hiperesfera  en  S  que  contiene  además  a  N. 

Por  lo  tanto,  7r  pone  en  correspondência  biunívoca  a  las  hiperesferas  de  S 
que  pasan  por  N  y  los  hiperplanos  de  E°°  (considerando  que  contienen  a  00). 

Si  consideramos  ahora  una  hiperesfera  en  S  que  no  pase  por  N,  los  puntos 
de  su  imagen  (necesariamente  finitos)  son  los  que  cumplen 

II  n2  ^  d-  ^n+1 

\\y\\ - y  = - , 

&  ^n+1  ^  ^n+1 


o  también 

II  à  1 1 2 a  +  an+i  ||ô||2 

11  y  11  /  \o  ■ 

O.  OL  dn-\- 1  ^n+1 ) 

que  es  la  ecuación  de  una  esfera  en  E. 

Recíprocamente,  si  \\y  —  c|| 2  =  r2  es  la  ecuación  de  una  esfera  en  E,  su 
imagen  por  7r_1  está  formada  por  los  puntos  x  €  S  que  cumplen 


que  equivale  a 

n 

X)  (■ Xi  -  (1  -  xn+i )cí)2  =  r2(l  -  a:n+i)2, 

Í=  1 

n  n 

Y,  arf  +  (1  -  x„+i)||c||2  -  2(1  -  xn+i)  CíXí  =  r2{  1  -  a:„+i)2. 

i—  1  i—  1 

El  primer  sumatorio  es  1  —  a;2+1  =  (1  +  xn+i)(l  —  xn+i),  luego  la  ecuación 
ecjuivale  a 

n 

1  +  xn+i  +  || c|| 2  -  2Y  CiXi  =  r2(l  -  xn+i), 
i—  1 

o  también  a 

n 

Y  ZcíXí  -  (r2  +  l)x„+i  =  ||c||2  +  1  -  r2, 
i=l 

que  es  la  ecuación  de  una  hiperesfera  en  S  (que  necesariamente  no  pasa  por  N, 
pues  00  no  está  en  la  esfera  de  partida). 

Concluimos  que  7r  hace  corresponder  las  hiperesferas  que  no  pasan  por  N 
con  las  esferas  de  E.  m 
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Así  pues,  si  “queremos  pensar”  que  E  es  una  esfera  menos  un  punto  oo, 
“debemos  pensar”  que  no  hay  ninguna  diferencia  esencial  entre  las  esferas  y  los 
hiperplanos  de  E,  pues  “pensados  como  subconjuntos  de  “la  esfera” ,  no  son  sino 
las  hiperesferas  (unas  las  que  no  pasan  por  N  y  otras  las  que  pasan  por  N,  pero 
no  hay  ninguna  diferencia  esencial  entre  las  hiperesferas  que  pasan  o  no  pasan 
por  N,  la  diferencia  la  introduce  la  proyección  estereográfica  al  enviar  a  N  al 
infinito).  Para  concretar  esta  idea  damos  la  definición  siguiente: 

Deflnición  A. 3  Llamaremos  hiperesferas  de  E°°  a  los  hiperplanos  de  E  a  los 
que  ahadimos  cl  punto  oo  y  a  las  esferas. 

En  estos  términos,  los  hiperplanos  son  las  hiperesferas  que  pasan  por  oo  y 
las  esferas  las  hiperesferas  que  no  pasan  por  oo,  y  el  teorema  anterior  afirma  que 
la  proyección  estereográfica  hace  corresponder  biunívocamente  las  hiperesferas 
de  S  con  las  hiperesferas  de  E°° . 

Podemos  considerar  que  las  hiperesferas  son  los  objetos  geométricos  básicos 
que  estudia  la  geometria  inversiva. 


A. 2  Transformaciones  de  Mõbius 

En  esta  sección  E  representará  siempre  a  un  espado  afín  euclídeo  de  di- 
mensión  n  >  2  sobre  un  cuerpo  euclídeo  R.  Fijando  un  sistema  de  referencia 
ortonormal  en  E  tenemos  un  isomorfismo  E  =  Rn  que  a  su  vez  nos  permite  con¬ 
siderar  a  la  proyección  estereográfica  como  aplicación  tt  :  S  — >  E°°  (donde  S 
sigue  siendo  la  esfera  unitaria  en  Rn+1).  Hay  que  tener  presente  que  ir  depende 
de  la  elección  dei  sistema  de  referencia  en  E ,  pero  los  conceptos  que  vamos  a 
definir  en  esta  sección  no  van  a  depender  de  dicha  elección. 

Si  /  :  E  — >  E  es  una  biyección  afín,  la  consideraremos  extendida  a  E°°  con 
el  convênio  de  que  /(oo)  =  oo. 

Ejercicio:  Probar  que  si  Ti  =  R,  la  extensión  de  una  biyección  afín  es  continua  en  oo, 
con  lo  que,  de  hecho,  es  un  homeomorfismo  de  T?°°  en  E°° . 

El  teorema  siguiente  muestra  que  las  semejanzas  “respetan”  las  hiperesferas: 
Teorema  A. 4  Las  semejanzas  en  E  transforman  hiperesferas  en  hiperesferas. 

DemostraciÓN:  Por  el  teorema  7.18,  toda  semejanza  es  composición  de 
una  isometría  y  una  homotecia,  luego  basta  probar  el  teorema  para  ambos  tipos 
de  biyecciones  afines.  Para  el  caso  de  las  isometrías  es  inmediato,  y  a  tu  vez 
toda  homotecia  de  centro  p  se  expresa  en  coordenadas  como  f(x)  =  p  +  k(x  —  p), 
luego  es  composición  de  dos  traslaciones  y  una  homotecia  de  la  forma  f(x)  =  kx , 
luego  basta  considerar  una  homotecia  de  este  tipo.  Ahora  bien,  /  transforma 
el  hiperplano  de  ecuación  ax  =  a  en  el  de  ecuación  ax  =  ka,  y  la  esfera  de 
ecuación  ||x  —  c||2  =  r2  en  la  de  ecuación  ||x  —  kc\\2  =  ( kr )2.  ■ 

Veremos  que  las  semejanzas  son  las  únicas  biyecciones  de  E  que  transfor¬ 
man  hiperesferas  en  hiperesferas,  pero  no  son  las  únicas  biyecciones  de  E°° 
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con  esta  propiedad,  sino  que,  si  permitimos  que  oo  no  quede  íijo,  aparece  una 
nueva  familia  de  aplicaciones  que  respetan  las  hiperesferas.  Para  encontrarias 
fijamos  un  sistema  de  referencia  ortonormal  en  E  y  consideramos  la  proyección 
estereográfica 

7T+  :S—>E°°. 

Ahora  la  llamamos  7r+  porque  vamos  a  considerar  también  la  proyección  análoga 
7T_  :  S  — >  E°°  definida  desde  el  polo  sur  —  N  =  (0, . . . ,  0,-1)  en  lugar  de  desde 
el  polo  norte  N.  Es  fácil  ver  que  su  expresión  en  coordenadas  es 

n-(x)  =  — — - (x!,...,xn), 

1  +  xn+i 


entendiendo  que  7r_(— N)  =  oo. 

Evidentemente,  7 r_  también  hace  corresponder  las  hiperesferas  de  S  con 
las  de  E°° .  Esto  nos  lleva  a  considerar  la  biyección  J  :  E°°  — >  E°°  dada 
por  J  =  7T71  o  7T_,  que  transformará  hiperesferas  en  hiperesferas,  pero  ahora 
J(oo)  =  7 t-(N)  =  0  y  J(0)  =  7T_(— N)  =  oo.  Es  inmediato  comprobar  que  la 
expresión  en  coordenadas  de  J  es 


J{y)  = 


y 

yr 


Obviamente  esta  expresión  depende  de  la  elección  dei  sistema  de  referencia, 
pero  podemos  dar  una  definición  intrínseca: 


Deflnición  A. 5  Si  E  es  un  espacio  afín  euclídeo  de  dimensión  n  >  2,  la  in- 
versión  respecto  de  la  esfera  de  centro  p  y  radio  r  se  define  como  la  aplicación 
Jp>r  :  E°°  — >  E°°  dada  por 

r2  — > 

Jp,r(x)  =p  +  -  px, 

\\px\\2 

con  el  convênio  de  que  JP,r{p)  =  oo  y  JP)r{ oo)  =  p. 

La  interpretación  geométrica1  es  relativamente  sinrple:  para  x  ^  p  finito, 
Jp,r(x)  es  el  punto  q  situado  en  la  semirrecta  de  origen  p  determinada  por  x  y 
que  cumple  ||px||||pg||  =  r2. 

De  aciuí  se  sigue  que  JPtr  es  biyectiva  y,  más  aún,  que  es  su  propia  inversa, 
así  como  que  hja  a  todos  los  puntos  de  la  esfera  de  centro  p  y  radio  r,  mientras 
que  los  puntos  de  la  bola  de  centro  p  y  radio  r  se  transforman  en  los  dei  exterior 
de  la  bola,  y  viceversa.  Su  expresión  coordenada  respecto  de  un  sistema  de 
referencia  ortonormal  es 


Jp,r{y)  =P  + 


r2(y-p) 

Ily-Pir 


^^Compárese  con  la  definición  11.17. 
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con  lo  que  la  aplicación  J  =  Jo.i  que  hemos  obtenido  antes  es  la  inversión  res- 
pecto  al  origen  de  coordenadas  de  la  esfera  unitaria.  Además,  estas  expresiones 
coordenadas  muestran  que 

Jp,r(y )  =P  +  rJ(r~1(y-p)), 

lo  que  en  términos  intrínsecos  significa  que  toda  inversión  JPtT  es  la  composición 
de  la  traslación  que  envia  p  al  origen  de  coordenadas,  con  la  homotecia  de  centro 
el  origen  y  razón  r_1,  con  J,  con  la  homotecia  de  razón  r  y  con  la  traslación  que 
envia  el  origen  a  p.  Esto  permite  reducir  nruchos  resultados  sobre  inversiones  al 
caso  particular  de  J . 

Por  ejemplo,  si  R  =  R,  el  liecho  de  que  J  =  7r”  1+  o  7t_  implica  que  J  es 
un  homeomorfismo  de  E°°  en  si  ínisrno,  pues  tanto  7r+  como  7r_  lo  son.  Las 
observaciones  precedentes  implican  que  lo  mismo  vale  para  toda  inversión.  Más 
en  general,  lo  mismo  vale  para  las  transformaciones  de  Mõbius,  que  definimos  a 
continuación: 

Definición  A. 6  Si  E  es  un  espado  afín  euclídeo  de  dimensión  n  >  2,  definimos 
las  transformaciones  de  Mõbius  de  E  como  los  elementos  dei  subgrupo  M (E) 
de  las  biyecciones  de  E°°  generado  por  las  semejanzas  y  las  inversiones. 

Claramente  M (E)  está  generado  también  por  las  isometrías,  las  homotecias 
y  la  inversión  J  (respecto  de  un  sistema  de  referencia  prefijado). 

Teorema  A. 7  Las  transformaciones  de  Mõbius  transforman  las  hiperesferas 
de  E  en  hiperesferas  de  E. 

DemostraciÓN :  El  liecho  de  que  (respecto  de  un  sistema  de  referencia 
adecuado)  se  cumpla  que  J  =  7T/1  o  7 r_  implica,  como  ya  hemos  observado, 
que  J  transforma  hiperesferas  en  hiperesferas,  y  teniendo  en  cuenta  el  teorema 
A. 4,  lo  mismo  vale  para  toda  transformación  de  Mõbius.  ■ 

Podríamos  pensar  que,  dei  mismo  modo  en  que  ”  nos  hemos  encontrado”  con 
las  inversiones,  tal  vez  podríamos  encontrar  otras  biyecciones  que  transformen 
hiperesferas  en  hiperesferas,  pero  en  realidad  no  es  posible: 

Teorema  A. 8  Sea  E  un  espado  afín  euclídeo  de  dimensión  n  >  2  sobre  un 
cuerpo  euclídeo  arquimediano  y  f  :  E°°  — >  E°°  una  biyección  que  transforma 
hiperesferas  en  hiperesferas.  Entonces  f  es  una  transformación  de  Mõbius,  y  si 
además  /( oo)  =  oo,  se  trata  de  una  semejanza  de  E. 

DemostraciÓN:  Supongamos  en  primer  lugar  que  /(oo)  =  oo.  Enton¬ 
ces  /  se  restringe  a  una  biyección  /  :  E  — >  E  que  transforma  hiperplanos  en 
hiperplanos,  y  como  toda  recta  se  puede  expresar  como  intersección  finita  de 
hiperplanos,  resulta  que  /  transforma  rectas  en  rectas.  Por  el  teorema  funda¬ 
mental  de  la  geometria  afín  concluímos  que  /  es  una  biyección  afín,  que  además 
transforma  esferas  en  esferas.  Componiéndola  con  una  traslación  y  una  homote¬ 
cia,  obtenemos  otra  biyección  afín  que  deja  invariante  a  la  esfera  unitaria  5i .  Si 
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probamos  que  esta  composición  es  una  semejanza,  también  lo  será  /,  luego  no 
perdemos  generalidad  si  suponemos  que  f[S i]  =  S\ .  Ahora  bien,  esto  implica 
que  /  es,  de  hecho,  una  isometría,  pues  su  aplicación  lineal  asociada  cumple 
||/(5)||  =  1  siempre  que  ||5||  =  1,  luego,  aplicando  esto  a  v  =  wT/||áJ||,  resulta 
que  ||/(wJ)||  =  ||tu||  para  todo  vector  no  nulo,  y  trivialmente  para  0,  lo  que  im¬ 
plica  que  /  conserva  las  distancias  entre  los  puntos,  luego  el  teorema  4.25  nos 
da  que  es  una  isometría. 

Si  /( oo )  =p  /  oo,  entonces  g  =  /  o  Jp>1  cumple  que  g( oo)  =  oo  y  también 
es  una  biyección  que  transforma  hiperesferas  en  hiperesferas,  luego  por  la  parte 
ya  probada  es  una  semejanza  de  E,  luego  /  es  una  transformación  de  Mõbius. 


Observemos  que  nos  encontramos  con  una  “asimetría” ,  desde  el  momento  en 
que  tenemos  definida  la  inversión  respecto  de  una  esfera  de  E,  pero  no  respecto 
de  un  hiperplano  de  E.  Cabría  esperar  que  existieran  también  inversiones  res¬ 
pecto  de  hiperplanos,  para  que  tuviera  sentido  hablar  de  la  inversión  respecto  de 
cualquier  hiperesfera  de  E.  Esto  se  arregla  definiendo  la  inversión  respecto  de 
un  hiperplano  H  como  la  simetria  respecto  de  H,  en  el  sentido  usual.  Estas  si¬ 
metrias  son  semejanzas,  luego  ya  están  incluídas  en  el  grupo  de  transformaciones 
de  Mõbius.  Del  mismo  modo  que  las  inversiones  respecto  a  esferas  intercam- 
bian  el  interior  con  el  exterior  de  la  esfera  que  fijan,  las  inversiones  respecto  de 
hiperplanos  intercambian  sus  dos  semiespacios. 

En  virtud  dei  teorema  7.34,  toda  isometría  de  E  es  composición  de  refle¬ 
xiones  (simetrias  respecto  de  hiperplanos),  luego  de  inversiones  respecto  de  hi¬ 
perplanos.  Por  lo  tanto,  el  grupo  de  Mõbius  está  generado  por  las  inversiones 
(respecto  de  hiperesferas)  y  las  homotecias.  Pero  el  teorema  siguiente  muestra 
que  las  homotecias  son  prescindibles: 

Teorema  A. 9  La  composición  de  dos  inversiones  respecto  de  esferas  con  el 
mismo  centro  es  una  homotecia. 

DemostraciÓN:  Tomamos  un  sistema  de  referencia  en  E  que  tenga  origen 
en  el  centro  común  de  las  inversiones.  Entonces  las  expresiones  coordenadas  son 

. 

v  NI2’ 

para  i  =  1, 2,  y  al  componerlas  obtenemos 


Más  concretamente,  vemos  que  toda  homotecia  de  razón  positiva  se  expresa 
como  composición  de  dos  inversiones.  ■ 

Teniendo  en  cuenta  que  la  homotecia  de  razón  —1  es  una  isometría,  tenemos 
probado  el  teorema  siguiente: 

Teorema  A.  10  El  grupo  de  las  transformaciones  de  Mõbius  está  generado  por 
las  inversiones  respecto  de  las  hiperesferas. 
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A. 3  La  geometria  circular 

Nos  restringimos  ahora  a  la  geometria  inversiva  de  dimensión  2,  que  se  co- 
noce  también  como  geometria  circular,  porque  ahora  las  esferas  son  circunfe¬ 
rências  (y  los  hiperplanos  son  las  rectas,  pero  nos  referiremos  conjuntamente  a 
las  hiperesferas  como  “circunferências”).  Por  simplicidad  trabajaremos  sobre  el 
cuerpo  K  de  los  números  reales.  En  este  caso  podemos  valemos  de  dos  “trucos” 
que  resultan  ser  muy  fructíferos: 

El  primero  es  que  podemos  identificar  E  =  K2  con  el  cuerpo  C  de  los  números 
complejos,  con  lo  que  C°°  es  la  esfera  de  Riemann  que  describimos  al  final  de  la 
sección  5.2. 

El  segundo  consiste  en  identificar  C°°  con  la  recta  proyectiva  compleja  P1(C). 
Así,  sobre  C°°  tenemos  definidas  las  homografías,  que  en  coordenadas  homogé¬ 
neas  tienen  la  forma 


f(z,  w)  =  (az  +  bw,  cz  +  dw),  ad  —  bc^  0, 


pero  vamos  a  usar  la  forma  afín: 


/(*) 


az  +  b 
cz  +  d' 


entendiendo  que  f(—d/c)  =  oo  y  que  /( oo)  =  a/c  (hechos  que  se  comprueban 
con  la  expresión  de  /  en  coordenadas  homogéneas).  Equivalentemente: 


/(*) 


c  cz  +  d ' 


lo  que  muestra  que  /  se  expresa  como  composición  de  cuatro  homografías,  de 
la  forma  z  H >  a  +  z,  z  H >  az,  z  H >  l/z. 

La  homografía  z  >->•  l/z  =  z/\z\2  puede  expresarse  como  composición  de  la 
conjugación  compleja  z  K >  z  (que  geoinétricamente  es  la  reflexión  respecto  dei 
eje  real)  y  la  inversión  J(z)  =  z/\z\2. 

El  producto  z  K >  az  (con  a  ^  0)  puede  descomponerse  en  2  i— >  (a/|a|)2 
seguida  de  z  K >  \a\z.  La  primera  aplicación  es  un  giro,  que  se  descompone 
en  dos  simetrias  respecto  de  rectas.  La  segunda  es  una  homotecia,  que  puede 
expresarse  como  composición  de  dos  inversiones  de  centro  0.  Finalmente,  la 
traslación  z  K >  a  +  z  puede  expresarse  como  composición  de  dos  reflexiones,  la 
dada  por  z  ^  a/2  +  z  y  z  <— >  3a/2  —  2. 

Con  esto  hemos  probado  la  mitad  dei  teorema  siguiente: 


Teorema  A.  11  Las  homografías  de  C°°  son  las  aplicaciones  C°°  — >  C°°  ex- 
presables  como  composición  de  un  número  par  de  inversiones. 

DemostraciÓN:  Hay  cjue  probar  que  un  producto  de  dos  inversiones  es  una 
homografía.  El  producto  de  dos  reflexiones  (inversiones  respecto  de  rectas)  es 
un  giro  o  una  traslación.  Las  traslaciones  son  de  la  forma  z  i— >  z  +  a,  luego  son 
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homografías.  Si  /  es  un  giro  de  centro  O,  entonces  z  i-)-  f(z  +  O)  —  O  es  un 
giro  de  centro  0,  luego  existe  unasC  de  módulo  1  tal  que  f(z  +  O)  —  O  =  az, 
luego  f(z )  =  a(z  —  O)  +  O,  luego  es  una  homografía. 

Consideremos  ahora  una  inversión  /  respecto  de  una  recta  y  otra  g  respecto 
de  una  circunferência.  Supongamos  primero  que  el  eje  de  /  pasa  por  el  centro 
de  la  circunferência  fijada  por  g.  Consideremos  una  traslación  que  lleve  dicho 
centro  al  punto  0,  seguida  de  un  giro  de  centro  0  que  transforme  el  trasladado 
dei  eje  de  /  en  el  eje  real,  seguido  de  una  homotecia  de  centro  0  que  transforme 
la  traslación  de  la  circunferência  de  g  en  la  circunferência  unidad.  Si  llamamos 
h  a  esta  composición,  es  claro  que  h  es  una  homografía.  Es  fácil  ver  que  h~1fh 
es  la  reflexión  respecto  al  eje  real  y  que  h~lgh  es  la  inversión  respecto  de  la 
circunferência  unidad.  Por  consiguiente  h~l  fh  h~1gh  y  h~1gh  h^1  fh  son  ambos 
iguales  a  la  homografía  z  e- l/z,  luego  fg  y  gf  también  son  homografías. 

Supongamos  ahora  que  el  eje  de  /  no  pasa  por  el  centro  de  la  circunferência 
de  g.  Sea  /'  una  reflexión  respecto  a  una  recta  que  pase  por  dicho  centro.  En¬ 
tonces  fg  =  fffg  es  el  producto  de  dos  homografías,  luego  es  una  homografía, 
e  igualmente  se  prueba  que  gf  lo  es. 

Si  tenemos  una  composición  de  dos  inversiones  respecto  de  circunferências 
/  y  g,  tomamos  como  h  la  inversión  respecto  a  la  recta  que  pasa  por  los  centros 
de  sus  circunferências  (o  una  recta  cualquiera  si  ambos  coinciden).  Entonces 
fg  =  fhhg  es  un  producto  de  dos  homografías,  luego  es  una  homografía,  y  lo 
mismo  vale  para  gf.  m 

En  particular  hemos  probado  que  todas  las  homografías  de  P1(C)  son  trans- 
formaciones  de  Mõbius. 

Definición  A.  12  Llamaremos  M(C)  al  grupo  de  las  transformaciones  de  Mõ¬ 
bius  de  C°°,  es  decir,  el  grupo  generado  por  las  inversiones,  y  llamaremos  Mo(C) 
al  subgrupo  formado  por  las  transformaciones  de  Mõbius  que  pueden  expresarse 
como  producto  de  un  número  par  de  inversiones.  A  sus  elementos  los  llamaremos 
transformaciones  de  Mõbius  directas,  mientras  que  las  que  se  expresan  como 
producto  de  un  número  impar  de  inversiones  se  llaman  transformaciones  de 
Mõbius  inversas.2 

En  estos  términos  hemos  probado  que  las  transformaciones  de  Mõbius  direc¬ 
tas  de  C°°  son  las  homografías  de  P1(C). 

Observemos  que  una  transformación  de  Mõbius  no  puede  ser  a  la  vez  directa 
e  inversa,  pues  en  tal  caso  podríamos  expresar  una  inversión  como  producto  de 
un  número  par  de  ellas,  luego  seria  una  homografía,  pero  esto  es  imposible,  pues 
las  inversiones  fijan  a  infinitos  puntos,  mientras  que  una  homografía  distinta  de 
la  identidad  no  puede  fijar  a  más  de  dos  puntos. 

Si  /  es  cualquier  transformación  de  Mõbius  inversa,  entonces  su  conjugada 
/  es  una  homografía,  luego  el  grupo  de  las  homografías  es  un  subgrupo  normal 

2Las  transformaciones  de  Mõbius  directas  son  las  que  conservan  la  orientación,  en  un 
sentido  que  no  estamos  en  condiciones  de  definir  aqui. 
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de  índice  2  en  el  grupo  de  todas  las  transformaciones  de  Mõbius  (pues  toda 
transformación  de  Mõbius  es  congruente  módulo  el  subgrupo  de  las  homografías 
con  la  identidad  o  con  la  conjugación  compleja). 

Si  una  transformación  de  Mõbius  f  es  directa  y  deja  fijos  a  tres  puntos 
(finitos  o  no)  entonces  es  la  identidad,  porque  es  una  homografía  de  una  recta 
proyectiva  compleja.  Si  /  es  inversa  esto  ya  no  es  cierto,  pero  sólo  hay  dos 
posibilidades.  En  efecto,  sea  g  la  inversión  respecto  de  la  recta  que  pasa  por 
los  tres  puntos  fijos  si  son  colineales  o  respecto  de  la  circunferência  que  pasa 
por  ellos  si  no  lo  son.  Entonces  fg  es  una  homografía  que  fija  a  los  tres  puntos, 
luego  es  la  identidad,  luego  /  =  g.  Así  liemos  probado  el  teorema  siguiente: 

Teorema  A. 13  Si  una  transformación  de  Mõbius  de  C°°  fija  a  tres  puntos 
(finitos  o  no),  entonces  es  la  identidad  o  una  inversión. 

Teorema  A.  14  Dadas  dos  circunferências  en  C°° ,  existe  una  homografía  (en 
particular,  una  transformación  de  Mõbius)  que  transforma  una  en  otra. 

DemostraciÓN:  Dadas  dos  circunferências  C  y  C',  basta  considerar  una 
homografía  /  que  transforme  tres  puntos  de  C  en  tres  puntos  de  C .  Entonces 
f[C]  es  una  circunferência  con  tres  puntos  en  común  con  C ,  luego  f[C]  =  C . 


El  teorema  siguiente  ilustra  una  técnica  muy  útil,  consistente  en  convertir 
en  oo  un  punto  finito  dado  o  convertir  oo  en  un  punto  finito,  de  modo  que 
determinadas  circunferências  se  conviertan  en  rectas  o  viceversa: 

Teorema  A. 15  Dos  circunferências  distintas  tienen  cero,  uno  o  dos  puntos  en 
común.  Según  el  caso  se  llaman  disjuntas,  tangentes  o  secantes.  Dado  un  punto 
A  en  una  circunferência  C  y  un  punto  B  que  no  esté  en  C ,  existe  una  única 
circunferência  C  que  pasa  por  B  y  es  tangente  a  C  en  A. 

DemostraciÓN:  Aplicando  una  transformación  de  Mõbius  si  es  preciso, 
podemos  suponer  que  una  de  las  circunferências  pasa  por  oo  y  la  otra  no,  con 
lo  que  tenemos  una  recta  y  una  circunferência  (en  el  sentido  usual),  luego  efec- 
tivamente  se  cortan  en  a  lo  sumo  dos  puntos. 

Respecto  a  la  segunda  parte,  aplicando  una  transformación  de  Mõbius  po¬ 
demos  suponer  que  A  es  el  punto  infinito,  con  lo  que  el  resultado  equivale  a  que 
por  un  punto  exterior  a  una  recta  pasa  una  única  paralela.  ■ 

En  lo  sucesivo  convendremos  que  la  tangente  a  una  circunferência  por  dos 
de  sus  puntos  es  cila  misma,  y  así,  si  P  es  un  punto  de  una  circunferência  C  y 
Q  es  otro  punto  cualquiera  (en  C  o  fuera  de  C ),  existe  una  única  circunferência 
tangente  a  C  que  pasa  por  P  y  Q.  En  estos  términos  la  recta  tangente  a  una 
circunferência  por  uno  de  sus  puntos  es  la  circunferência  tangente  por  dicho 
punto  y  por  oo. 

Dos  rectas  secantes  forman  dos  pares  de  ângulos  opuestos  por  el  vértice. 
Llamaremos  ângulo  entre  ambas  a  la  medida  dei  menor  de  ellos.  El  ângulo  entre 
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una  circunferência  y  una  recta  secante  es  el  ângulo  entre  la  recta  y  la  recta 
tangente  por  cualquiera  de  los  puntos  de  corte.  No  importa  la  tangente  que  se 
escoja,  pues  la  reflexión  respecto  a  la  perpendicular  a  la  recta  por  el  punto  medio 
de  los  puntos  de  corte  deja  invariante  a  la  recta  y  transforma  una  tangente  en 
otra.  El  ângulo  entre  dos  circunferências  (usuales)  secantes  es  el  ângulo  entre 
sus  tangentes  por  los  puntos  de  corte.  También  es  claro  que  no  importa  el  punto 
de  corte  elegido. 

Con  esto  tenemos  definido  el  ângulo  entre  dos  circunferências  secantes  cua- 
lesquiera.  La  defmición  puede  resumirse  así:  el  ângulo  entre  dos  circunferências 
es  el  ângulo  entre  sus  rectas  tangentes  por  oo  en  uno  de  los  puntos  de  corte. 

Teorema  A. 16  Las  transformaciones  de  Mõbius  conservan  los  ângulos  entre 
circunferências. 

DemostraciÓn  :  Sean  C\  y  C2  dos  circunferências  secantes  y  sea  P  un 
punto  de  corte  (que  podemos  suponer  finito).  Sea  ti  la  tangente  a  C\  por  P 
o  bien  ti  =  Ci  si  Ci  es  una  recta.  Entonces  el  ângulo  entre  C\  y  C2  es  por 
defmición  el  ângulo  entre  t\  y  Í2-  Una  inversión  respecto  de  una  circunferência 
(usual)  de  centro  P  deja  invariantes  a  ti  y  £2  y  transforma  cada  circunferência 
Ci  en  una  recta  sin  más  punto  en  común  con  ti  que  00  (o  bien  í,  =  Ci).  En 
cualquier  caso  transforma  a  Ct  en  una  recta  paralela  a  ti,  de  modo  que  estas 
rectas  forrnan  entre  sí  el  mismo  ângulo  que  las  circunferências  de  partida. 

Sean  ahora  C[  las  imágenes  de  cada  Ci  por  una  transformación  de  Mõbius 
arbitraria.  Del  mismo  modo  podemos  transformarias  en  dos  rectas  que  forrnan 
el  mismo  ângulo  que  ellas. 

El  teorema  se  reduce,  pues,  a  probar  que  si  una  transformación  de  Mõbius 
hace  corresponder  dos  pares  de  rectas  secantes,  entonces  el  ângulo  que  forrnan 
es  el  mismo. 

Sea  /  una  transformación  de  Mõbius  que  haga  corresponder  dos  rectas  se¬ 
cantes  n  y  7"2  con  dos  rectas  secantes  r[  y  r'2.  Sea  O  el  punto  de  corte  de  las 
primeras  y  O'  el  punto  de  corte  de  las  segundas.  Entonces  o  bien  f(0)  =  O' 
y  /(oo)  =  00  o  bien  f(0 )  =  00  y  /(oo)  =  O'.  En  el  segundo  caso  podemos 
componer  /  con  una  inversión  respecto  a  una  circunferência  de  centro  O',  lo 
cual  deja  inalteradas  a  r[  y  r'2  pero  hace  que  00  quede  fijo.  Por  lo  tanto  los  dos 
pares  de  rectas  se  corresponden  por  una  semejanza,  y  las  semejanzas  conservan 
los  ângulos.  ■ 

Ejercicio:  Probar  que  si  dos  circunferências  son  ortogonales,  cada  una  de  ellas  queda 
íija  por  la  inversión  respecto  de  la  otra. 

Teorema  A.  17  Sean  C\  y  C2  dos  circunferências  secantes.  Sea  P  un  punto  de 
corte  y  Q  un  punto  cualquiera.  Sea  C[  la  tangente  a  Ci  por  P  y  Q.  Entonces 
el  ângulo  entre  C\  y  C2  es  el  mismo  que  entre  C[  y  C2. 

DemostraciÓn  :  Aplicamos  una  transformación  de  Mõbius  /  que  convierta 
Q  en  00.  Basta  probar  que  f[Ci]  y  /[C2]  forrnan  el  mismo  ângulo  que  f[C[]  y 
f[C2],  pero  esto  es  cierto  por  defmición  de  ângulo  entre  circunferências.  ■ 
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Teorema  A. 18  Sean  P,  Q,  R  y  S  cuatro  puntos  colineales  y  sea  C  una  cir¬ 
cunferência  que  tenga  a  PQ  por  diâmetro.  Entonces  J£(P,  Q;R,  S)  si  y  sólo  si 
toda  circunferência  que  pasa  por  R  y  S  es  ortogonal  a  C. 

DemostraciÓN:  Supongamos  LC(P,Q;  P,  S).  Aplicando  una  inversión  po¬ 
demos  suponer  que  P  es  el  punto  infinito.  Entonces  Q  es  el  punto  medio  de 
R  y  S  y  la  circunferência  C  es  la  recta  perpendicular  a  RS  por  Q.  En  estas 
condiciones  es  fácil  ver  que  toda  circunferência  que  pasa  por  R  y  S  es  ortogonal 
a  C. 

Supongamos  ahora  que  se  cumple  esta  propiedad.  Tomemos  una  circunfe¬ 
rência  C"  cualquiera  que  pase  por  R  y  S.  Por  hipótesis  corta  ortogonalmente  a 
C  en  dos  puntos  Ay  B.  Consideremos  ahora  la  circunferência  C"  que  pasa  por 
A,  R  y  el  conjugado  harmónico  de  R  respecto  de  P  y  Q.  Por  la  parte  anterior 
C  también  es  ortogonal  a  C,  ahora  bien,  por  dos  puntos  Ay  R  pasa  una  única 
circunferência  ortogonal  a  C,  luego  C  =  C" ,  de  donde  S  ha  de  ser  el  conjugado 
harmónico  de  R  respecto  de  P  y  Q.  m 

Ahora  vamos  a  definir  el  ângulo  entre  dos  circunferências  en  una  esfera  y 
probaremos  que  la  proyección  estereográfica  conserva  los  ângulos. 

Definición  A. 19  Si  dos  circunferências  en  una  esfera  S  se  cortan  en  un  punto 
P,  definimos  el  ângulo  que  forman  como  el  ângulo  entre  sus  rectas  tangentes 
por  P. 

El  teorema  siguiente  prueba  en  particular  que  el  ângulo  entre  dos  circunfe¬ 
rências  secantes  en  una  esfera  no  depende  de  cuál  de  los  dos  puntos  de  corte  se 
toma  para  calcular  lo. 

Teorema  A. 20  La  proyección  estereográfica  conserva  ângulos. 

DemostraciÓN:  Observemos  en  primer  lugar  que  si  C  es  una  circunferência 
en  una  esfera  S  y  C  es  una  circunferência  tangente  a  C  por  un  punto  P,  entonces 
ambas  tienen  la  misma  recta  tangente  por  P,  concretamente,  la  intersección  de 
los  planos  de  C  y  C".  Por  lo  tanto,  si  tenemos  dos  circunferências  C\  y  C2  y 
C[,  C2  son  sus  tangentes  por  P  y  por  otro  punto  Q,  el  ângulo  entre  C\  y  C2 
es  el  ínisrno  que  el  ângulo  entre  C[  y  C2.  Por  el  teorema  A. 17,  lo  ínisrno  vale 
para  las  proyecciones,  luego  basta  probar  el  teorema  para  circunferências  que  se 
corten  en  un  par  de  puntos  antípodas  P  y  Q. 

Sean  pi  y  p2  las  proyecciones  estereográficas  de  una  esfera  en  dos  planos  7Ti 
y  tt2.  Sea  /  :  7Ti  — >  tt2  una  isometría  entre  ellos.  Entonces  p^pif  es  una 
biyección  de  7í2  en  sí  mismo  que  transforma  circunferências  en  circunferências, 
luego  es  una  transformación  de  Mõbius,  luego  conserva  ângulos,  luego  p21pi 
también  conserva  ângulos. 

Esto  implica  que  al  proyectar  dos  circunferências  de  una  esfera  en  un  plano 
obtenemos  dos  circunferências  que  forman  el  mismo  ângulo  independientemente 
dei  plano  sobre  el  que  proyectemos.  En  particular,  podemos  utilizar  la  pro¬ 
yección  respecto  al  plano  perpendicular  a  la  recta  PQ. 
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En  estas  condiciones  es  fácil  ver  que  las  rectas  tangentes  a  C\  y  C2  tanto  por 
P  como  por  Q  son  paralelas  a  las  proyecciones  de  C\  y  C2,  luego  los  ângulos 
son  los  mismos.  ■ 

Para  terminar  mostramos  una  aplicación  no  trivial  de  la  geometria  circular 
a  la  geometria  euclídea: 

Teorema  A. 21  (Teorema  de  Feuerbach)  El  círculo  de  los  nueve  puntos  de 
un  triângulo  es  tangente  a  sus  cuatro  circunferências  tritangentes. 

DemostraciÓN:  Consideremos  un  triângulo  ABC.  Sean  A±,  B\  y  Ci  los 
puntos  médios  de  sus  lados,  etiquetados  como  indica  la  figura.  El  círculo  de  los 
nueve  puntos  es  el  que  pasa  por  estos  tres  puntos  médios. 


Consideremos  la  circunferência  inscrita  Ci  y  una  de  las  circunferências  cir¬ 
cunscritas  62 1  concretamente  la  que  tiene  su  centro  en  la  bisectriz  de  A.  Si  el 
lado  BC  es  perpendicular  a  esta  bisectriz,  entonces  es  fácil  ver  que  el  triângulo 
es  isósceles,  ambas  circunferências  tocan  a  BC  en  su  punto  medio  A\  y  el  círculo 
de  los  nueve  puntos  tiene  también  a  BC  por  tangente,  con  lo  que  efectivamente 
toca  a  Ci  y  C2. 

Supongamos  que  BC  no  es  perpendicular  a  la  bisectriz  de  A.  Entonces 
la  reflexión  respecto  a  ella  fija  a  Ci  y  C2,  luego  transforma  a  BC  en  otra  recta 
tangente  ambas  circunferências.  Digamos  que  ésta  corta  a  los  lados  dei  triângulo 
en  los  puntos  A',  B'  y  C .  El  punto  A!  está  sobre  la  bisectriz  de  A. 

Las  rectas  AB,  AC,  BC  y  B'C  son  los  lados  de  un  cuadrilátero  completo 
dual  circunscrito  tanto  a  Ci  como  a  C2,  luego  su  triângulo  diagonal  es  autopolar 
para  ambas  (el  polo  de  cada  lado  es  la  intersección  de  los  otros  dos).  Estos 
lados  son  las  rectas  AA',  BB' ,  CC .  Ahora  bien,  como  el  lado  AA'  pasa  por  los 
centros  de  las  circunferências,  su  polo  es  infinito,  luego  las  rectas  BB'  y  CC 
son  paralelas  y  perpendiculares  a  AA' .  Sean  B0  y  Cb  los  puntos  de  corte,  es 
decir,  los  vértices  finitos  dei  triângulo.  Notemos  que  el  cuadrilátero  completo 
de  vértices  B,  B' ,  C,  C  prueba  que  ^{Bq,  Cb;  A,  A'). 

Teniendo  en  cuenta  que  A\  es  el  punto  medio  de  BC,  es  fácil  ver  que  Bq  y  Co 
están  a  la  misma  distancia  de  A\  (si  A\  es  su  imagen  por  la  simetria  respecto 
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de  BC,  entonces  A\A!X  es  la  mediatriz  de  80Co),  luego  podemos  trazar  una 
circunferência  6  de  centro  Ax  que  pase  por  Bq  y  Co- 

Los  puntos  B0  y  Cq  son  conjugados  respecto  de  las  circunferências  Ci  y  C2 
y  son  colineales  con  sus  centros,  luego  están  harmónicamente  separados  por  los 
dos  pares  de  puntos  donde  éstas  cortan  a  AA'.  Podemos  aplicar  el  teorema  A.  18 
y  concluir  que  C  es  ortogonal  tanto  a  Ci  como  a  62-  Por  lo  tanto  la  inversión 
respecto  a  C  deja  fijas  a  cada  una  de  ellas.  Para  probar  el  teorema  bastará  ver 
que  esta  inversión  transforma  el  círculo  de  los  nueve  puntos  en  la  recta  B'C , 
pues  ésta  es  tangente  a  las  circunferências  C,,  luego  el  círculo  de  los  nueve  puntos 
también  lo  será. 

La  recta  AXBX  es  paralela  a  AB,  luego  no  es  paralela  a  B'C .  Sea  82  el  punto 
de  corte.  Notemos  que  como  AA!  es  la  bisectriz  de  A,  el  punto  Co  es  el  punto 
medio  dei  segmento  CC .  La  recta  AXBX  pasa  por  el  punto  medio  de  CB  y  es 
paralela  a  BC',  luego  contiene  a  Co-  Por  otra  parte,  dei  hecho  de  que  BB'  y  CC 
sean  paralelas  junto  con  que  Ax  es  el  punto  medio  de  BC  se  sigue  que  Ax  es  el 
punto  medio  dei  segmento  que  une  Cq  con  el  punto  83  en  que  AXBX  corta  a  BB'. 
Por  consiguiente  83  también  está  en  6.  Ahora  observamos  que  la  proyección 
perspectiva  desde  B'  hace  corresponder  B0  >->•  83,  C0  1-»  Cq,  A  1-»  Bx,  A'  1-»  B2, 
y  como  J~C(B 0,  Co;  A,  A1),  también  “K{B3,  Co;  -81,-62),  luego  la  involución  que  C 
induce  en  la  recta  AXBX  por  inversión  (que  fija  a  Co  y  83)  conjuga  Bx  con  B2, 
es  decir,  transforma  Bx  en  un  punto  de  la  recta  B'C .  Simétricamente  se  prueba 
que  el  inverso  de  Ci  está  también  sobre  B'C  y  ciertamente  el  inverso  de  Ax 
es  el  punto  infinito,  luego  el  inverso  dei  círculo  de  los  nueve  puntos  es  la  recta 
B'C.  • 

A  causa  de  este  teorema,  el  círculo  de  los  nueve  puntos  se  conoce  también 
como  círculo  de  Feuerbach. 
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